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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Данное издание - это вторая из четырех частей учебно-методического 
комплекса, каждая из которых содержит учебный материал, излагаемый в 
соответствующем семестре. Вторая часть данного комплекса содержит 
перечень основных вопросов учебной программы дисциплины «Матема­
тика» 2 семестра, учебные материалы по темам: «Комплексные числа», 
«Неопределенные интегралы», «Определенные интегралы», «Обыкно­
венные дифференциальные уравнения». УМ К составлен в соответствии 
с типовой программой дисциплины «Математика», разработанной по мо­
дульной технологии обучения. Каждый модуль содержит теоретический 
материал, соответствующий темам лекций, в который включены задачи 
с подробными решениями. Также предлагаются задачи для решения 
с преподавателем на практических занятиях и самостоятельной работы, 
примерный вариант контрольного теста (образцы итоговых тестовых за­
даний даны по уровням и отмечены знаками: репродуктивного уровня -
знаком °, творческого уровня - знаком ), индивидуальное домашнее за­
дание (ИДЗ) и решение задач типового варианта ИДЗ для выявления дос­
тижений студентов. 

В результате изучения дисциплины «Математика» во втором се­
местре студент должен знать: 

- определение формы записи и действия над комплексными числами 
- основные методы интегрирования; 
- приложения определенного интеграла к задачам геометрии 

и механики; 
- основные типы дифференциальных уравнений и методы их 

решения; 
уметь: 
- производить действия над комплексными числами; 
- находить неопределенные интегралы; 
- вычислять с п о м о щ ь ю определенного интеграла площади, дли­

ны дуг, объемы и площади тел вращения; 
- решать основные типы дифференциальных уравнений первого 

и второго порядков. 
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ОСНОВНЫЕ ВОПРОСЫ 
УЧЕБНОЙ ПРОГРАММЫ 
ПО УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЕ 
«МАТЕМАТИКА» (2 СЕМЕСТР) 

Модуль 6 
Комплексные числа 

Комплексные числа, действия с ними. Изображение комплекс­
ных чисел на плоскости. Модуль и аргумент комплексного числа. 
Алгебраическая и тригонометрическая формы комплексного числа. 
Формула Эйлера. Показательная форма комплексного числа. 

Действия над комплексными числами: сложение, умножение, деле­
ние. Формула Муавра. Корни из комплексных чисел. Многочлены. Тео­
рема Безу. Основная теорема алгебры о разложении многочлена на мно­
жители. Разложение многочлена с действительными коэффициентами на 
линейные и квадратичные множители. Разложение рациональных дробей 
в сумму простейших дробей четырех типов. 

Модуль 7 
Неопределенные интегралы 

Первообразная функция. Неопределенный интеграл и его основные 
свойства. Таблица основных неопределенных интегралов. Понятие об ос­
новных методах интегрирования: непосредственное интегрирование, ме­
тод замены переменной (метод подстановки), метод интегрирования по 
частям. Интегрирование простейших рациональных дробей и любых ра­
циональных дробей. Интегрирование простейших иррациональных 
функций, теорема Чебышева. Интегрирование некоторых классов функ­
ций, содержащих тригонометрические функции. Универсальная и упро­
щенные подстановки. Понятие о «неберущихся» интегралах. 
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Модуль 8 
Определенные интегралы 

Определение определенного интеграла, теорема об условиях его 
существования. Основные свойства определенных интегралов, гео­
метрический смысл. Вычисление определенных интегралов. Фор­
мула Ньютона-Лейбница . Вычисление определенных интегралов 
с п о м о щ ь ю методов замены переменной и интегрирования по час­
тям. Несобственные интегралы (интегралы с бесконечными преде­
лами интегрирования и от неограниченных функций) , теоремы об 
их сходимости и расходимости. Приложения определенных инте­
гралов к некоторым задачам геометрического и физического со­
держания. Вычисление площадей плоских фигур, длины дуги кри­
вой, объемов и площадей поверхностей тел вращения, работы пе­
ременной силы, давления на помещенную в жидкость пластину, ко­
ординат центра масс плоской дуги и фигуры, моментов инерции 
некоторых материальных систем. Численные приближенные мето­
ды вычисления определенных интегралов: формулы прямоугольни­
ков, трапеций, парабол (Симпсона) , точность вычислений. 

Модуль 9 
Обыкновенные дифференциальные уравнения 

Некоторые задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям. 
Понятие о дифференциальных уравнениях п-го порядка и их решениях. 
Дифференциальные уравнения первого порядка. Задача и теорема 
Коши, их геометрическая интерпретация, изоклины, графическое 
интегрирование. Дифференциальные уравнения: с разделенными 
и разделяющимися переменными, однородные и приводящиеся к ним, 
линейные, Бернулли, в полных дифференциалах и приводящиеся к ним 
с помощью интегрирующего множителя; методы их интегрирования. 
Понятие об особых точках и решениях дифференциальных уравнений 
первого порядка, уравнения Клеро и Лагранжа. Огибающие, 
ортогональные и изогональные траектории. Дифференциальные 
уравнения второго и высших порядков. Задача и теорема Коши, их 
геометрическая интерпретация и графическое решение в случае второго 
порядка. Дифференциальные уравнения, допускающие понижение 
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порядка. Однородные и неоднородные линейные дифференциальные 
уравнения второго и высших порядков, фундаментальная система 
решений, структура общего решения. Однородные линейные 
дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами. 
Характеристическое уравнение, нахождение его корней, 
фундаментальной системы решений и общего решения. Неоднородные 
линейные дифференциальные уравнения со специальной 
и неспециальной правой частью. Методы отыскания частного решения 
(метод спецструктуры и метод вариации произвольных постоянных 
Лагранжа). Нормальные системы линейных дифференциальных 
уравнений п -го порядка и их решение методом исключения. 
Нормальные системы линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами, их решение с помощью 
характеристического уравнения системы .Приближенные методы 
решения дифференциальных уравнений и их систем методом, 
основанном на применении формулы Тейлора, методами Адамса 
и Эйлера. Приложения дифференциальных уравнений к решению задач 
геометрического, физического, химического и экономического 
содержания. 
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МОДУЛЬ 6 
КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

В результате изучения модуля студенты должны: 

1) знать а) понятия и определения: комплексное число, мнимая 
единица, действительная и мнимая часть комплексного числа, 
модуль, аргумент, тригонометрическая, показательная форма 
записи комплексного числа, формулы Эйлера; б) характеризовать 
связь между формами записи комплексного числа и изображением его 
на комплексной плоскости; в) моделировать практические задачи на 
составление уравнений с отрицательным дискриминантом. 

2) уметь находить действительную и м н и м у ю части 
комплексного числа, модуль и аргумент, записывать 
тригонометрическую и показательную формы числа; представлять 
синусоидальный ток в комплексной форме. ^ и с Р и с . ! 

§ 1. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е И Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К О Е 
И З О Б Р А Ж Е Н И Е К О М П Л Е К С Н О Г О Ч И С Л А 

П о п ы т к и решения квадратных уравнений с отрицательным 
дискриминантом привели к возникновению понятия комплексных 
чисел. 

Определение. Комплексным числом называется число вида 

Число х называется действительной частью комплексного 
числа, г. у - его мнимой частью и обозначают х = Re z, у = Im z . 

z = x + iy\ (6.1) 

где x,y - действительные числа, г = л Л ( / 1) - мнимая 

единица. 
В технической литературе используют обозначение 
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Запись z = x + iy называется алгебраической формой комплекс­

ного числа. 

Множество всех комплексных чисел обозначают С. 
П р и у = О получим действительное число х + i • 0 = х , т. е. R<^C. 
П р и х = О получим число вида 0 + i • у = iy , которое называется 

чисто мнимым. 
Два комплексных числа равны, если равны их действительные 

и мнимые части. 
Числа z = x + iy и z = x — iy называются сопряженными. 

У © 

Ф 

х 

Рис. 6.1 

Если на плоскости введена 
прямоугольная декартова система 
координат хОу, то каждому 

, — х _|_ jy комплексному числу соответствует точка 

М(х, у) Щх, У) плоскости или вектор ОМ. 
И наоборот, каждая точка М(х, у) 

*- плоскости изображает комплексное 
Х число z = x + iy (рис. 6.1). 

Плоскость , на которой изображаются комплексные числа, назы­
вается комплексной плоскостью и обозначается Z , ось Ох - дейст­
вительной осью, а ось Оу - мнимой осью. 

§ 2. М О Д У Л Ь И А Р Г У М Е Н Т К О М П Л Е К С Н О Г О Ч И С Л А . 
Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К А Я И П О К А З А Т Е Л Ь Н А Я 
Ф О Р М Ы К О М П Л Е К С Н О Г О Ч И С Л А 

Определение. Модулем комплексного числа z = x + iy называет­

ся число 

г =| ОМ |= д / х 2 + у2 

и обозначается г =1 z I 

Определение. Угол ср, образованный вектором ОМ 
с положительным направлением оси Ох , называется аргументом 
комплексного числа и обозначается ср = arcg z . 
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Аргумент q> комплексного числа может быть найден из системы 

уравнений (см. рис. 8.1) 

х • У У cos<p = —, smq> = — => tgq> = —. 
Г Г X 

Очевидно, что аргумент комплексного числа определяется 
неоднозначно, а с точностью до слагаемого 2як, к е Z . Главное 
значение аргумента ф = a rg z выбирается из условий: 

- п < arg z < п или 0 < arg z < In . 

Подставим в алгебраическую форму комплексного числа 
z = x + iy формулы соотношения х = г cos q>, у = г sin q>. 

П о л у ч и м формулу z = х + iy = г cos q> + ir sin q>, или 

z = r (cos q> + i sin q>) I (6.2) 

которая называется тригонометрической формой комплексного 
числа. 

Обозначив символом е"р комплексное число 

QLTP =cos(p + isin(p, 

z = re"p запишем комплексное число (8.2) в показательной форме 
Таким образом, комплексное число имеет 3 формы записи: 
1. z = x + iy — алгебраическая форма, 

2. z = r (cos q> + i sin cp) - тригонометрическая форма, 

3. z = т1Ср - показательная форма, 

где г = -у/х2 + у2 - модуль комплексного числа, <р - аргумент 

комплексного числа, tg q> = — , {—л < q> < л) . 
х 

Заменяя в формуле 

ср п&- ср, получим 

Ф о р м у л ы Эйлера 

QLTP = cos q> + i sin q> (6.3) 

: cos cp — i sin cp . (6.4) 

9 
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Складывая и вычитая равенства (6.3) и (6.4), находим 

Q'<P _|_ Q-'<P 

cos (р = , sin q> 
2 2z 

Формулы (6.3) и (6.4) называются формулами Эйлера. Эти 
формулы связывают показательную и тригонометрические 
функции. 
Пример 6.1. Следующие комплексные числа представить 
в тригонометрической и показательной формах и изобразить 

точками и векторами на комплексной плоскости: a) zx = 2 - Vl2z, 

б) z 2 = - 4 . 

Решение, а) Действительная и мнимая части комплексного числа 

равны х = Re z1 = 2, у = Im z1 = —>fl2 

Найдем модуль и аргумент zx : 

г = jx2 +у2 = д / 2 2 + ( - V l 2 ) 2 = V4 + 12 = Vl6 = 4, 

х 2 1 У cosq> = — = — = —, sin<p = — 
г 4 2 г 

-л/12 2л/з л/3 
=><р = . 

2 3 4 4 

Следовательно, представление комплексного числа zx в 

тригонометрической и показательной формах имеет вид 

71 71 ~г— 
Zj = r(cos<p + z'sin<p) = 4 ( c o s — - z ' s i n — ) и zl=re"p=4e 3 . 

у ' 

z 2 ^ _ ^ 2 
-4 0 У'* x 

\T 
л/121 

6) z 2 

x = Re z 2 = - 4 . у = \mz2 

A / ( - 4 ) 2 + 0 2 = 4 , 

Рис. 6.2 

x - 4 j 0 
coscp = — = — = - 1 , sinm = — = — = 0 

r 4 r 4 
=> ф = п. Таким образом, 

z 2 = 4(cos л - i sin 7t) = 4e m . 

Числа Zj и z 2 изображены на рис. 6.2. 
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§ 3. Д Е Й С Т В И Я Н А Д К О М П Л Е К С Н Ы М И Ч И С Л А М И 

Если комплексные числа заданы в алгебраической форме 
Z j = Xj + iyl, z 2 = х 2 + iy2, то операции сложения, вычитания, 
умножения и деления этих чисел выполняются по следующим 
правилам: 

1. Z l + Z 2 = ( X j + / > j ) + ( Х 2 + Z > 2 ) = ( X 1 + X 2 ) + Z ( j ! + J 2 ) , 

2. Z j - z 2 = ( x j - ( x 2 + z > 2 ) = (x! - x 2 ) + z ( j 1 - j 2 ) , 

3. z x • z 2 = (x x + z>x) • (x 2 + z> 2) = x x x 2 + z x ^ + iyxx2 + i 2ухуг = 

= (хгх2 -угу2)+ i(xly2+x2yl), 

4. — 
z 2 x 2 + z > 2 (x 2 + / > 2 ) ( x 2 -iy2) x2

2-i2yl 

= ( X 1 X 2 + J l J 2 ) + ? ' ( j l ^ 2 - ^ l J 2 ) =

 X 1 X 2 + J l J 2 - X 2 J l ~ X l J 2 
2 2 2 2 2 2 ' 

X 2 У 2 X 2 У 2 X 2 У 2 

при этом z 2 Ф О . 

Пример 6.2. Даны комплексные числа: 

Z j = 5 + z , z 2 = - 2 + 3z, z 3 = 2 - z. 

Вычислить: 1) Z j Z 2 + z | ; 2) z 2 H——; 3) z2 - z 2 z 2 . 
Z 2 

Решение. 

1) Последовательно вычислим Z j Z 2 + z | : 

Z j - z 2 = (5 + z)(-2 + 3z) = - 1 0 - 2 z + 15z + 3z 2 = - 1 0 + 1 3 z - 3 = - 1 3 + 13z; 

z 3

3 = ( 2 - z ) 3 = 2 3 - 3 - 2 2 z + 3 - 2 z 2 - z 3 = 8 - 1 2 / - 6 + / = 2 - 1 1 / . 

Тогда Z j Z 2 + z | = - 1 3 +13 / + 2 - 1 1 / = - 1 1 + 2 / . 

2) Аналогично вычисляем z 2 H—- : 

z 2 =(2-if =4-4i + i2 = 4 - 4 / - l = 3 - 4 / . 
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-1 5 + / (5 + / ) ( - 2 - 3 / ) - 1 0 - 2 / - 1 5 / - 3 / 2 - 7 - 1 7 / 

z 2 - 2 + 3/ ( -2 + 3 / ) ( - 2 - 3 / ) ( - 2 ) 2 - ( 3 / ) 2 4 + 9 

- 7 - 1 7 / 7 1 7 . 

13 13 13 ' 

Тогда 
2 z, 7 17 „ , - 7 + 39 - 1 7 - 5 2 32 69 

zi + — = / + 3 - 4/ = + / = / . 

z 2 13 13 13 13 13 13 

3) Вычисляем z\ — z 2 z 3 : 

z\ = (5 + if = 25 +10 / + z 2 = 24 +10 / ; 

z 2 z 3 = ( - 2 - 3/)(2 - /) = - 4 + 2/ - 6/ + 3 / 2 = - 7 - 4/ . 

Тогда z 2 - z 2 z 3 = 24 +10 / - ( - 7 - 4/) = 24 +10 / + 7 + 4/ = 31 +14 / . 

Операции умножения и деления удобно проводить и над чис­
лами, заданными в тригонометрической или показательной формах 
(см. [1], гл. VII, § 2,3). 

§ 4. П Р И М Е Н Е Н И Е К О М П Л Е К С Н Ы Х Ч И С Е Л 
В Э Л Е К Т Р О Т Е Х Н И К Е 

Рассмотрим синусоидальный ток, закон изменения которого во 
времени описывается формулой 

/ =Im sin(co/ + \ | / ) , 

где 1т - амплитуда тока, характеризует максимальное значение 

тока, со - угловая частота, со/ + \|/ - фаза, характеризует 

состояние колебания в момент времени / , у - начальная фаза. 

График тока дан на рис. 8.3. 
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+j 

П р и расчете цепей синусоидального тока используется также по­
нятие действующего значения тока 

j ^ т 

Для облегчения расчетов в электротехнике синусоидальный ток 
принято изображать вектором (или точкой) на комплексной 
плоскости 

i m = I m ' ^ 0 = ^ 1 ) , (6.5) 

который называется комплексной амплитудой (рис. 8.4). (обратите 
внимание на обозначения осей координат!) . Модуль этого вектора 
равен амплитуде Iт, а аргумент - начальной фазе у тока. 

Если комплексную амплитуду разделить на - \ / 2 , то получим 
комплексное действующее значения тока 

j _ ^ т _ ^ т ад' 

Зная комплексную амплитуду или комплексное действующее 
значение синусоидальной величины, можно осуществить обратный 
переход и записать выражение для мгновенного значения этой ве­
личины. 

Пример 6.3. Ток меняется по закону i = 10sin(co/ + 1 2 0 ° ) А. Найти 
комплексную амплитуду тока и изобразить ее на комплексной 
плоскости. 
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+j 

*f 8,66 

у = 120° 

П о формуле (8.5) находим комплексную 
амплитуду: 

-* 
-5 О 

/ = / - e v ; = 1 0 - е 1 2 0 ; = 
т т ^ + 1 

Рис. 6.5 

Комплексная амплитуда изображена на рис. 6.5. 
Пример 6.4. Задано комплексное действующее значение тока 
7 = 1 0 - 1 0 7 А. Записать выражение для его мгновенного значения. 
Решение. Найдем действующее значение / тока как модуль ком­
плексного действующего значения / тока: 

Определим начальную фазу у как аргумент комплексного ч и с л а / 

Поскольку число / = 1 0 - 1 0 / расположено в четвертой четвер-

/ =| / |= д / lO 2 + ( - 1 0 ) 2 = Юл/2 = 14,14 А 

Амплитуда Iт тока вычисляется по формуле 

1т =1.у[2 =10Л/2-Л/2 = 2 0 А. 

из уравнения 

ти, то у = - 4 5 ° . Записываем выражение для мгновенного значения 

синусоидального тока: 

z '= / m s in (co / 1 + \|/) = 2 0 s i n ( c o / 1 - 4 5 0 ) А. 
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МАТЕРИАЛЫ ДЛЯ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

1. Даны комплексные числа zx = 3 + 5 / , z2 = 3 - 4z , z 3 = 1 - 2i. 

Найти число z = - - - . 
z3 

2. Представить в тригонометрической и показательной формах 
и изобразить на комплексной плоскости комплексные числа: 

a) Zj = 2 - 2i; б) z 2 = - z ; в) z 3 = л/з + z. 

3. Решить уравнения 

а) х2 + 4х + 5 = 0 ; б) х2 + 9 = 0 . 

4. Ток меняется по закону z' = 9 0 s i n ( W — — ) А. Найти 

комплексную амплитуду / тока и изобразить ее на комплексной 
плоскости. 

САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА 

Вариант 1 
1. Даны комплексные числа z\ = 2 - 3z, z^ = 4 + 3z, Z3 = 2 + / . 

— , 2 
Zi • Zj + Z 3 

Найти число z = . 
z2 

2. Представить в тригонометрической и показательной формах и 
изобразить на комплексной плоскости комплексное число 

z = - л / 3 + z . 
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Вариант 2 
Даны комплексные числа zj = 4 — 5 / , z 2 = 1 - 4z, Z 3 = 2 + 2z 

1 Й +^7 ) z 
Найти число z 

z 3 

2. Представить в тригонометрической и показательной формах 
и изобразить на комплексной плоскости комплексное число 
z = 4 - 4 / . 

Д о м а ш н е е задание 
1.Даны числа zj = 1 + 2z, z 2 = 3 - z, Z3 = 2 + 5z, Z4 = 3 - 2z. 

Вычислить 
3 2 2 — 

Z t - Z 3 + Z 4 _ ^ Z ! + Z 3 _ ^ ( z 2 - Z 3 ) - Z 4 

Z 2 ' Z 2 + Z4 ' Z j 

2. Представить числа z\ = 2-\/з - 2z, z 2 = 3 - Зл/З/ в тригономет­
рической и показательной формах, изобразить их на комплексной 
плоскости . 

3. Решить уравнения а) х + 2 х + 2 = 0 ; б ) х + 1 6 = 0 . 

У п р а в л я е м а я самостоятельная работа студентов 
Самостоятельно изучить следующие вопросы с подготовкой ре­

фератов по ним: 
история возникновения теории комплексных чисел; комплексное 

сопротивление электрической цепи, комплексная форма записи 
закона Ома. 
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ № 6 

1°. Найти значение выражения ( 2 + 6/) + ( - 5 - 9 / ) . 

2°. Действительной частью комплексного числа ( - 3 + 2 / ) явля­
ется число 
а) 2; 6 ) 3 ; в ) - 3 ; г ) - 1 . 

3°. Какое число будет сопряженным числу 5 - 6/ ? 
а) 5 - 6 / ; б) 5 + 6/ ; в) - 5 - 6 / ; г) - 5 + 6 / . 

4. Как называется число вида - 10/ ? 
а) действительным числом; б) отрицательным числом; 
в) неполным комплексным числом; г) чисто м н и м ы м числом 

5. Какое комплексное число 
изображается точкой М ? 

а) 2 - 6 / ; 
в) 6 - 2 / ; 

б) 2 + 6 / ; 
г) 6 + 2 / . 

6. Какую из форм записи комплексного числа называют алгеб-
? раическои 

a) z = х + iy ; 

в) z = r (cos (р + / sin ф); 

б) z = кг<р; 

г) z = -y/x2 - У 
7. Модулем комплексного числа z = x + iy называется число 

а) г = yjx2 + у2 ; б) г = \х\ + \у\; 

Г) Г = д/л в) г = z(cos ср + i sin ф); , 2 2 

/х -у 
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8. Если тригонометрическая форма комплексного числа имеет 

вид z = 4 (cos— 
3 

- г sin — ) , то в показательной 
3 

форме это число 

имеет вид 

a) z = 2 - л / Й / ; 
.71 .71 

б) z = 4e ' 3 ; в) z = 4 e ' 3 ; г) z = е 
71 

-1 — 
3 

9*. Решите уравнение х2 + 4 = 0 . 

10*. Аргумент комплексного числа z = - 1 - -\/з/ равен 

а ) ? ; б ) - Г ; в ) - ? ; 

И Д З 6 

Задание 1. Даны комлексные числа z l , z 2 , z 3 . Вычислить: 

Z3 

Задание 2. Представить заданное комплексное число в 
тригонометрической и показательной формах и изобразить его на 
комплексной плоскости. 

Вариант 1 

1- zl = 4 - 3 / , z2 = 4 + 3 / , z 3 = 1 - /'. 

2. z = 4 + 4 / ; 

Вариант 2 

1- z 1 = 4 + /, z 2 = 3 - 2 / , z 3 = 3 + 2/. 

2 - z = 2 V 3 + 2 / ; 

Вариант 3 

!• г ^ З - 4 / , z 2 = 2 + /', z 3 = 2 - / ' . 

2 - z = 3 - 3 V 3 / ; 
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z2=2 + 3i, z3=\ + 3i. 

z 2 = \ + 2 / , z 3 = 3 - 2 / . 

z 2 = l - / , z 3 = 2 + 3;'. 

z 2 = 1 - 2 / , z 3 = 1 + 2/. 

z 2 = - l + 2z, z 3 = - 3 + /'. 

1. zx=\ + 2i, 

2- z = - 5 + 5-Jbi; 

Вариант 5 

1. z x = 2 - i, 

2. z = 3 - 3i; 

Вариант 6 

l . Z l =-i + i, 

2 - z = 4 V 3 - 4 / ; 

Вариант 7 
1. z x = - l - i , 

2. z = - 6 + 6/; 

Вариант 8 

1- z{=2 + i, 
2- z = - l 0 - 1 0 V 3 z ; 

Вариант 9 

1. z 1 = - 2 + /', 

2- z = 3 + 3fii; Ре
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z2=-2 + 2i, 

z2 = 3 + /, 

z 2 = 3 + /, 

z 2 = 2 + 4 / , 

z2 = 2 + i, 

z2=l + 2i, 

z3 = - 1 + 3/ . 

z 3 = 4 - / ' . 

z 3 = 4 - 2/ . 

z 3 = 1 + /. 

z 3 = 3 - 3/ . 

z 3 = 3 + /'. 

1. Z i = _ 3 + / ; 

2. z = - 8 - 8/; 

Вариант 11 

1. zx=\ + i, 

2 - z = 5 V 3 - 5 / ; 

Вариант 12 

1- zx = 3 + 2 / , 

2. z = 4 - 4z; 

Вариант 13 

1. z 1 = 4 + 27, 

2. z = 6 + 6/; 

Вариант 14 

1. z 1 = - l - 2 / ' , 
2 - z = -2V3 + 2/; 

Вариант 15 

1. Z l = 3 + 3 / , 

2. z = 1+1 Sn Ре
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Вариант 18 

1- z 1 = 2 + 3/ , z 2 = 3 + 4 / , z 3 = 3 + 3z. 

2 - z = Зл/З - 3z; 

Вариант 19 

1. z 1 = l + 3 / , z2=2 + 3i, z3 = 2-i. 

2. z = - 4 + 4/ ; 

Вариант 20 

1- z 1 = l + 3 / , z 2 = 4 - i , z 3 = 4 - 3 / ' . 

2. z = 1 0 - 1 0 / ; 

Вариант 21 

1. z x = \ - i , z2=2 + 3i, z3=2-i. 

2 - z = 3 + V3z; 

Вариант 22 

1. Z l = - l + 3z, г 2 = 1 - 7 , z 3 = l + 2/'. 

2 - z = л/3 - 3z; 

1. z 1 = l + 4 / , z 2 = l - 4 i , z 3 = - l - i . 

2. z = - 2 + 2z; 

Вариант 17 

1. zx = 3 + 4 / , z 2 = 3 - 4 / , z 3 = 2 - 2i. 

2. z = _5 _ 5V3z; 
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z 2 = 3 + 4/ , 

z 2 = 2 + 3/ , 

z 2 = 2 + 3 / , 

z2 = - 1 + 2 / , 

" - 1 - /' 

z 2 = - 2 + 2 / , 

z 3 = 3 + /'. 

z, = 1 - /'. 

z 3 = 1 + 3/ . 

z 3 = 3 - /'. 

z, = - 1 - / . 

z 3 = - 1 + 3/ . 

1. z v = - \ + 7i, 

2- z = -6- ifii; 

Вариант 24 

1- Z l = - l - i " , 

2 - г = 2 л / з + 6 / ; 

Вариант 25 

1- zx=-2 + i, 
2. z = 2 - 2/ . 

Вариант 26 

1. ^ = 4 - 3 / , 

2 - z = - 6 + 2л/3/; 

Вариант 27 

1. zx = 2 + 3 / , 

2. z = - 3 + 3/'; 

Вариант 28 

1. ^ = - 1 - 2 / , 

2 - z = V 3 + 3 / ' ; Ре
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РЕШЕНИЕ ТИПОВОГО ВАРИАНТА 

Задание 1. Даны комплексные числа: 

Zj = 5 - / , z 2 = - 1 - 3 / , z3 = -2 + i . 

Вычислить Z j Z 2 + z3 + z2 • — . 
Z3 

Решение. Последовательно вычислим Z j Z 2 + z 2 : 

^ - z 2 = ( 5 - / ) ( - l - 3 / ) = - 5 + / - 1 5 / + 3 / 2 = - 5 - 1 4 / - 3 = - 8 - 1 4 / - ; 

z 2 = ( - 2 + / ) 2 = 4 - 4 / + / 2 = 4 - 4 7 - l = 3 - 4 / ; . 

Тогда Z j Z 2 + z 2 = - 8 - 1 4 / + 3 - Ai = - 5 - 1 8 / . 

— z. 
Аналогично вычисляем z 2 — : 

Z j _ _ 5 - z _ ( 5 - / X - 2 - / ) _ - 1 0 + 2 / - 5 / + z 2 _ - 1 1 - 3 / 
?3 z 3 - 2 + z ( -2 + /X -2 - / ) ( - 2 ) 2 - ( / ) 2 4 + 1 

- 1 1 - 3 / 11 3 
-/: 

5 5 5 

- 1 + 3 / . 

1- z 1 = 2 - / , z2=2 + i, z3=4-2i. 

2. z = 5 - 5i; 

Вариант 30 

1. z l = \ - i , z 2 = - l + 2i, z 3 = l - i . 

2. z = - 5 + 5/': 
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Тогда 

— г, / , „ ч ( П 3 ^ 11 33 3 9 2 , 

I 5 5 i 5 5 5 5 

Вычисляем Z j Z 2 + z 2 + z 2 • — : 

Z j Z 2 + z 3

2 + z 2 • ̂ - = ( - 5 - 1 8 z ) + (4 - 6/) = - 1 - 24/. 

Задание 2. Представить в тригонометрической и показательной 
формах и изобразить на комплексной плоскости комплексное число 
z = - 2 - 2 / . 

Решение. Действительная и мнимая части комплексного числа 
равны х = Re z = - 2 , j = Im z = - 2 

Найдем модуль и аргумент z : 

: V * 2 + У2 = V ( " 2 ) 2
 + ( " 2 ) 2 = V 4 + ~ 4 =V8 = 2 л / 2 , 

j - 2 
f/g#> = — = = 1, так как число z находится в третьей четверти 

х -2 
3 

комплексной плоскости, то ср = — п . 
4 

Следовательно, представление комплексного числа z 
в тригонометрической и показательной формах имеет вид 

ЗяЛ . ( Зж\) , г-( Ъя . Зтг" 

V 

4 

. . „ /— [ i n . [ i n „ г г J7T . J7T 
z = r (cos^ + z'sin^) = 2v2 | cos| —— | + z'sin| —— 11 = 2V21 cos—;—z'sin—— I и 

.3 
z = re"p = 2-j2e 
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МОДУЛЬ 7 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

В результате изучения модуля студенты д о л ж н ы : 

1) знать а) понятия и определения: первообразная, неопределенный 
интеграл, основные свойства неопределенного интеграла, таблицу 
неопределенных интегралов, формулу интегрирования по частям; 
простейшие рациональные дроби I-IV типов, правильная и неправильная 
рациональные дроби, схема интегрирования дробно-рациональной 
функции, формулировка теоремы о разложении дробно-рациональной 
функции на сумму простейших дробей; тригонометрические 
и иррациональные функции, универсальная подстановка; 
б) характеризовать методы непосредственного интегрирования, замены 
переменной и по частям в неопределенном интеграле; виды простейших 
рациональных дробей; виды интегралов от тригонометрических 
и иррациональных функций; 

2) уметь находить неопределенные интегралы по таблице 
интегралов, используя методы непосредственного интегрирования, 
поднесения под знак дифференциала , замены переменной 
и интегрирования по частям; интегрировать простейшие 
рациональные дроби I-IV типов, выделять целую часть 
неправильной рациональной дроби, разлагать правильную 
рациональную функцию на сумму простейших дробей I-IV типов; 
вычислять интегралы от простейших иррациональных 
и тригонометрических функций. 

§ 1. Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й И Н Т Е Г Р А Л И Е Г О С В О Й С Т В А 

Определение. Первообразной функцией для функции f(x) на 

промежутке X называется такая функция F(x), производная 

которой равна данной функции, т.е. 
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F'(x) = f (x) для л ю б ы х xeX 

Например , s i n x есть первообразная функции co sx для любого 
действительного х, так как ( s i n х ) ' = c o s x , l n x есть первообразная 

функция — на промежутке (0, + с о ) , т. к. (In х) ' = — . 
X X 

Если F(x) и Ф(х) - две первообразные для одной и той же 

функции / ( х ) , то Ф(х) = F(x) + С , где С - постоянная. 

Определение. Совокупность всех первообразных F(x) + С 

функции f(x) называется неопределенным интегралом от функции 

/ ( х ) и обозначается 

Функция f(x) называется подынтегральной функцией, 

a f (x)dx подынтегральным выражением. 

2. If'(x)dx = f(x) + C или jdf(x) = f(x) + C. 

3. jcf(x)dx = с\/(x)dx (c = const). 

4. J[yj(x) + / 2 ( x ) ] d x = j y ; ( x ) d x + j / 2 ( x ) d x . 

5. Если F(x) - первообразная функции f(x), а и=и(х) -

дифференцируемая функция, то j f(u)du = F(u) + C . 

jf(x)dx = F(x) + C . 

Свойства неопределенного интеграла 

или 
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Таблица неопределенных интегралов 

1. j du = и + С 2. \0du = C 

3. \uadu= + C ( a * - l ) , 
J a + l 

4. , f ^ = - - + c 

5. l d u i l l , / -— = In\u\ + L 
и 

6. 
f d^_ _ + ^ 

4u 

7. 

С й" 
a"du = h С, 

In a 
(а>0,аф\) 

8. j e " d M = e " +C 

9. j sin udu = - cos и + C 10. j cos Mdw = sin и + С 

11. 
с 
1 \— = tgu + C 

cos w 
12. 

с 
1 — — = -ctgu +C 

sin и 

13. 
С 1 + и 

+ C 
14. 

г du 1 , и + a 
+ c 

13. J ? 7 ~ a r C t § 
a +u a a 

+ C 
14. а2 - и2 2a и - a 

+ c 

15. 
f dM 1 , и - a 
~5 7 = ^ ~ l n 

и -a 2a u+a 
+ C 

16. 
с du и 
—i = arcsin — h С 

Ч а 2 - и 2 a 

17. 18. 
С dw 

17. Г — 1r 77 -1-л/77̂  -4- /7^ + c 18. 
С dw 

таи+^и2 -a2 +c 17. 1 i — 11 1Л \ у 1Л \ (Л 
4и2+с? 

+ c 18. J i ~~ 
"\u2 -a2 

таи+^и2 -a2 +c 

19. 
г du . . и . 
J - — = l n | t g - | + C 

sinw 2 
20. 

с dw 
= ln 

cos и 

(и in) + c 

21 . j tg udu = - ln|cos w| + С 22. j ctg udu = ln|sin u\ + C 
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Пример 7.1. Найти j(x--jxjdx. 

Решение. Возведем подынтегральную функцию в квадрат 

и разобьем интеграл на сумму трех табличных интегралов: 

§(х- л/х) dx = J ( х 2 - 2ху[х + x)dx = j"x 2dx - 2 J " x 3 / 2 d x + J x d x = 

3 5 / 2 2 3 5 / 2 2 

= 1 2 - + — + C = — - 4 — + — + C. 
3 5 / 2 2 3 5 2 

Пример 7.2. Найти J ^ 
x 2 + 3 

Решение. 
r dx _ ^ 1 x 

J ~_ 7 _ I T=|ffWM2HMM /шбг интеграл 7VH|=-^arctg-p+C-

4 - 3 x 2 

Пример 7.3. Найти f ——, -XDX. 
1 x 2 ( 4 + x 2 ) 

Решение. Преобразуем выражение, стоящее в числителе подынте­
гральной функции: 
, 4 - З х 2 , f (4 + х 2 ) - 4 х 2 , f 4 + х 2 , 

J х 2 ( 4 + х 2 ) J х 2 ( 4 + х 2 ) J х 2 ( 4 + х 2 ) 

г» 4л> .. г» , г» 1 4 л> 
2 / ' " 2 \ J x = J — - 4 J Т Г — " Г = - « ^ g - + C = 

x ^ 4 + x j х 2 + х х 2 2 
1 х ^ 

LCirCtg Ь С . 
х 2 

§ 2. З А М Е Н А П Е Р Е М Е Н Н О Й 
В Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н О М И Н Т Е Г Р А Л Е 
( М Е Т О Д П О Д С Т А Н О В К И ) 

П р и вычислении неопределенных интегралов методом замены 
переменной применяют два типа подстановок: либо и = ср(х), либо 

х = \\i(t), где ф(х) и \|/(/) — некоторые функции. 
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После подстановки полученный интеграл может оказаться 
проще исходного. 

Частным случаем метода замены переменной является метод 
подведения под знак дифференциала, основанный на формуле 

ф'(х)с!х = с1ф(х). 

1 х 2 х 

Например , — d x = d l n x 5 xdx = d — = — d x 2 и т . п . 
jc 2 2 

Пример 7.4. Найти J sin(2x + l)dx . 

Решение. Сделаем замену переменной 

г 

2х + 1 = и=>х = - — - , dx = (——-1 du , dx = -^-dH. 

Тогда J sin(2x + l)dx = J sin и ~ du = -i- J sin udu = 

= — ^ - c o s m + С = = - —cos(2x +1) + С . 
2 2 

М о ж н о этот интеграл находить иначе, предварительно преобра­
зовав выражение под знаком дифференциала: 

dx = 7 d ( 2 x ) = 7 d ( 2 x + l ) , 

так как дифференциал от постоянной dc = c'dx = 0 . Значит, 

[ sin(2x + l)dx = [ sin(2x + 1) • ^ d ( 2 x + 1) = |2x + 1 = u\ = 
: 2 

= — {sinudu = —— cos и + С = —^-cos(2x +1) + С . 
2 J 2 2 

dx 
Пример 7.5. Найти J 3 x - l 
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= - l n | 3 x - l | + C . 
3 1 1 

Пример 7.6. Найти J ^ c o s 2 x ^ 
V9" sin 2x 

Решение, f c o s ^ x j x _ 
л/9 + s in 2 2x 

cos 2x<ix: =—d (sin 2x)| 
1 /• J ( s i n 2 x ) 

: |sin2x=^ =—J ( ^ — = 1п|г/ + л/9 + г/2 + C=4 lns in2x + \/9 + sin 2 2x 
2 J V 9 ~ 7 7 2 

2 V9 + s i n 2 2 x 

+ C. 

Пример 7 . 7 . Найти J 
dx 

x l n x 

Решение. Поскольку — = ( l n x ) ' , то подводя — под знак 
X X 

дифференциала d x , получаем — dx = d(ln х ) . 
х 

Тогда [ ^ = [— - . Обозначив 1пх = и , получим табличный 
J x l n x J 1 l n x 

• du 
интеграл вида f— = In и + С = In In x + С . 

Пример 7.8. Найти J 
l n 5 x 

•dx. 

Решение 

X J v J 1 1 J f\ f\ 

Пример 7 . 9 . Найти j" 
dx 

(l + x2)arctgx 

30 

г dx 1 rd(3x) 1 rd(3x-\) I , i 1 г^м l . i i ^ 
= - - = - — - = З х - 1 = ы = - — = - l n « \ + C: 

J З х - l 3 J 3 x - l 3 J 3 x - l 1 1 3 и 3 1 1 
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Решение, f-т r r -

J (l + x 2 ) a , rctgx 

dx 

l + x1 
-d(arctgx) 

d(arctgx) 

arctgx 

-- \arctgx = u\ = j — = In и + С = \n\arctgx\ + С 

Пример 7.10. Найти J-
xdx 

Решение. Введем х под знак дифференциала . Тогда 

xdx 

х- + 9 

du 

xdx = d — = — d x 2 

2 2 

- d x 2 

2 

V ( x 2 ) 2 + 3 2 
X = и 

2 J ^ 
= - Ь | ы + л / ы 2 + 3 2 | + C = - l n | x 2 + V x 4 + 9 I + C 

2 + 3 2 2 2 

sin 2x 
Пример 7.11. Найти j ——„—dx . 4 + sin x 

Решение. \ 
sin 2x 

4 + s i n 2 x 

, 2 sin x c o s x , 
I : dx-

4 + s i n 2 x 

4 + s in 2 x = t, 

2 sin x cos xdx = dt 
J - = l i j / j+C=ln(4+sin 2 x)+C. 

§ 3. И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е П О Ч А С Т Я М 

Если и(х) и v(x) - непрерывно дифференцируемые функции, 

тогда d(uv) = udv + vdu . Интегрируя обе части полученного 

равенства и учитывая , что \ d(uv) = uv, получим формулу 

интегрирования по частям в неопределенном интеграле: 

J udv = uv - j vdu 

Среди интегралов, берущихся по частям, выделяют три основ­
ных класса интегралов: 
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1. J x" \ cos x idx, здесь полагают и = xn du = nx" 1dx. 

lnx 

arcsin x 

2. j"x"<{ arccosx 

arctgx 

arcctgx 

>dx, здесь полагают dv = x"dx 
n + l 

3 . J c o s x 
ex< >dx, полагают либо u = e x , либо dv = e x d x и 

sin x 

дважды интегрируют по частям. 

Пример 7.12. Найти \ (х + 2)e^'dx. 

Решение. П р и м е н и м формулу интегрирования по частям, полагая 

и = х + 2 => dw = (х + 2) dx = dx 

dv = e-8*dx => v = J e M x = - - J e - 8 x d ( - 8x) = - V 8 * . 
8 8 

Тогда j (x + 2x>T 8 x dx = - - <T 8 x (x + 2) + - J <T 8 xdx = 

— - e - 8 * ( x + 2) + - - f - - V 8 x + С = - V 8 x
 (x + 2) - — + С . 

8 v ' 8 ^ 8 ) 8 v ' 64 

Замечание. Иногда формулу интегрирования по частям приме­
няют несколько раз подряд. 

Пример 7.13. Найти J x 2 cos2xdx. 

Решение. П р и м е н и м формулу интегрирования по частям, полагая 

и = X • du = 2xdx, dv = cos 2xdx => v = f cos 2xdx = — sin 2x . 
J 2 
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: — x 2 s i n 2 x + — x c o s 2 x - — s i n 2 x + C 
2 2 4 

Пример 7 . 1 4 . Найти J x 2 lnxdx. 

Решение. J x 2 In xdx: 
u=\nx du=—dx\ 

x 

dv = x 2 d x v = — 

, X 3 г X 3 1 , 1 з , 1 г 2 , 1 3 , 1 X 3 ^ 

: In x dx = — x I n x x dx = — x I n x ь С 
3 J 3 x 3 3 J 3 3 3 

Д х 3 ( 1 п Х - - ) + С 
3 3 

Пример 7 . 1 5 . Найти j xarctgxdx. 

Решение. J x arczg x dx: 
и = arctgx, 

dv = xdx. 

dx 

1 + x 2 

Л 
x 

-arctg x -

1 , x2dx x2 1 , x 2 + 1 - 1 , 
- — 7 = — a r c t g x —dx : 

2 J 1 + x 2 2 2 J 1 + x 2 

f x 2 cos2xdx = — x 2 s i n 2 x - [—sin2x• 2xdx = — x 2 s i n 2 x - [ x s i n 2 x d x 
J 2 J 2 2 J 

К последнему интегралу снова применим формулу интегрирования 

по частям, полагая и = х => du = d x , dv=sin2xdx=>v=-— cos2x. 
2 

Окончательно получаем 

j " x 2 cos2xdx = — x 2 sin 2x - f- — x c o s 2 x - j f - — c o s 2 x l d x 
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—arctg x — ax Л — -
2 2 J 2 J 1 + x 2 

—arctg x x Л—arctg x + C 
x 2 2 

§ 4. И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е В Ы Р А Ж Е Н И Й , 
С О Д Е Р Ж А Щ И Х К В А Д Р А Т Н Ы Й Т Р Е Х Ч Л Е Н 

Интегралы вида 

dx г dx тх + п -dx, J- тх + и r d x 
а х 2 + 6 х + с ' Vox 2 +йх + с ' ох 2 +йх + с ' -JaxT+~bx~+~c 

сводятся к табличным после предварительного выделения полного 
квадрата в квадратном трехчлене с последующей заменой 
переменной. 

dx 
Пример 7.16. Найти | -

х" + 6х + 5 

Решение. Выделим в знаменателе полный квадрат 

х 2 + 6х + 5 = ( х 2 + 2 - З х + 3 2 ) - З 2 + 5 = (х + 3 ) 2 

Тогда 

dx 

( х + 3 ) 2 

4 

х -

х н - 5 

х + 3 = и 

х = и-3\ 

dx = du 

С. 

du 

-4 2 -2 
-In 

и-2 
+ С = Чп 

4 

х -ьЗ - 2 

и + 2 
+ С = Чп 

4 х -ьЗ + 2 
- С : 

Пример 7.17. Найти j" 
(х - l)dx 

9х2 - 1 2 х + 5 

Решение. 

г (х - l)dx _ 

^ 9 х 2 - 1 2 х + 5 ~ 

г (х - l)dx 

9 х 2 - 1 2 х + 5 

|9х 2 - 1 2 х + 5 = (3х) 2 - 2 - 2 - З х + 4 - 4 + 5: 

: ( З Х - 2 ) 2 + 1 

З х - 2 = и, 

х = , dx =—du 
3 3 

и + 2 

и1 +1 3 
—du = — f 

\ г и-\ 

9Ju2+l 
du --

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



-du 
1 г du 1 1 cd(u2 + 1 ) 1 1 w 2 ,ч 

' - a r c t g w = — l n ( u +1) 
9 18 и2 + 1 9 и 2 + 1 

1 1 2 1 
— a r c t a M + С = — ln(9x - 12x + 5) arcta(3x - 2) + C. 
9 18 9 

Для нахождения интегралов в и д а | - тх + п -dx, J- тх + п rdx 
a x 2 + f o c + c "' J Vax 2 +ftx + c 

можно предложить еще один способ, который не использует замену 
переменной. Если тФО, то в числителе можно выделить слагае­
мое, равное производной квадратного трехчлена 

2ах + Ъ = ( ах 2 + Ъх + с) . 

Пример 7 . 1 8 . Найти J" 
5 х - 1 

гДХ . 

4х + 8 

Решение. 

5 х - 1 
I 

л /х 2 - 4 х + 8 
dx - (х 2 - 4х + 8) = 2х - 4 

- (2х-4)+(10-1) 

| . 5 / 2 ( 2 х - 4 ) + 9 _ 5 , d(x2 - 4 х + 8) 

V x 2 - 4 х + 8 2 V x 2 - 4 х + 8 ^ / ( х " 2 ) 

V x 2 - 4 x + 8 

ах 

ах= 

2 ' 2 2 

= 5л/л 4х + 8 + +91п •2 + V(x - 2 ) 2 + 4 • С . 

§ 5. И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е 
Д Р О Б Н О - Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й 

Рациональной функцией называют дробь вида 

р

т(х) =

 а

т

х т +..- + а1х + а0 

Qn(x) Ъпхп +... + bxx + b0 

где Рт(х), <2„(х) - многочлены степеней тип соответственно. 
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Если т>п, то дробь называется неправильной, а если т <п -
правильной. 

Если дробь неправильная, то выделяют целую часть. Для этого 
числитель делят "уголком" на знаменатель. 

Например , дробь 
2х5 

является неправильной, так как 
X + Х + 1 

в числителе стоит многочлен третьей степени, а в знаменателе 
второй. Разделим числитель на знаменатель: 

2 х 3 + 3 

2х3 + 2х2 + 2х 

х + х + 1 

2х - 2 

•2х2 

•2х2 

•2х + 3 

• 2х - 2 

При делении на каждом шаге мы знаменатель х + х + 1 умножили 
на такую степень х , чтобы при вычитании полученного после этого 
многочлена старшие степени уничтожались (сначала мы умножили на 
2 х , з а т е м н а ( - 2 ) ) . 

Следовательно, неправильную дробь можно представить в виде: 

" 3 + 3 „ „ 5 
= 2х - 2 + — . 

2 x J 

• х + 1 •х + 1 

Из алгебры известно, что всякую правильную рациональную 
дробь можно разложить на сумму простейших {элементарных) ра­
циональных дробей следующих четырех типов: 

I тип 

II тип 

III тип 

IV тип 

х-а 

(х-а)к 
(£ = 2 , 3 , 4 , . . . ) 

Ах + В 
2 + px + q 

Ах + В 

( х 2 + рх + q)1 
(^ = 2 , 3 , 4 , . . . ) 
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где к, I - натуральные числа, А, В, С , а, р, q - постоянные, 

причем p2-4q<0 (квадратный трехчлен х2 + рх + q не имеет 

действительных корней) . 
Интегралы от простейших дробей находятся с л е д у ю щ и м и спо­

собами: 

I тип А 

х-а 
Г ^ dx = А\п\х-а\ + С 

J х-а 

II тип 
А Г А ъ - А \С II тип 

(х-а)к 

(к = 2,3, ...) 

1 , (ЛХ — , -t-
i(x-af ( х - а ) к \ \ - к ) 

III тип Ах + В 

х2 + px + q 

Способ интегрирования рассматри­
вался в §4. 

IV тип 
Ах + В 

(х2 + рх + q)1 

(к = 2,3, ...) 

Способ интегрирования рассматри­
вается в [7] гл.8. 

Р (х) 
Интегрирование правильной рациональной дроби — (т<п) 

производят по следующей схеме: 
1) Раскладывают знаменатель на неприводимые множители (ли­

нейные и квадратичные) 

Qn(x) = (x-a)k -...-(х2 +px + q)1. 

2) Представляем правильную рациональную дробь в виде суммы 
простейших рациональных дробей с неопределенными 
коэффициентами: 

РтЮ_ РтЮ _ А , А2 | t Ак | ^ 
Q„(x) (х-а)к • ...-(х2 + px + q)1 х-а (х-а)2 (х-а)к 

В1х + С1 В2х + С2 В,х + С, 

(х2 + рх + q) (х2 + рх + q)2 (х2 + рх + q)1 
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Т . е . каждому множителю (х-а)к в знаменателе соответствует 

А 
сумма к дробей вида '•—- ( i = 1, 2, . . . , к), а каждому 

(х-а)' 

множителю ( х 2 + рх + q)1 - сумма / дробей вида: 

В,х + С, 
- Т 2 ^ - , ( 7 = 1 , 2 , . . . , / ) . 
(х + px + qy 

3) Находим неопределенные коэффициенты разложения. 
Для определения коэффициентов Aj (z' = l , 2, к), 5 . , С . 

(j = 1, 2, . . . , / ) правую часть разложения приводят к общему 

знаменателю и приравнивают числитель полученной дроби 

к ад. 

Затем, 
а) либо приравнивают коэффициенты при одинаковых степенях 

х (метод неопределенных коэффициентов) ; 
б) либо придают х частные значения, в первую очередь значе­

ния корней знаменателя (метод частных значений); 
в) либо комбинируют оба указанных приема. 
4) Вычисляем интегралы. В общем случае интеграл от 

рациональной функции всегда может быть выражен через 
элементарные функции: степенную, In х и arctg х . 

х 3 - 6 
Пример 7.19. Найти f— dx . 

х 2 - 9 
х 3 - 6 

Решение. Дробь — является неправильной. Выделим ее целую 
х - 9 

часть 
х 3 - 6 

х 3 - 9 х 

9 х - 6 

х 3 - 6 , J 9 х - 6 ^ 1 , , , , 9х , ^г dx 
- d x = f х + —: \dx=\xdx+\— dx-6\ п 

х 2 - 9 \ х2 -9) J х 2 - 9 х 2 
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= xdx Л— 
J V х1 -9 

Пример 7.20. Найти J 

9) ^ dx 
- l n x 2 - 9 - In 

X - 3 

X + 3 
•С 

9x 
-dx 

Решение. Дробь 
x 2 + 3 

является правильной. Разложим 
х3 -9х 

знаменатель дроби на простые множители: 

х 3 - 9х = х ( х 2 - 9) = х(х - 3)(х + 3 ) . 
Разложение подынтегральной функции на сумму простейших 

дробей имеет вид 

В С 

х(х - 3)(х + 3) х х - 3 х + 3 

Приведя правую часть к общему знаменателю и приравнивая 
числители, получим 

х 2 + 3 = А(х - 3)(х + 3) + Вх(х + 3) + Сх(х - 3). 

Для определения коэффициентов А, В, С применяем метод ча­
стных значений. Будем полагать в последнем равенстве х равным 
корням знаменателя: 

х = 0 

х = 3 

х = - 3 

3 = -9А 

12 = 1 8 5 

12 = 18С 

А - 1 - , вЛ. 
3 3 

С : 

Поэтому 

I 
х 2 + 3 

х 3 - 9 х J 

3 
2 ^ 
3 

— + 
3 х + 3 

Й Х : 

2 r d(x + 3) 1 2 
— In | х | + —In I X - 3 
3 3 

1 с dx 2 с d(x - 3) 
- — + - — - + 
3 J x 3 J x - 3 

-In I x + 3 I +C. 
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Пример 7.21. Найти J 
х 5 - х 2 - 2 

х 2 ( х 2 +1) 
dx . 

Решение. Дробь 

целую часть: 

х 5 - х 2 - 2 

х 2 ( х 2 +1) 
является неправильной. Выделим 

5 2 т 
х - х - 2 
х 5 + х 3 

4 2 
X + X 

• х 3 - х 2 - 2 

Следовательно, 

х 5 - х 2 - 2 

х 2 ( х 2 +1) 
dx = j х 3 + х 2 + 2 ^ 

х 2 ( х 2 +1) 

х 3 + х 2 + 2 
^ = —"J 2 2 

2 J х 2 ( х 2 +1) 

d x . 

Вычислим последний интеграл. Разложение на простейшие 
элементарные дроби будет иметь вид: 

х 3 + х 2 + 2 А В Cx + D 

х 2 ( х 2 +1) х х 2 х 2 + 1 

Приводя правую часть к общему знаменателю и приравнивая 
числители, получаем 

х 3 + х 2 + 2 = Ах(х2 + 1) + В(х2 + 1) + (Сх + D)x2. 

П р и м е н и м метод неопределенных коэффициентов , т.е. будем 
приравнивать коэффициенты при одинаковых степенях х : 

х 3 1 = А + с , 
х 2 1 = Вл D, 
X 0 = А, 
х° 2 = в , 

откуда находим А = 0, В = 2, C = l , D = —\ 
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г х - х" - 2 ^ х г( 2 ^ х - 1 | х 2 г dx г xdx 
3 х 2 ( х 2 +1) = T~'W + х 2 + l j = Т " х 2 + 1 

г dr = х^ 1 _1 f d ( x 2 + l ) 

" J x 2 + 1 2 4 х 2 J х 2 + 1 

х 2 2 1 
+a rc tgc=—i ln^c2 +l)+arctgc+C. 

2 x 2 

§ 6 . И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е 
И Р Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й 

I. Интегралы вида 

j r [ X , % Х + Ъ)щ,Ц(ах + Ь)т\V(ar + *) m ' ]dx , 

где - рациональная функция, ml,nl,m2,n2,...,ms,ns - целые 
числа, сводятся к интегралам от рациональных функций с п о м о щ ь ю 
подстановки 

ax + b = t k , 

где к - наименьшее общее кратное показателей корней 
щ n2,...,nS,T. е. k = HOK(n1,n2,...,ns) . 

Пример 7.22. Н а й т и J 
dx 

4 / 2 х + 3-1)ч/2х + 3 

Решение . J 
dx 

(V2x + 3 - l)v/2x + 3 

HOK(2,4) = 4 

2x + 3 = / 4 

dx = 2 r d / 1 

• 2f3df 

2 | i d r _ = 2 | ( / - l ) + l ^ = 2 r . + | d ( ^ - l ) 
J / - l J t-1 [3 3 t - l 

: 2(t + ln\t -1|) + С = 2^2x + 3 + l n l ^ x - 3 - 1 | ) + С . 

5 2 т 
х -х -2 
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П. Интегралы вида 

J xm(a + bx"Jdx, 

где а,Ъ - постоянные, отличные от нуля, т,п,р - рациональные 
числа, сводятся к интегралам от рациональной функции с п о м о щ ь ю 
подстановок Чебышева в следующих случаях: 

1) если р - целое число, то имеем , рассмотренный выше случай 

интегрирования простейших иррациональных функций; 
2) если (т + 1)/п - целое число, то применяется подстановка 

а + Ъхп =и\ г д е s - з н а м е н а т е л ь д р о б и p = r/s, s > О ; 

3) если (т + \)/п + р - целое число, то используется подстановка 

a + bx" =usx". 

dx 
Пример 7.23 Найти j , . 

случай интегрируемости дифференциального бинома. Тогда 

Решение. Так как т = - 7 , п = 4, р = -1/2, то 

(т + l)/n + р = - 3 / 2 - 1 / 2 = - 2 - целое число. И м е е м третий 

dx 

х dx = — — (и2 - 1 ) udu 
2 V 7 

— f (u2 - \)du = -—иъ +—u + C=\ -
2 J v ; 6 2 6x 

{ ^— + -^—]yfl+~x^ + С 
{ 6x6 3x2) 
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§ 7. И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е 
Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Х Ф У Н К Ц И Й 

I. Рассмотрим интегралы вида 

Jsin™ х • cos" xdx . 

1. Если хотя бы одно из чисел т или п - нечетное положи­
тельное, то от нечетной степени отделяем один множитель и вно­
сим его под знак дифференциала . Оставшуюся четную степень вы­
ражаем через дополнительную функцию с п о м о щ ь ю формул 
s i n 2 х = 1 - c o s 2 х, c o s 2 х = 1 - s i n 2 х. 

Пример 7 . 2 4 . Н а й т и J s i n 2 х • c o s 5 xdx 

Решение. J s i n 2 x • c o s 5 xdx = J s i n 2 x • cos 4 x cosxdx = 

= J s i n 2 x ( c o s 2 x ) 2 d ( s i n x ) = J s i n 2 x( l - s i n 2 x ) 2 d ( s i n x ) = | s i n x = 11 = 

t3 t5 

= jt2(l-t2)2dt = jt2(l-2t2 +t4)dt=j(t2 -2t4 +t6)dt= 2 — + 

t I . 3 2 . 5 I . 7 
H h С = — sin x — sin x н— sin X + С 

7 3 5 7 
2. Если оба числа т и п четные неотрицательные, то 

применяем формулы понижения степени 

2 l + c o s 2 x . 2 l - c o s 2 x . 1 . . 
cos х = , sin х = , s i n x c o s x = — s i n 2 x . 

2 2 2 

Пример 7 . 2 5 . Н а й т и J s i n 2 x c o s 2 xdx 

с 2 2 с 2 Решение. J sin xcos xdx = I ( s i n x c o s x ) dx = 

= j"(-^-sin2x) 2dx = J s i n 2 2xdx = -̂ - J - — C ° S ^ X dx = ^ (J dx - J cos 4xdx) = 

: — (x - — f cos 4xd4x) = — x —— sin 4x + C. 
8 4 J 8 32 
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П. Интегралы вида 

j t g m x d x , j c t g m x d x , (/и = 2 , 3 , . . . ) : 

находятся соответственно с п о м о щ ь ю подстановок: 

tgx = /, ctgx = /. 

Пример 7 . 2 6 . Н а й т и j"tg 4 xdx 

Решение. J t g 4 xdx : 

tgx = / 

x = arctg/ 

dx ^ 
l + t2 

} \ + t2 

t 4 t2 + 1 

t 4 + t2 t2 - 1 

- t 2 

- t 2 - 1 

1 

= f ( / 2 - 1 + — ^ — ) d f = f f 2 dr - fd/ + (—!— 
J t2 + 1 J J J t2 + 1 

-1 + arctg/ + C = ^ - t g 3 x - tgx + x + C. 

I I I . Интегралы вида 

J sin ax sin 6xdx, J cos ax cos 6xdx , J sin ax cos 6xdx 

находятся с применением формул: 

sin a sin р = ^-[cos(a - p ) -cos(a + P)], 

cos a cos P = ~ [cos(a - P) + cos(a + P)], 

sin a cos P = ~ [sin(a - P) + sin(a + P)]. 
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Пример 7.27. Найти J cos(2x - l)cos(3x + 5)dx . 

Решение. \ cos(2x - l)cos(3x + 4)dx = 

• \ (cos(x + б) + cos(5x + 3))dx • 

1 
= — \ cos(x + 6 ) d ( x + 6) + — \ cos(5x + 3 ) d ( 5 x + 3) = 

= — sin(x + б) + — sin(5x + З) + С . 
2 V ' 10 V ' 

IV. В общем случае интегралы вида 

J i?(sin х, cos x ) d x , 

где R - рациональная функция, приводятся к интегралам от рацио­
нальной функции новой переменной t с п о м о щ ь ю универсальной 

подстановки tg - j = t, при этом 

2t \ - t 2 , 2&t 
s i n x = - , c o s x = dx 

1 + t 2 1 + t 2 l + t 2 

Замечание. В случае, когда выполняется тождество 
R(— COS х, - sin х ) = i?(cos х, sin х ) можно применять упрощен­

ную подстановку t g х = t, при этом 

sinx 
+ Г 

Пример 7.28. Найти J 

cosx 

dx 

1 
•, dx dt 

+ r l + t2 

Решение. J 
dx 

2 + 3 sin x + 2 cos x 

2 + 3 sin x + 2 cos x 

tg(x/2) = t 

s i n x = 2//(l + / 2 ) 

COS* = ( l - f 2 ) / ( l + f 2) 
dx = 2dt/(l + t2) 
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2dt 

l + t 2 

. о 2/ A - t 2 

2 + 3 - + 2-

dt 
J IT _i_ о -з J 

1 f d(3f + 2 ) _ 1 

3/ + 2 3 J 3/ + 2 
T l n 3 t g - + 2 + C. 

l + t' l + t' 

Пример 7.29. Найти J 
dx 

2 + c o s x 

Решение. dx 

2 + c o s x 

tgx = t, 

COS X : 
l+t2 

dx • 
dt 

l + t2 

dt 

T + 7 

2 + -
l + t1 

dt 

T+7 2" 

2 + 2 f 2 + l 

1 + f2 

- f _ ^ _ = j _ f _ i H i 
J 3 + 2 / 2 = ^ J ( ^ ) 2

+ ( ^ ) 

1 V2fgx 
" —;=arctg—;^ + C • 

V6 V3 

2 - Т б а Ш ё 1 ^ + с ' 
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МАТЕРИАЛЫ ДЛЯ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

Найти интегралы 

г х 3 -2х + л/х + 1 , 
1) — ах: 

J V 
2) j " c o s ( 5 x - 2 ) i x ; 

3) 
1 

л / 4 - x 2 л/л / 4 - х 

xdx 
J x z + 4 

7) J (2x + 3) cos xdx; 

9) je4x(x + 3)dx; 

11) J i n 2 x d x ; 

1 3 ) { ^ ^ ; 
J x + 6 x + 8 

x 5 + 2 
15) f — dx; 

1 x2 + 4 

x - 2 

x2 - 8 x - 9 
1 7 ) J a x ; 

4 x - 9 
19) J 4 X , d x ; 

J x ( x - 3 ) 2 

dx 

1 + л/2х + 1 
21) j 

3x + 4 

I n x dx 

A ; 4| f — 

6)f 

8) J ( 2 x + l ) l n x d x ; 

10) J ( x 2 - 3 ) s i n 2 x d x ; 

12) Ja rcs inxdx . 

14) J * : 
л/х + x + 0,75 

16) f X + X + ^ dx ; 
x + 2 

r x + 9 18) f ix ; 
x(x + 6 x + 5 j 

20) J 

22 ) J 

x 4 + 3 x 2 - 5 

x 3 - 2 x 2 + 5 x 

л/х + 1 dx 

л/x+T + V X + 1 

d x . Ре
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23) J ^X ; 24) f c o s 4 x s i n 3 x d x ; 
•v/5x + 4 + 2V5x + 4 

25) j " s i n 2 3 x d x ; 26) j " c o s 4 - | d x ; 

27) f — : 28) [ sin 3x cos xdx . 
J 3 + 2 c o s x J 

С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н А Я Р А Б О Т А 

Вариант 1. 

1. Найти: a) f - ^ - ; б) [ d X ; в) f ( х - l ) e 2 x d x ; 
, J 4 x + 3 , J 4 x 2 + 5 J 

г) [ x c o s 4 x d x ; д) [ x e 4 x d x ; e ) f ^ . 
x l n x 

Вариант 2. 

1. Найти: a) \—^—; 6) f— ; в) f ( 2 x + l ) e x d x ; 
J 3 x - 2 J 9 x 2 + 1 0 J 

ч г / ,ч • „ , ч г г 2 . ч r In x d x 
r) J ( x + 1 ) s in 2 x d x ; д) J x sin x d x ; e) J . 

Д о м а ш н е е задание 

d x л d x 

1 0 - 3 x 2 

1. Найти: a) f c o s 6 x d x ; 6) [ , = ; в) f 
J W l O - З х 2 

r ) f l n l f ^ i ; д) \e

7^°dx; e) f x c o s x ^ d x ; 
J x J J 

ж) j" ( 4 x + l ) e 3 x d x ; з) J ( x + 2 ) sin 3 x d x ; и) J In 4 x d x 
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С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н А Я Р А Б О Т А 

Вариант 1 

1. Найти: а) Г ; б) f ^ L ; в) Г ^ 
J x 2 + 6 x - 4 0 1 х + 2 1 ( х - 1 ) ( х + 2)(х + 3) 

Вариант 2 

1 т_г - л Г d x « л f x d x л Г 4 x d x 

1. Найти: а) —: ; б) ; в) 

J x 2 - 8 x - 2 0 J x + 3 J ( х - 2 ) ( х + 1)(х + 4) 

Д о м а ш н е е задание 
1. Найти: а) [— ; б); [ в) f— ; 

J x 2 + 1 0 x - 7 5 J x + 2 J x 2 + 1 
j- 2 x d x л x 2 d x 

( x + l ) ( x + 2 ) ( x - 4 ) J ( x + l ) 2 ( x - 2 ) 

С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н А Я Р А Б О Т А 

Вариант 1 

тт - ч r ( l + x)dx , 2 с dx 
1. Найти: а) , — — ; б) cos x d x ; в) 

J л/х + 1 2 + sin х 

Вариант 2 

1. Найти: а) [ x d x ; б) f sin 2 xdx ; в) f—^Х 

М + л/х J J l + cosx 

Д о м а ш н е е задание 

л тт - ч г Vxdx с dx ,. з 
1. Найти: а) —== ; б) , ; в) cos xdx; 

J V x + l J 2 + V x + 1 J 

, J . d * г 
2 + 3 c o s x 
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ № 7 

1°. Если F(x) = х5 является первообразной некоторой функции 

f ( х ) , то какая из предложенных функций также является перво­

образной / ( х ) ? 

а) Ф(х) = х 6 ; б) Ф(х) = х5 - 1 0 ; 

в) Ф(х) = х 4 г) Ф(х)=— . 

2°. Записать результат интегрирования J ^ 
х 2 + 2 5 

3. В каком случае свойство интеграла применяется неверно 
а) \ (х + 5)dx = \ xdx + \ 5dx ; 

б) \(х + 5 ) 2 d x = 2 j ( x + 5)dx ; 

в) J (х - 5)dx = J xdx - 5\ dx; 

r ) J ( x - 5 ) 2 a x = J x 2 a x - l O j x a x + 2 5 j a x . 

3 . Интеграл J cos 3xdx равен 

a ) s i n 3 x + C ; 6 )^ - s in3x + C ; 

в ) - — s i n 3 x + C ; r ) - s i n 3 x . 
3 

x 2 

4. Дробь — называется 
x 2 - 8 

а) правильной; б) неправильной; 
в) приведенной; г) неприведенной. 

г Зах 
5. Записать замену для нахождения интеграла I -

5 + Vx + 6 
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Г i 
6. С п о м о щ ь ю какой замены можно найти интеграл ? 

J cos х + 4 
A)x = tgt; 6)t = tgx; N)t = tg^; r)t = tg^. 

7. Для нахождения интеграла j"(x + 10)sin3xdx применяется 

формула интегрирования по частям judv = uv - jvdu , где 

а) и = х +10, dv = sin 3xdx ; б) и = sin 3xdx, dv = x +10 ; 

в) и = (x + 10)sin 3x, dv = dx; г) и = (x + 10)dx, dV = sin 3x . 

И Д 3 7 

В задачах 1-7 найти неопределенные интегралы 

Вариант 1 

5 Ч , „ г х 2 - 4 х + 8 
1. a) J (е - 2 s i n x + 3 x )dx; б) J — ах; 

^ г dx г 3dx г dx 
J x 2 + 4 J 2 x + 1 J V 2 5 - x 2 

2. а) | х е х d x ; б) J s i n 0 n x ) d x . ^ | s i n 2 x л / c o s 3 2 x d x . 

3. a) j(x-Y)e4xdx; б) | ( 3 x + 2 ) s i n x d x ; в) | l n ( x + l)(3x. 
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x2dx r dx г ( 1 - 2x)dx , г ax с 
J x - 1 J x + 4 x + 6 J 

x2+4x + 6 , J V x 2 - 6 x + 8 ' 

3dx r dx r 4dx 
x ( x - l ) ( x + 2 ) ' J (x + l ) ( x 2 + l ) ' J x 2 ( x - 3 ) ' 

ч r dx „ r Vxdx 
6. а) у ; 6) = . 

7. a) j " c o s 2 2 x d x ; 6) j " s i n 3 xdx; в ) | 
dx 

3 + s in x 

Вариант 2 

rv.. s 7 „ r ч , r l - З х 2 + x 4 . 
1. a ) J ( 4 x — - + 2 - c o s x ) d x ; 6) J dx; 

dx . r 2 d x . r d x r ax r z d x r 

(• xdx г cxdx г 
2. a) , ; 6) - - ; в ) sin 2 x c o s 2 2 x d x . 

J V l - x 4 J s i n 2 ( e x ) J 

3 . a) j(2x + Y)exdx; 6) j " ( x - 2 ) c o s 3 x d x ; в ) jarctg2xdx. 

r x2dx r dx r ( 4 x + l ) d x 
a ) j T - T ' 6 ) J . / 2 ^ , ' > B ) J " 

4. 

6 

x + 4 J V x 2 - 2 x + 3 J x 2 + 4 x + 3 

2 d x r d x r 3dx 

( x - 3 ) ( x + l ) x ' J x ( x 2 + 4 ) ' J ( x - l ) 2 ( x + 2 ) 

d x _ r d x , . a ) J _ « 6)f 
J 4 - V x - 3 J ( 3

4 / 7 - 4 ) V x 

7. a) j"sin 2 3 x d x ; 6) | / ^ 3 ( 2 x ) d x ; в ) j ^ 
2 - c o s x 
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1. a) j " ( 4 x 3 - \ + 3tgx-y)dx; б) J 3 5 X + Xdx; 

r dx r 5dx r dx 
в ) о 2 5 г ) 7—T - ? Д) . 

J 8 + x2 J 4 - 2 x J V x 2 - 4 

2.a) f s i n 2 4 x c o s 4 x d x ; 6) f x 2 л / х 3 + Xdx; в) f -^=2==f -dx. 
л/l - x 2 

3. a) j(3x + 5)exdx; б) j" ( x - 4 ) sin 2xdx ; в) j"arcs in3xdx. 

4 a ) f i ^ L . 6 ) f d x r ( 5 x + 2 ) d x 
> J x 2

+ l ' ' ^ л / х ^ х ^ ' B ) J x 2

+ 8 x + 1 7 -

^ v r 5ax . 6 ) r dx f 2 d x 

' J (x + 3)(x + 2)(x - 4 ) ' J ( x - l ) ( x 2 + 1 ) J ( x + 1 ) 2 ( x - 2 ) ' 

dx r -s/xdx 
6. a ) J — Г — : в ) / -

J "3 _l_../v_l_'> J . З + л/х + 2 ' J > / x + r 

* * [* Sdx 
7. a) c o s 4 3 x d x ; 6) s i n 3 x c o s 4 x d x ; в) 

J J J 4 + c o s x 

Вариант 4 

1. a) f ( 2 x 2 - — + 5 c o s x - e x ) d x ; 6) f— ^ X +^dx; 
J x J x 

^ r dx r dx r dx 
в > к — r ; r > т п — т " ; д ) 

J 4 — v J Avl 4 - 7 J 4 - х 2 ' , 7 J 4 x 2

+ 7 ' W J , / £ T 7 ' 

sin xdx _ r x d x r dx r sin x a x r x a x r 
a ) 7 7^ 6) — — - ; в) -

5 c o s x + 3 J x - 3 J x l n x 
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l n x dx 
3. a) j"(x + 4)e 2xdx; 6) j " ( 3 x - 2 ) c o s 4 x d x ; в) J — - j = 

4. a) f f l ± ^ ; 6 ) f * . B ) f ^ + 3 ) ^ 
J x - 2 J V x 2 - 4 x + 3 J 

5. a ) f ; 6 ) f ^ ^ ; - ) f 
J x ( x - l ) ( x - 4 ) J x ( x 2 + 3 ) J 

6. 

x - 2 J V x 2 - 4 x + 3 J x 2 + 2 x + 5 

8dx r dx r 5dx 

x ( x - l ) ( x - 4 ) ' J x ( x 2 + 3 ) ' J ( x - 2 ) 2 x ' 

2 dx f V x T T dx 
a) J ^ = ; 6 ) J 

7. a) [ s i n 4 2 x d x ; 6) [ s in 3 x c o s 2 xdx; в) Г — — 
J J J s i n x - 2 

Вариант 5 

•x 2 - 6 x + 8 
1. a) J ( 2 c o s x - 3 x 6 + 4 x + l ) d x ; 6) j " d x ; 

В 

2 

25 + x z J 4 x - 9 J 3 x - 2 

x d x _ г e x d x ч г s i n 5 x d x 
ч r x ax „ r e ax ч r 

• а > I г-л—; 6 ) h — — ' в ) I • 2 c 

J V x 4 + l J l + e2x J c o s 2 5 x + 4 

3 . a) j(4x-3)e2xdx; 6) | ( x + 7 ) s i n 4 x d x ; в) jarctg3xdx. 

x 2 + l r dx r ( 3 x - 2 ) d x 

4. a) f ^ & ; 6) f — ; в) f 
J x - 5 J x 2 + 8 x + 17 J V x 2 - 4 x + 5 

ч r 4dx „ r dx ч r 8dx 5- a) ; 6) - - ; в) . 
J ( x - 3 ) ( x + 5)x J ( x - l ) ( x 2 + 8 ) J ( x - 2 ) x 2 
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r 5dx r Vx dx r Vxdx 
6. a ) •==; 6) = ; в) 

J T _l_../v_ 9 J / l_L . /v J 3 + V x - 2 ' J 4 + V x ' J 4 - V x ' 

2dx 
7. a ) j " c o s 2 5 x d x ; 6) j"sin 2 2 x c o s 3 2 x d x ; в) | -

4 + c o s x 

Вариант 6 

* 7 3 ^ x . . , , ч r x + 8 x 3 - 6 , 
1. a ) J ( 2 x — ] = + ® - s i n x j d x ; 6) J dx; 

r A r dx r Idx 
J ) 7 5 г) - ; д) 

2. a 

3. a 

4. a 

5. a 

6. a 

7. a 

9 - x 2 J 5 + 9x 2 J 2 x + 1 

xdx _ г In xdx r cos3xdx r x ax r inx ax r 
, ; 6) ; в) -

л/х - 1 6 * J s i n 2 3 x + 9 

j(x-7)e~7xdx; 6) | ( 3 x + l)cos2xdx ; в) j " arccos 2xdx. 
r x 3 + l , r dx r ( x + 6 )dx 
- ; dx; 6) — ; в) '- . 

J x 2 - 3 J x 2 - 4 x + 8 J x 2 + 4 x + 3 

2dx _ г dx r 4dx f ^ ± • 6 ) f a x - B ) f 
J x ( x - l ) ( x - 2 ) ' J x ( x 2 + 7 ) ' J x 2 ( x - 4 ) 

с x dx ^ r Vx-3dx 
7=; 6) 1 — . 

J 4 - V x J 5 + V x - 3 

[s in 2 6xdx; 6) [cos 2 2xsin 3 2xdx; в) f— 
sin x - COS X 

Вариант 7 

, ч Г ,„ з 7 x ч , f 2x 3 + 4x 2 - 7 , 1. a ) J (2x Ye +cosx)dx; 6) J — dx; 
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r dx г dx г dx 

r 2x dx r c o s x d x r e 2 x d x 
} J ^ ^ ; 6 ) J — 1 — ; B > J ^ = 

J x - 5 J s in x VI + < 

2. a 
,2x 

3. a) | ( 2 x + 3)e x d x ; б) j" (3 - x ) c o s 2 x d x ; в) j" ( 4 x + 3) In x d x . 

г x2dx r dx r 2x dx 
4. а Г ; б Г — ; в Г — . 

J x + 5 J x 2 + 6 x + 8 J x 2 - 2 x + 5 

ч r 5dx „ r dx f 3dx 
5.a) ; 6) — - ; в) — 

J x ( x - l ¥ x - 3 ) J ( x 2 + l ¥ x - 8 ) J ( x -

6. a 

x ( x - l ) ( x - 3 ) ' ' J ( x 2 + l ) ( x - 8 ) ' ' J ( x - l ) 2 ( x - 3 ) 

2dx „ r dx 

7 x ^ 1 + 2 ' J ( V 7 + 4 ) V x ' 

3 , „ г • з ~ , . r 2dx 
7. a) [ c o s 4 — x d x ; 6) [ s i n 3 2 x d x ; в) [-

J 2 J J c o s x - 3 

Вариант 8 

- - 2x4 + x — 7 
1. a) j ( 2 x - s i n x + 5 x 2 - 6 ) d x ; 6) j dx; 

с dx с dx с dx 

г ) > — ; a ) ' s T 7 -

r x dx r ex dx r c o s 2 x d x 
2. a ; б — ; в . 

J x 2 + 1 6 J l - e 2 x J V s i n 2 x 

3.a) J ( x - 4 > 3 x d x ; 6) j"(2x + 7 ) c o s 3 x d x ;в) j"(9x 2 + 4 x ) l n x d x . 

г x 3 d x r dx r ( 4 x - 3 ) d x 
4. а [— ; б Г — ; в [ } J . 

J x 2 - 1 J x 2 - 8 x + 2 0 J V x 2 - 4 x + 3 
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2dx 
;6 ) f 

dx 

(x + l ) (x + 5)(x + 3) J ( x - 2 ) ( x 2 + 3 ) J ( x - 2 ) 2 ( x + 4) 
; - ) J -

dx 

>. a) j 
3dx 

5 - V x ' 
6) J 

л/х + 1 d x 

i + V x T T 

7. a ) | s i n 4 — x d x ; 6) J s i n 3 3x • c o s 2 3x d x ; в ) | 
4 d x 

2 + 3 sin x 

Вариант 9 

1. a) | ( 3 x 2 - — + l x - c o s x ) d x ; 

d x 

2. a 

3. a 

4. a 

5. a 

6. a 

7. a 

x 2 + 7 

x d x 

r d x 
} J 4 x T ^ T ; 

6) j 
2 x 2 - 7 x + 3 

•dx; 

4 d x 

J 6 ) J 
d x 

5 x - 6 

s in 4 x d x 

x l n x c o s 4 x + 4 

j(2x + 3)e4xdx ; 6) | ( x - 7 ) c o s 3 x d x ; в) j " a r c c o s 2 x d x . 

x 2 d x 

x - 2 
6) j 

d x 

x 2 + 2 x + 17 •> J 

2 d x 

x ( x + 4 ) ( x - 1 ) 
; 6 ) f — - ) f 

J x ( x 2 + 4 ) J 

(l - 2 x ) t & 

л / х 2 - 4 x + 3 

d x 

( x - l ) 2 ( x + 5) 

л/х d x 

4 + x 
6) J-

л/х + 2 d x 

З + лУх + 2 ' 

J c o s 4 — x d x ; 6) J s i n 3 4 x c o s 2 4xdx; в ) | 
2 d x 

4 + 3 c o s x 
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, ч Г/ х ^ з 8 ^ г 4 - 3 х + 5 х , 
1. a) J (е -6х + — + 2tgx)dx; б) J : dx; 

г -шх г ах с 

! ) J ^ T 7 ; r ) J ^ ^ ;

 л>>^77-
г у/\п xdx г xdx г c o s 2 x d x 

4 + х 2 J 3 s i n 2 x - 2 

3. а) | ( 3 - x ) e 6 x d x ; б) j " ( 3 x - 6 ) s i n 2 x d x ; в) j*——̂—— <̂ &с. 

х 2 + 2 л ^ _ г ч с dx _ ч f ( 3 x + 2 ) d x 

х 2 + 6 х + 8 
1. a) f -dx; б) Г . ; в) Г 

J х + 1 J V x 2 + 4 x + 6 J 

г 6dx г dx г 5dx 
5.а) Г ; б) Г - ; в) Г 

J (х + \)(х-4)(х-7) Чх-7)(х2+\) J 

6. 

( х + 1 ) ( х - 4 ) ( х - 7 ) ' ' J ( x - 7 ) ( x z + l ) ' ' J ( х + 2 ) 2 ( х + 5) 

7 d x „ г dx 
. > J — в , / . 

7 + V x + 4 ' J ( 4 - LFX)JX ' 

s i n 3 x , ч г Й?Х г г sin X г 
7. a) s i n 2 8 x d x ; б) — d x ; в) -

J J c o s х J s i n x - 2 c o s x 

Вариант 11 

г ._x 6 . , r 2 x 4 - 5 x 2 + 8 , 
1. a) J (7 + 3 x ctgx)dx; 6) J d x ; 

в) Г т ^ у ; г) L 2 * '•> д ) f c o s ( l l x - l ) d x . 
5 + x z J 9 x z - 1 6 

ч r xdx , ч r c o s xdx ч r a r c s i n x 
J 4 x 2 - 1 J 2 s i n 2 x J 

d x . 
• x 2 

•4-3x_^+5x4 

х 

-3dx г dx г dx 
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3. a) J ( 2 x - 4 > 3 x d x ; 6) j " ( x - 7 ) s i n 8 x d x ; в) j"(4x - l ) lnxd*x. 

• x 2 + 4 , _ r dx r xdx 
4. a) f dx; 6) f— ; в) f - = 

J x - 3 J x 2 + 4 x + 9 J ^ 2 4 x + 3 

ч r 6dx r dx ч r 9dx 
5 - a) ; 6) - - ; в) — 

J x ( x - l ) ( x - 2 ) J ( x + 4 ) ( x 2 + 2 ) J x 2 ( x + 

6. 

( x - l ) ( x - 2 ) J ( x + 4 ) ( x 2 + 2 ) J x 2 ( x + 3) 

4 d x ^ r yfxdx 
ч г чах ^ r v x a x 

a) , ; 6) —j= 
J V 2 x + l + 2 J ( 3 V x + 4)x 

ч f • 2 ^ , ,ч г c o s 5 x , ч г 2 d x 
7. a) sin 3 x d x ; 6) d x ; в) 

J J sin x J 3 + cos x 

Вариант 12 

1. a) j " ( e x - 7 x 5 + c o s x - 2 ) d x ; 6) | — ^ X + ^ d x ; 

ч f 4 d x r dx ч r . , „ „ . , 
в) ; г) — -; д) s i n ( 2 - 7 x ) d x . 

J 2 - 5 x J 16 + x J 

dx „ r exdx , r xdx 
ч f a x ^ r e ax r 

2. a) ; 6) — ; в) -
' J x ( l n 2 x + 4 ) ^ 9 + e 2 x 4 y [ l ^ 2 ? 

З.а) | ( 2 - 3 x ) e 3 x d x ; 6) | ( 2 x + l ) c o s x d x ; в) jarctg3xdx. 

4. 
• x 2 + 3 r dx r ( 3 x - 2 ) d x 

a) f - t f e ; б) Г . ; в) Г 
J V 4 - 7 J . / „ 2 , o„ , n J * + 7 J V x 2 + 2 x + 17 J x 2 + 6 x + 10 

8 Л . £W (fe . 4 f 64 5.a) f ^ ; 6 ) f ЙЛ ; b ) f / " ox-
J ( x + l ) (x+ 4 ) ( x - 2 ) J 0 + 3)0 +4) J x 2 0 + 8 ) 
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г IDX г DX 
6. а Г ; б Г 

J . / v _ 1 _1_1 J V x - 3 + 1 ' J V x + 2 3 V x ' 

3dx 
7. a) j"sin 2 б х а х ; 6) j"sin3 7 x c o s 2 7 x a x ; в) J"— 

s i n x - 2 

Вариант 13 

1. a) j " ( 2 - 3 x 6 + - - 4 / g x + 2 x ) o x ; ^ j x - 6 x + 7 ^ ^ 

B) \—T-T'> г ) f 2

d X ^ r i д ) f s i n ( 2 - 4 x ) o x . 
J x 2 + 6 J x 2 + 2 2 5 J 

r c o s x a x r x dx r dx 
2 - 3 ^ W } B ) • 2 Iq , 2 • J s i n x x о s i n Xyj9-Cfg x 

3. a) j"(2x + 8 ) e 3 x a x ; 6) | ( 3 - 4 x ) c o s 5 x a x ; в) | a r c c o s 5 x a x . 

r ( x 3 + 6 k 2 x r dx r ( 4 x + 9 W 
4. а) б) Г— ; в) f , V ^ г 

J x - 2 J x 2 + 4 x - 5 J V x 2 - 6 x + 10 

ч , 2 a x „ г dx , r - 4 d x 
5. a) O f — ; 6 ) f ^ Ц — ; - ) f - , 

J x ( x + 5 ) ( x - 6 ) J ( x - 5 ) ( x 2 + l ) J ( x + l ) 2 ( x + 4 ) 

6. - ) f - ^ = ; б ) Г 7 Т Д т = . 

г г г Qidx 
7. a) c o s 2 2 x d x ; 6) s i n 3 5 x d x ; в) . 

J J J s i n x + c o s x 
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ч г л х „ 5 2 . , _ г 2х -6х +5 , 
1. a) J (е -ctgx + Ъх н — - ) d x ; б) J у - d x ; 

.2 

ч г d x f 2 d x r d x 
B ) T 5 г) ; д) . 

J 8 + x 2 J 7 x + 12 J V 7 + x 

2. a) f . X d X ; 6) f f V x ; в) f 2 s m x c o s x d x . 

3 . a ) j V x ( 7 - 8 x > & ; 6) J ( 4 x + 5) sin 2 x d x ; в) | ( 3 л / х + l ) l n x d x . 

ч г x 2 + 4 . „ r dx г ( 4 х + 3 )dx 
4. а) d x ; б) , = ; в) 

J х - 5 J V x

2 + 6 x + 16 J x 2 + 8 x + 2 0 
г 8dx г d x г d x 

5 а) Г ; б) Г - в) Г у - . 
J ( х + 1 ) ( х - 1 ) ( х + 2 ) J ( x - 2 ) ( x 2 + 2 ) J ( x + 4 ) 2 x 

г 3dx г л/x + l d x 
6. а) } - т — ; б) П _ . 

7. a) f s i n 2 — x d x ; б) Г C 0 S , Хdx; в) Г — — . 
J 2 J s in х J 3 + 2 s i n x 

Вариант 15 

. ч IV 2 „ „ w , ч г 2 х 3 + 5 х 2 + 1 , 
1. а) ( 4 c o s x + 2 x - 7 ) d x ; б) dx; 

J х J х 

с dx с 2dx с dx 

• > J T T = ? ' " ' f c ? ' 
ч г x d x , ч r s inxd*x ч г . ,„ „ . , 

2. а) Г— ; б) Г — ; в) s i n ( 7 - 3 x ) d x . 
J х - 8 1 J c o s x J 

2 . , „r2x4-6x3 +5 
— ) d x ; б) I -
X J X 
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3. a) J ( 2 - 8 x > 5 x d x ; 6 ) j"(3-5x)cos2xdx;B) J ( l - 4 x ) l n x d x . 

ч r x 2 + 4 , , r dx r (2x - 5)dx 
4. a) dx; 6) — ; в) 4 ' = 

x-l J x 2 + 8 x + 32 J V x 2 +10x + 9 

ч r -3dx „ r dx ч r 2dx 
5. a) ; 6) — - в) 

J ( x + 3¥x + 7)x J ( x 2 + 4 ¥ x - 4 ) J 

6. a 

(x + 3)(x + 7 ) x ' ' J ( x 2 + 4 ) ( x - 4 ) ' J ( x + 8)x 2 

• Vx dx r V 2 x + 3dx 
6 - x ' J 4 - V 2 x + 3 ' 

* * [* Sdx 
7. a) s in 2 4xdx; 6) sin 3 2xcos 2 2xdx; в) 

J J J 2 - 3 s i n x 

Вариант 16 

r , x „ о 3 . , , ч r 7 - 5 x 2 + 2 x 4 , 
1. a) \(e +3x 7 + sinx)dx; 6) — dx; 

J x J x 
r dx r 5dx r dx 

x 2 

2. a ) b ^ ; 6 ) f i ^ ; в) I V с о 8 ( < ф . 
J x - 1 5 J c o s x 

3. a) j " ( 3 - x ) e ~ 7 x d x ; 6) | ( 8 x + 2 ) s i n 7 x d x ; в) J ^ ^ - d x . 

r x 2 - 3 , r dx r x d x 
4. a) d x ; 6) — ; в) , = 

J x + 1 J x 2 - 4 x + 5 J V x 2 - 2 x + 2 

ч r 7dx „ r dx r 7 dx 
5 - a) ; 6) — ; ; в) — . 

J ( x - l ) ( x + 5 ) ( x - 6 ) J ( x 2 + 2 ) ( x + 4 ) J x 2 ( x + 7 ) 
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с 3dx f t / x - 2 dx 
a) т=; 6) . . 

J 2 + V x J V x - 2 - 4 

2 d x 
7. a) [ s i n 4 2 x ; 6) [ s i n 2 3 x c o s 3 3 x d x ; в) [-

J J J 5 + 3 c o s x 

Вариант 17 

1. a) [ ( 4 X — ^ - + 2 c o s x - 5 ) d x ; 6) f— 4 X + 5 d x ; 
J x J x 

r dx r dx r dx 

B ) J * ^ I 7 ; r ) J ? 7 T 7 ;

 л>>^7-
r x dx с ex dx с . , л ^ч , 

2. a) ; 6) — ; в) s i n ( 2 x - 6 ) d x . 
J л/4 - x 4 J 8 - e 2 x J 

3.a) j V x ( 7 - 2 x > & ; 6) j " ( l - 3 x ) c o s 5 x d x ; в) j"(3x 2 + 1 ) I n x d x . 

r ( x 3 - l )dx r dx r (2x - 1 ) dx 

• a ) J ^ ^ ; ) J

% / x 2 - 6 x + 1 8 ; B ) J ^ ^ ' 

5 . a ) [ 2 Л f л [ 
J (JC + 1 ) ( J C - 3 ) ( J C + 5) J ( x 2 + l ) ( x + 2) J ( x - l ) 2 ( x + 6) 

4 

r dx r dx 
6. a) f 1 = i 6) f 

4 + V 7 + T ' J ^ + V ^ ' 

6dx 
7. a ) j " c o s 4 4 x ; 6) j"sin 2 8 x c o s 5 8 x d x ; в) | -

c o s x - 2 s i n x 

Вариант 18 

ч г,„ 4 6 „ х ч , , ч r l - 5 x 2 + 6 x 3 , 
1. a) J (3x \-3ctgx-e ) d x ; 6) J d x ; 
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с dx с dx с dx 

\ Г З х 2 , . ч г s i n i , г arctg2х , 
2. а) — d x ; б) -—dx; в) £—dx. 

J x 3 + 3 J 4 + c o s 2 x J 1 + x 2 

3. a) j"(2 + 6 x > T x d x ; 6) j " ( 4 - x ) s i n 8 x d x ; в) j"(9x 2 + 4 x ) l n x d x . 

r x 2 d x с dx r 2 x + 3 
4. a) ; 6) — ; в) = d x . 

J x + 6 J x 2 - 1 0 x + 50 J V x 2 - 4 x - 5 

ч r - 4 d x „ r dx f 2 d x 
5. a) ; 6) — - ; в) 

J x ( x - 3 ¥ x - 7 ) J ( x 2 + 4 ) ( x + l ) J 

6 

x ( x - 3 ) (x - 7 ) J ( x 2 + 4 ) ( x + 1) J ( x - 3 ) 2 ( x - 1 ) 

7dx _ r dx 

Vx + 3 + 8 ' J V X - 3 3 N / x ' 

3dx 
7. a) f s i n 4 — d * x ; 6 ) f s i n 5 2 x c o s 3 2xdx ; в) f-

J 2 •> M - s i n x 

Вариант 19 

1. a) j"(2x7--jL + 7 c o s x - 3 x ) d x ; б) ^ + ^ ~ ' d x ; 

dx v г dx r dx „ . r a x r a x r 

2 . » ) f ^ < * ; 6 ) Г - ^ ; в) Г 
J s i n 2 2 x J 5 + x 2 J 

3. a ) j " ( 2 - 8 x > T 5 x d x ; 6) J ( 6 + x ) s i n ( 8 x - l ) d x ; в) J 

г ( x 3 - l ) d x г dx г (x - 2 )dx 
4. а Г . ; ; б Г— ; в Г V ^ 

J v 2 4 - 8 J V 2 4 - 1 0 V 4 - 1 ^ J 

x 

In xdx 

x 2 ' 

x 2 + 8 ' J x 2 + 1 0 x + 1 5 ' J V x 2 + 8 x + 5 2 ' 

64 
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6 

7 

С 8dx с dx с -3dx 
5- а ) ; б) — ; ; в) , 

J x ( x + l ) ( x + 9) J ( x 2 + 3 ) ( x + 2 ) J ( x + 7 ) 2 ( x - l ) 

г 2 d x r %J2x - 3dx 
• a) . ; 6) . 

J V x + 5 + 3 J 8 + V 2 x - 3 

.a) [ c o s 2 2 x d x ; 6) [ s i n 3 6 x c o s 4 6xdx; в) [ . 
J J J 2 s i n x + 3 c o s x 

Вариант 20 

* Г, * 15 „ 7 . ч , - r 4 - 3 x 2 + 7 x 4 , 
1. a) J (e + — - 3 x + s i n x ) d x ; 6) J — dx; 

r dx r dx 
в) I 2 , , ; г) I ; д) | s i n ( 3 - 6 x ) d x . 

J x + 1 6 J x - 1 2 1 J 

x d x r l n 3 ( x + l ) d x 
2. a 

3 . a 

4. a 

5. a 

6. a 

7. a 

[ — = = = ; 6) [ — ; в) [sin 5 2xcos2xdx. 
J V x 2 - 4 J x + l J 

| ( 3 + 2x )e 2 x dx ; 6) | ( 7 - x)cos2xdx; в ) J a r c t g b x d x . 

r (x 2 + 7)dx r dx r (x - 5)dx 
'•> 6) , = • ; в ) — . 

J x - 2 J V x 2 + 8 x + 32 J x 2 + 6 x + 13 

r 3dx r dx r -\4dx 

J ( x - 2 ) ( x - 3 ) ( x + 5 ) ' J ( x - 7 ) ( x 2 + 8 ) J (x + 2)x 

r dx „ r Vxdx 
J 6 + Vx - 1 J 3 + Vx 

sin 5 2x , r Idx 

,2 

[ s in 2 3xdx ;6 ) Г s i n 2 x ^ . B \ f 
cos 2x J 4 + 3cosx 
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-х 2 

r^ctgxdx f е

х й х f 12х 
2. а) ; б) ; в) дх. 

J s i n 2 x J V l - e 2 x J x 4 + 3 6 

3. a)J(6 + x> 9 x dx ;6 )J (4 - l l x ) s in (3x + 7)dx;B) | (х -3 )1пхйх 

/x 2 + 4 x - 5 

- 9 a x „ r dx r Idx 
э. a) 6) - - в ) -

J ( x - 4 ) ( x - 5 ) ( x + 3) J ( x + 8 ) ( x 2 + 2 ) J ( x + 9 ) 2 ( x - 4 ) 

ч r 5dx „ r -s/xox 
5. a) . ; 6) \-j= . 

J V 4 x + l - 2 J V x + 2 

c o s 3 X 
7. a) f 8 c o s 4 3 x d * x ; б) Г -—dx; в) Г— : 

J ' sin v J ? s i 

Idx 

s i n 2 x J 2 s i n x - 8 

Вариант 22 

3 . . . . . r 5 x 2 - 3 x - 7 г 3 г Ь х — З х — I 
1. a ) J ( 8 x 6 2sinx + e x )dx; 6) J -f- dx; 

в > Ь г ^ г) | У х Л & ; д) j T ' 
J 4 9 + x J J V: / 2 4 + x 2 

ехй?х _ r 3 x 2 d x ч г cosxdx 
ч r e ax ^ r i x a x r 

J c o s 2 e x J x 3 + 3 J s i n 2 x + 16 
2 

ч 5 „ л х . . ^ г 8 х - З х 3 + 9 , 
1. а) ( 2 + 8tgx-4x)dx; б) dx; 

J х J х 

г dx ч f ,ъ -.4 7 г dx 
в) — ; г) cos(9x-3)dx; д) - = = 

J x - 1 6 J л / 8 -
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3. a) j " ( 3 x - 8 ) e 4 x d x ; 6 ) j ' ( 1 8 + 2 x ) c o s ( 4 x - 2 ) d x ; B ) j " a r c c o s 5 x d x 

4 - a ) J x 2 - 2 ' 6 ) J x 2

+ 1 4 x + 4 8 ' B ) J V 7 7 ^ 

5. a) f ; 6 ) f ^ - * ; в) f 
J x ( x - 3 ) ( x + l ) J ( x 2 + 7 ) ( x - 5 ) J ( x + 4 ) ( x - l ) 2 

г d x rx + yx2dx 
6. а) ; б) Г 2 Ц = - . 

J V x + 7 + 5 J х(1 + л /х ) 

7. a) j * 6 s i n 4 3 x d x ; 6 ) | s i n 2 5 x c o s 3 5 x d x ; в) | 
- 6 d x 

3 s i n x - c o s x 

Вариант 23 

г 5 г~ г 4 - 2 х - 9 х 3 

1. a) J ( — + 7 c o s х - 8 х + 2yjx)dx; б) J d x ; 

8 1 - х J J V x 2 - 6 4 

xdx _ r d x r cos xdx 

s i n 2 x 
ч г ж ^ г " X ч f c o s x 

2. a) — ; 6) - - ; в) 
J 6 x 2 - 1 J x ( l n 2 x + 4 ) J V 9 ^ i 

3. a ) j " ( 3 - x > T 1 3 x d x ; 6) j " ( 2 x - 8 ) s i n 4 x d x ;в) j " ( 3 x - l ) l n x d x 

4 
x 2 d x _ г dx r xdx r x ax „ г a x ч r 

• a) ; 6) . = ; в) -
J x - l l J V x 2 + 1 6 x + 68 J x 2 - 6 x + 10 

ч r dx „ r dx ч r 7dx 
5 - a) ; 6) - - ; в) — ; . 

J ( x - 9 ) ( x + 6 ) ( x + l ) J ( x - 3 ) ( x 2 + 6 ) J x 2 ( x - l l ) 
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г Зах г л/х + Зах 
6. а) Г—т= ; б) f - f = • 

_ ч г 2 5 , _ г c o s 3 х а х ч г 9 а х 
7.а) c o s - х а х ; б) — ; в) — - . 

J 2 J s in х J 5 s i n x + l 

Вариант 24 

, ч r ,„ г г 8 „ х ч , ^ г 7 - 2 х 3 + 4 х 4 , 1. a) J ( 2 v x -OCOSX + — - 7 ) а х ; б) J — ах; 

dx г dx г dx 

. х 2 + 8 1 

2. а) Г 2 d X ; б) | У ~ 1 2 х а х ; в) f s i n ( 1 3 - 2 x ) a x . 
J З х - 1 4 J J 

3. a) J ( 7 x + l l > 3 x a x 6 ) J ( 2 x - 1 5 ) c o s 2 x a x ; B ) jarctg(3x + l)dx. 

rx + 5 7 , r x2dx ч r a x 
4. а) a x ; 6) ; в) — . 

J x - 1 J x - 1 3 J x 2 - 1 2 x + 2 0 

г 4 a x r dx r 5dx 
5. а) Г ; б) Г - в) Г— 

J ( x + 8 ¥ x - 4 ¥ x - 2 ) J ( x + 3 ¥ x 2 + 6 ) J ~ 2 (x + 8 ) (x - 4 ) ( x - 2 ) J ( x + 3 ) ( x z + 6 ) J xl ( x + 7 ) 

Зах ^ ч r >/xax 
. а) Г ^ ; Ь)\ r . 

J 4 - 3 V x + 4 J ( V * + 4 ) x 

7. a) f c o s 4 — dx; 6) f s i n 5 3 x a x ; в) Г— 
J A J J cit 

4 a x 

sin x + 2 c o s x 

Вариант 25 

1. a) J (3 - e x + 2 sin x - 4y[x)dx; 6) J 2 x + 5 x — ^ . 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



2 
B ) J — ; r)\e-^dx; *)[-==== 

J 1 6 x 2 - 9 J J A / 6 4 ^ 

2. а) Г 4xdx г V ^ — : в) f s i n x V c o s 2 x d x . 
J 7 x 2 + 5 J 1 + x 2 J 

3. a) j " ( 2 - 5 x ) e 4 x d x ; 6) J ( l - 8 x ) s i n 5 x d x ; в) j"x 2 l n x d x . 

4 a ) f J E ^ L . б ) f ^ B ) f ( 5 ~ 2 * ) ^ 
J x 2 + 5 ' J V x 2 + 1 0 x - l l ' J x 2 + 8 x + 25 

ч r 2dx „ r dx ч r - 7 d x 
5 - a) ; 6) — - ; в) - - . 

J x ( x + 2 ) ( x - 4 ) J ( x 2 + l ) ( x - l ) J ( x + 2 ) 2 ( x - 3 ) 

ч с 4dx ^ с (Vx + 4)d*x 
6. a) — - = = ; 6) T = . 

J 2 V x + 5 + 3 J V x + 1 

7. a) [ s i n 2 — x d x ; 6) [ c o s 5 2 x d x ; в) [ . 
J 2 J J 3 - sin x 

Вариант 26 

1. a) f ( 2 x - 4 t o + - - V x ) d x ; 6) f 1 2 X

 9

+ 3 X d x ; 
J x J x 

ч f 5dx r dx ч г . , „ 1 , 
в) - ; г) — д) sin(2x + l l ) d x . 

J 6х + 1 J 1 4 4 + x J 

f f Vln X + 1 f 

2. a) J x c o s ( x 2 ) d x ; 6) J d x ; в) J s i n 5 x c o s 4 5xdx. 

3. a) j " ( x - 8 ) e ~ 4 x d x ; 6) | ( 2 x + 7 )cos8xdx ; в) J a r c c t g i x d x . 

Г С*-2 + 4)dx r dx r (3 + 2x)dx 
4. a) I ; о I - ; в) I , 

x - 1 J x 2 - 1 4 x + 48 J V x 2 - 4 x - 5 
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6 

с 6dx г dx с 8 й х 
5- а ) ; б) —-п ; в) — . 

J ( х - 1 ) ( х + 7 ) ( х + 6) J ( x 2 + 5 ) ( x - 2 ) J ( x - 3 ) 2 x 

3dx г^ г (л/х2+6yfx)dx f зах м 
• а) . ; б) -

J / i x < ; . h v i ' ! J 4 + 5>/2х + 3 ' J х(1 + л / х ) 

ч Г • 2 ~ - ч г c o s 5 ХЙ?Х ч г Idx 
7. a) s i n 2 3 x ; 6 ) ;в) . 

J J s i n x J 4 + 3 c o s x 

Вариант 27 

г 2 3 „ x . , r 4 x 2 - 2 x + l , 
1. a) J ( 5 x - + 7 c o s x - 8 )dx; 6) J dx; 

r dx r 3dx r dx 

r ) i — x

;

 Я)>Ж7-
2. a) | x s i n ( 4 x 2 + l)dx; 6) J s i n 7 l O x c o s l O x d x ; 

r dx 
J х л / l n 2 x - 4 

3 . a) j(2x + Y)e7xdx; 6) | ( l - x ) c o s 3 x d x ; в) | a r c c o s 4 x d x . 

г x3dx r dx r 3 x + 6 
4. а Г— ; б Г— ; в Г 

V + 6 J x 2 + 2 0 x + 6 4 J V x 2 - б х + 10 

2 d x „ r d x г йх 
5. a) f — ; 6 ) f ^ - ^ ; B ) f-

J x ( x - 3 ¥ x + 5) J ( x 2 + 7 ) ( x + l ) J | x ( x - 3 ) (x + 5) J ( x z + 7 ) ( x + 1) J ( x - \y ( x - 8) 

5dx „ г йх 
6. a) J ^ = ; 6) f 

J 3 - V x + 7 J ( 3 - 3 x / x ) V x 

d x 
7. a) J c o s 2 1 l x d x ; 6) J s i n 4 2 x c o s 3 2 x d x ; в) j" 

2 + c o s x 

70 
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1. а) | ( е х + 5 s i n x - 2 > / x + — ) d x ; б) J ^ x + ^ x +^dx; 

г ах f б а х г 
17 + х 2 ' " J 3 - 5 x ' ^ J V x 7 ^ ' 

ч r x d x , ч r s in x d x ч r e x d x 
a ) T ~ i — 7 ^ 6) ; в ) — 

3 x 2 + 5 J 2 - c o s x J e 2 x - 9 

3 . a) J ( 2 x + 2 > T 3 x d x ; 6 ) j " ( l - 3 x ) s i n 5 x d x ; в) j " (3x + 7 ) l n x d x . 

4 
r ( x 2 + 5 )dx r 2 d x r ( 7 x - 3 ) d x 

• a) :—; 6) 1 , ='•> ъ> 
J V4-4 J L.2 с , со J x + 4 ' J V x 2 - 6 x + 58 ' J x 2 - 1 2 x + 3 5 

5 . a) f ^ ; 6 ) f * ; в) f. 6 d x 

J (x + 5)(x + 2)(x + 3) J ( x 2 + 3 X x - l ) J ( (x + 5)(x + 2)(x + 3) ' J ( x 2 + 3 ) ( x - l ) ' J (x + l ) 2 (x + 6) 

d x 
~ г V 2 T + 4 d x 

r ax p 
6. а) Г = ; б) Г 

J 6 + V x J 3 - V 2 x + 4 

7 . a) J s i n 2 1 8 x d x ; 6 ) J s i n 2 4 x c o s 3 4xdx; в ) | -
5dx 

c o s x - 2 s i n x 

Вариант 29 

, ч f/C 2 4 ^ A , ^ 4 f 4 - 2 x + 3 x 2 , 
1. a) I ( 5 x — 7 = - 6 c o s x + e ) d x ; б) I - ax; 

\ X x 

f d x r 3dx r d x 
J x 2 - 6 J 7 x + 6 J л / 2 7 - x 2 

ч г / m 7 7 ~ r l n 4 x d x ч f c o s 2 x d x 
2. a) x V 3 x 2 + l d x ; 6 ) ; в ) - . 

J J x J s in 2 x + 2 5 
3 . a) | ( 7 - 2 x ) e 7 x d x ; 6 ) | ( l + 3 x ) c o s 8 x d x ;в) jarctg4xdx. 

З ч , _ г З х + 5 х 2 + 7 
- ) d x ; б) 
х J х 

d x ч г 8dx ч г d x 
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5. a 

x 3 < 3 x r\ Г ^ f (5 + 3x)dx 
J x 2 + 8 x + 5 2 ; B J V x 2 - 6 x + l 

-3dx _. r dx r 3dx Г , _ _ a r , 
J x ( x - l ) ( x - 7 ) J ( x 2 + 8 ¥ x + 3) J x ( x - l ) ( x - 7 ) ' J (x 2 +8)(x + 3 ) ' J ( x - 2 ) ( x + 4) 2 

г 8dx г v 2 x - 3 d x 
6. а) j — = ; 6) f У 

J 2 V x - 7 J 3 + 3 v /2x-3 
г x (" (" 3dx 

7. a) 4cos 4 — dx; 6) s in 3 5xdx; в) . 
J 2 J J 4 + 5cosx 

Вариант 30 

1. a) j " ( 5 s i n x - 2 x +2x 3 +^=)dx; 6) J 2 X +\X—^-dx; 

r dx г 5б/х p dx 

'Чти;; л>'^77-
ч r 3xdx _ г e x dx ч psin2xdx 

2. a ) | - j = = = ; 6 ) 1 — — ; в) I 
J V3x 2 + 2 J c o s 2 ( e x ) J Vcos2x 

3. a) j"(4x-3>T 7 x d*x; 6) j" (7 - 2x) cos 8xdx ; в) j"ln(x + 5)dx. 

5. a 

• x 2 d x r dx r 1 0 x - 3 
; 6) . = ; в) — 

* + 8 J V x 2 + 4 x - 3 2 J x 2 - 1 0 x + 2 4 

5dx _ p dx p 5dx 
L) f — 6) f ^ - ^ B ) f-

4x-\)(x + 5)(x-2) J ( x 2 + 8 Y x + P) J . ( x - l ) (x + 5 ) (x - 2 ) J ( x 2 + 8 ) (x + 1) J x 2 ( x - 4 ) ( x - 2 ) 

6dx _ f V 4 x - 3 , 
= ; 6) d x . 

4 - 3 V x J 5 + V 4 x - 3 

a) | s i n 4 3 x d x ; 6) | c o s 3 5 x d x ; в) | 
2 d x 

5 - sin x 
72 
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Р Е Ш Е Н И Е Т И П О В О Г О В А Р И А Н Т А 

1. Н а й т и интегралы 

г^* г 2 „ 1 ч , г 4 х 3 + 8 х 2 - 7 , 
а) (3 - 5 х + 4 c o s x — т = ) а х , б) — dx; 

J Vx J х2 

dx r dx r dx 

V I ? . 2 

Решение 

а) Вычислим данный интеграл, используя основные правила ин­
тегрирования и таблицу основных неопределенных интегралов. 

j ( 3 x - 5 х 2 +4cosx-^j=)dx = J 3 x d x - 5 J x 2 d x + 4 J c o s x ( i r - j x 3 <ir = 

3 ' x 3 . . х2/з 1 
5 — + 4 s i n x - ^ — + c = 3х — x 3 + 4 s i n x — V x 2 " -

l n 3 3 2 l n 3 3 2 

б) Чтобы вычислить данный интеграл, необходимо вначале вы­
полнить почленное деление числителя на знаменатель, далее ис­
пользуем правила интегрирования и таблицу основных интегралов. 

, 4 х 3 + 8 х 2 - 7 , с ( л „ 7 V „ , , „ , , ^cdx 
j dx=U 4 х + 8 \dx = 4\xdx + %\dx-7\ — = 

X V X J X 

= 4 — + 8 x - 7 - ( - — ) + c = 2 x 2 + 8 x + - + c. 
2 ^ x J x 

. r> б/х r> chc 1 x 
^ + 7 9 J

x 2 + ( V ^ ) 2 V79 5 V79 

dx rd(29 + x) I I rdu 
r ) = — - = \u = 2 9 + x = — = In м + с = In 2 9 + x + c. 

J 2 9 + x J 2 9 + x 1 м 1 1 1 1 
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dx 

V l 5 - x 2 J

A / (Vl5) 

V l 5 

2 x 2 

arcsin— + с 
а 2 2 

а -и 

х 
arcs in—т= + с. 

2. Найти интегралы 

a) I " — 7 Х , dx; б) f g d x ; в) Г ^ = 
J 8 - l l x 2 J V ^ 7 3 J c o s 2 x V ^ 4 - # 2 х 

Решение 
Найдем данные интегралы, используя внесения под знак диффе­

ренциала числа и коэффициента и сведение его к табличным неоп­
ределенным интегралам. 

\ с 7х 7 л х , „л l / 2 d x 2 7 f l \ d ( - l l x 2 ) 
а ) f Tdx = l\ -<& = 7f— r- = - - f— т- = 

J 8 - l l x 2 J 8 - l l x 2 J 8 - l l x 2 2 ^ 1 1 / 8 - l l x 2 

7 f J ( 8 - l l x 2 ) 

J 8 - l l x 2 22 

11 2 I 1 rdu 7 l M 

И х = w = — = In и \ + c--
1 22 и 22 1 1 

22 
- l n 8 - l l x 2 \ + c. 

6 ) J 
_ f l / 5 j ( e 5 j ) _ 1 с J ( e 5 j +3) 5* _ I _ 1 r du 

i и л — I I — I , — I £ ~\ J — UI — I . • 
V e 5 * + 3 J V e 5 * + 3 5 J ^ + 3 1 1 5 J 

= ^ 2 л / й + с = | л / е 5 1 + 3 

dx 

c o s 2 x^4-tg2x 

dx 

cos x 
: ufegx 

dtgx 

tg2x 
• \tgx = и 

л / 4 - и 2 W 2 

. и . ctgx 
• arcsin — h с = arcsin ь с. 

2 и2 
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3. Н а й т и интегралы 

a) j " ( 3 x - 7 > ~ 2 x d x ; б) j " (8x + 5 ) s i n 3 x d x ; в) J*ln(3 + x)dx. 

Решение 

Данные интегралы относятся к интегралам, которые берутся 
с п о м о щ ь ю формулы интегрирования по частям, 
т. c.judv = uv - jvdu . 

a) J ( 3 x - 7 > 2xdx 

и = З х - 7 => du = 3dx 

dv = e~2xdx => v = je 2 'Wx : -2x 

= ( 3 x - 7 ) • ( ~ e ~ 2 x ) - \ ~ \ e ~ 1 X ' 3 d x = " 7 ( 3 x " 7 ) e 2* + f J e 2 X ( i x = 

- - ( 3 x - 7 ) e - 2 x - - e - v + c . 
2 4 

6 ) J(8x + 5) sin 3XDX --

\U = 8x + 5 =>DU= IDX 

\DV = sin3x<ix => v = - i cos 3x| 
3 

= (8.T + 5 J —cos3x 
3 

j-^cos3x • Ш = (8x + 5)f-^cos3xl + ̂  Jcos3xA-(8 x +5)-i-(8j l:+5)coS3.Y+ 

8 1 8 1 
+ s i n 3 x + c = —sin3x + c = — ( 8 x + 5 )cos3x . 

3 3 9 3 

в) j"ln(3 + x)ax = 
м = 1п(3 + х)=>й^= DX\ 

3 + x 

CH' = CK=>V = JDX = X 

• x + 3 - 3 

, , „ ч r xax 
Cln(3 + X ) - j — : 

J 3 + x 

ln(3 + x ) - f — - d x = x l n ( 3 + x) - f (1 )d: 
J 3 + X J 3 + r 3 + x 

ln(3 + x ) - fu?x+ f = x - ln (3 + x ) - x + ln |3 + x| + c . 
3 + x 
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4. Найти интегралы 

a ) f ( £ ! ± M . б , г 

J х + 2 J 

Решение: 

dx 

4 х1 + 1 8 х + 80 

З х - 1 

х - 4 х + 8 
-dx. 

а) Данное дробно-рациональное выражение является неправиль­
ной дробью, выделим целую часть путем деления числителя на 
знаменатель уголком. 

_х2 + 5 х+2 
х2 + 2х х-2 

Г Х + ^dx = Г[ х - 2 + — 
J х + 2 -Ч х + 

2х + 5 
2х-4 

9 

dx 

: 2 х + 91п х + 2\ + с. 
2 1 1 

б) Данные неопределенный интеграл находим, используя выде­
ление полного квадрата в знаменателе. 

dx dx dx 

An 

V x 2 + 1 8 x + 80 ,l(x2 + 2 - 9 x + 8 l ) - 8 1 + 80 д/(х + 9 ) 2 - 1 

x + 9 + ^ ( x + 9 ) 2 - l 
+ c = ln x + 9 + л/х 2 + 1 8 x + 

в ) Найти J" 
3 x - l 

x - 4 x + 8 
-dx. 

J 
3 x - l 

xL - 4 x + 13 
-dx •• ( x 2 - 4 х + 1з) = 2 x - 4 | 

( 2 x _ 4 ) + 6 _ l 
2 j x _ d Г L X 4 dx+5f — = 

x 2 - 4 x + 1 3 2 - ' x 2 - 4 x + 1 3 J x 2 - 4 x + 1 3 
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3 r d ( 2 x - 4 ) r dx i г дух-*) | g r 
1J ^ 2 _ i r j . n J 2 J x - 4 x + 13 J x - 2 - 2 x + 2 2 + 9 

3 , 1 ? . , ,1 . г Дх 3 , 
— = — In - l n x 2 - 4 x + 13 + 5 J 

2 I I J ( x - 2 ) ^ 
x 2 - 4 x + 13 

5 x - 2 
—arctg, he-
3 3 

5 .Найти интегралы 

Abdx _e dx r 2dx 
5. a ) f ~ 1 Э Д Г ; 6 ) f ^ - ^ ; B ) f — z 

J x ( x - 8 ) ( x + 10) J ( x 2 + 7 ) ( x - 7 ) J ( x + P / ( x - l l ) 

Решение: 
Данные интегралы будем решать , используя разложение выра­

жений на простейшие дроби 
а) Т.к. каждому множителю знаменателя (х — а) соответствует 

А 
слагаемое , получим разложение 

х-а 

-\5dx г(А | В | С 
J v J х ( х - 8 ) ( х + 10) \ х х - 8 х + 10 

Приведем дроби к общему знаменателю и сравним числители 
условия и разложения на простейшие дроби 

-15 = А(х- 8 ) (х + 10) + 5 х ( х + 10) + Сх(х - 8). 

Найдем неопределенные коэффициенты А,В,С с п о м о щ ь ю мето­
да частных значений 

15 3 
х = 0 : - 1 5 = - 8 0 , 4 => А = — = —, 

80 16 

х = 8 : - 1 5 = 1 4 4 5 ^ > £ : 1 5 5 

- 1 0 : - 1 5 = 7 8 0 С ^ > С 

144 4 8 

15 1 

7 8 0 52 
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Подставим найденные коэффициенты в разложение подынте­
гральной функции на простейшие дроби, получим 

-\5dx 

х ( х - 8 ) ( х + 10) 
' 16 4 8 . + . / 5 2 

х - 8 х + 10 
Ух • 

J 

3 I | 5 , i l l i 
: — In x In x - 8 In x + 1 0 + c. 

16 1 1 4 8 1 1 52 1 1 

б) Т. к. множителю (x — а) соответствует дробь а множи-
x-a 

, 2 2 Ч n Bx + C 
тель ( x + a ), если aX), дробь — , то получим: 

x +a 

J ( x 2 + 7 ) ( x - 7 ) J U " 7 x 2 + 7 J 

Приведем дроби к общему знаменателю и сравним числители 
условия и разложения на простейшие дроби 

Д х 2 + 7 ) + (Вх + С ) ( х - 7 ) = 1. 

Ах2 +1А + Вх2-1Вх + Сх-1С = \ . 

Сравним коэффициенты при соответствующих степенях х: 

х 2 :А + В = 0 

х:-7В + С = 0 

х°:1А-1С = \ 

dx 

В - ± ; А = ± , С - 1 
56 56 8 

• f ( x 2 + ( x z + 7 ) ( x - 7 ) 

1/ 1. 
'56 

' Y 

5 б Х

 8 

,2 x - 7 x z + 7 

v J 

их • 
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56 
l n | x - 7 | + j" 

Г _ 1 / 
' 5 6 " 

1 / ^ 

х 2 + 7 х 2 + 7 
их •• 

56 

1 г xdx I г dx - , I „i г г хах 1 г 
: — 1 п | х - 7 Г— Г , 

1 5 6 J x 2 + 7 8 J " 2 
x z + 7 

l , i . 1 1 г 2 x d x 1 г 
— I n x - 7 — 
56 1 1 ^f=> 9 J v 2 4-7 8 J 

d x 

56 2 J x z + 7 x 2 + 

— l n | x - 7 | — — l n l x 2 + 7 
56 1 1 112 1 

1 1 x 
j=arctg—=r + c. 

8 V7 V7 
2 d x А А В С 

:J — + , + -(x + l ) 2 ( x - l l ) \ x + \ ' ( x + 1) 2 x - 1 1 

Д х + 1 ) ( х - 1 1 ) + Л ( х - 1 1 ) + С ( х + 1) 2 = 2 

Л х 2 - 1 (L4x - 1 L 4 + 5 x - 1 L 8 + C x 2 + 2 C x + С = 2 

x 2 :A + C = 0 

Х-.-ЮА + В + 2С = 0 =*C = —;A = -—;B--
7 2 7 2 

их. 

-\\A-\\B + C = 2 

2dx Г - i / 

(x + l ) 2 ( x - l l ) 

1 

' 7 2 / V ^ 
6 . + . / 7 2 

x + 1 ( x + 1) 2 x - 1 1 
Ух • 

l n | x + l| + + — l n l x -111 + c. 
7 2 1 1 6 ( x + l ) 7 2 1 1 

6. Н а й т и интегралы 

4 d x 
J 7- Зл/х + 8 ' 

6) j л/xdx 

2л /х + 7л /х ' 
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Данные интегралы будем решать при п о м о щ и замены 
(корней). 

J 7-

4dx 

•Зл/х + 8 

Vx + 8 = z 

х + 8 = / 2 

dx = 2fafr 
•I 7 - 2 / " J 7 - 2 / " J 2 ^ - 7 

1 f 

2 

7 7 
/ — + -

/ — / — 

Г Z 1 
t — 

2 . 

V 

б) { 

4 / - 1 4 In 

dx 

t-

f 7 , 7 Л 
t + - I n / -

V 2 2 J 
+ c--

+ c = - 4 V x + 8 - 1 4 1 n V x + 8 — + c. 

л/х + 2л/х 

НОК(2,Ъ) = 6 

х = / 6 , & = 6/ 5а'/ | Л 3 + 2 / 2 ~ J ^ 2 

;3 t + 2 

^ 3 + 2 ^ 2 t 2 -

- 2 ^ 2 

- 2 ^ 2 -4t 

4t 

4^ + 8 

б Г - 2 / + 4 -
^ + 2 Ре
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( 3 2 
= 6 — - 2 — + 4 f -81n | f + 2 

3 2 

= -481n(Vx + 2 ) + с . 

7. Найти интегралы 

+ с = |/ = 1̂ = 2л/х - 6л/х + 24л/х + < 

i) Г s i n 4 — x d x ; б) [ s i n 3 1 0 x c o s 2 1 0 x d x ; в ) [ — ^ — 
J 2 J J cos x + 

Решение: 

а) Данный интеграл вычислим путем понижения степени с ис-
. 7 l - c o s 2 x 7 l + c o s 2 x „ 

пользованием формул: sin х = , cos х = . Тогда 

J s i n 4 — xdx = J"j s i n 2 — x J dx = J" 
1 - c o s 3 x Y 

d x : 

j " (l - 2 cos 3x + c o s 2 3x]k/x = — j"dx - — • 2J"cos 3xdx +—j"cos 2 3xdx = 

1 1 1 . , I f 
— x sin3x + — 
4 2 3 4 J 

1 r l + cos6x , 1 1 

4 J 2 
dx =—x — s i n 3 x -

4 6 
- (j*dx + j " cos 6xdx)= 

1 1 . _ 1 1 1 . . 3 1 1 
=—x — sin 3x H— x H sin ox + с = — x — sin 3x H sin o x + с 

4 6 8 8 6 8 6 48 

6) J s i n 3 1 0 x c o s 2 1 0 x d x : 

c o s l O x = t 

— 3 - s i n l O x d x = dt 
10 

| s i n l 0 x d x = -XOdt 

j s i n 2 1 0 x s i n l 0 x c o s 2 1 0 x d x = | ( l - c o s 2 l O x ) s i n l O x c o s 2 IQxdx • 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



: j"(1 -t2 у2 • ( - 1 Odt) = -10j" (t2 -t4 ytt = - 1 0 (j"t2dt - j" f d i } •• 

ft3 t5^ 
-10 — 

1 3 5 j 

10 з 5 

+ c = c o s 1 0 x - 2 c o s lOx + c. 

в) П р и м е н и м универсальную подстановку 

dx 
c o s x + 2 

x \-t2 

tg— = t; c o s x = -
2 1 + Г2 

2Г , 2dt 
s i n x = -\dx 

l + f l + t2 

J l-t 

2dt 

l + t2 

l + t2 
- + 2 

2dt 

l+~? dt 

l + t 
x 

2 * 2 
: —j=arctg — j= - + c. 

V3 V3 

2 + 2 + 2 / 2 J 3 + / 2 

2 
{Sf+t2 

2 t 

—j=arctg—j= + c -
V3 V3 
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МОДУЛЬ 8. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

§ 1. О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й И Н Т Е Г Р А Л И Е Г О С В О Й С Т В А 

Пусть функция f(x) - определена на отрезке [a,b]. Разобьем 

[a,b] произвольным образом на п частей точками 

а = х0 < Xj < х 2 < . . . < хп =Ь . Н а каждом из полученных элементар­

ных отрезков длиной Ах. : X • - X Z-1 произвольным образом выберем 

точку ^ (i = 1, 2 , . . . , п) и составим сумму 

5 И = / ( ^ ) А х 1 +/&2)Ах2 + . . . + / ( ^ ) А х и =±f£l)Axl 

Эта сумма называется интегральной суммой для функции f(x) 

на отрезке [a,b]. 

Если существует конечный предел последовательности 
интегральных сумм S n при стремлении к н у л ю наибольшей из 

длин Д х г , не зависящий ни от способа разбиения отрезка [a ,b\ на 

частичные отрезки [х г _ : , х г ] , ни от выбора точек < г̂, то он 
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называется определенным интегралом от функции f(x) 
ь 

в пределах от а до Ъ и обозначается символом J / ( x ) d x . 
а 

Ь п 

Таким образом, J / ( x ) d x = lim £ /(<f; УЦ- • 
a т а х Д х г ^ О г = 1 

Непрерывная на отрезке [a,b] функция f(x) интегрируема на 

этом отрезке. 

Теорема. Если функция у = f(x) непрерывна на отрезке 

а , б ] , то она интегрируема на этом отрезке. 
Если у = f(x) > 0 при х g [а; Ь], то геометрически определен­

ный интеграл выражает площадь фигуры, ограниченной графиком 
функции у = f(x), осью Ох и двумя прямыми х = а, 
х = Ъ .Эта фигура называется криволинейной трапецией. В общем 
случае, когда функция у = f(x) на отрезке [a,b] принимает значе­
ния разных знаков, определенный интеграл выражает разность 
площадей криволинейных трапеций, расположенных над осью Ох 
и под ней, так как площадям криволинейных трапеций, располо­
ж е н н ы х под осью Ох, присваивается знак « -» . Например , для 
функции, график которой изображен на рисунке 8.2, имеем 

У* 

Рис. 8.2. 
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ъ 

j f (x)dx = Sx - S2 + S3 

a 

Свойства определенного интеграла: 

1. } / ( x ) d x = - J / ( x ) d x . 
a b 

2. J / ( x ) d x = 0 . 
a 

b b 

3. jcf(x)dx = с\/(x)dx ( c = const). 
a a 

b b b 

4. \ (f (x) + f2 ( x ) ) d x = J f ( x ) d x + \ f2 ( x ) d x . 

a a a 

b с b 

5. \ f ( x ) d x = \f ( x ) d x + \f ( x ) d x для любого действительного с. 
а а с 

6. Если функции fix), <р(х) интегрируемы на отрезке [a,b], 

где а <Ь , и f(x) ^ Для всех х е то 

ь ь 

j7(x)dx < j>(x)dx. 

7. Если функция f{x) непрерывна на отрезке [ а , б ] , тогда най­

дется хотя бы одна точка с е [а, й ] , что 

J/(x)dx=/(c)(ft-a) 

(теорема о среднем для определенного интеграла). 

§ 2. И Н Т Е Г Р А Л С П Е Р Е М Е Н Н Ы М В Е Р Х Н И М П Р Е Д Е Л О М 

Пусть функция у = fix) интегрируема на отрезке то 

есть существует интеграл 
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j7 (x)dx . (8.1) 

Верхний и нижний пределы интегрирования интеграла (8.1) яв­
ляются постоянными. Если нижний предел интегрирования оста­
вить постоянным, а в качестве верхнего предела использовать пе­
ременную х (а<х<Ь), то, в силу интегрируемости функции 
у = f(x) на любом отрезке [ я ; х ] , на отрезке [сг,Ь] определена 
функция вида 

Ф ( х ) = { / ( O d t , (8.2) 

где переменная интегрирования для удобства обозначена буквой t. 
Функция (8.2) называется интегралом с переменным верхним 
пределом. 

Найдем производную от Ф ( х ) по верхнему пределу х . 

Теорема. Пусть f(x) непрерывна на отрезке [a,b]. Тогда про-
X 

изводная интеграла j" f(t) d t по переменному верхнему пределу 
а 

существует и равна подынтегральной функции f{x) , т.е. 

Ф ' ( х ) = | / ( 0 d t = f(x) для любого х е [а , Ь]. 
\ а J х 

Доказательство. Пусть х е [а,Ь] - произвольная точка на от­

резке [a,b]. Пусть приращение Ах таково, чтобы х + А х е [ а , Ь ] . 

Тогда 
х+Ах х 

А Ф ( х ) = Ф ( х + Ах) - Ф ( х ) = J Д О d t - J f(t) d t . 
а а 

Используя свойство 5 определенного интеграла, имеем 
х х+Ах х х+Ах 

A<D(x) = J / ( 0 d t + J / ( 0 d t - J / ( 0 d t = J / ( f ) d t . 
а х а х 
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Применяя свойство 7, получаем 

х+Дх 

Ф(х + Ах)-Ф(х)= J / ( 0 d t = / ( c ) A x , 
х 

где с е [ х ; х + А х ] . 

П о определению производной с учетом непрерывности функции 
получаем, что 

Ф ' (х ) = l im ^ = l im = l im Дс) = f(x), 
Д* -*" Ах Лх^О Д_£ Дх^О 

что и требовалось доказать. 

§ 3. Ф О Р М У Л А Н Ь Ю Т О Н А - Л Е Й Б Н И Ц А 

Теорема. Значение определенного интеграла на отрезке [а,Ь] от 

непрерывной функции f(x) равно разности значений любой ее 

первообразной, вычисленной при X = а и х — Ъ: 

]f(x)dx = F(b)-F(a). 
а 

Доказательство. Пусть F(x) - какая-либо первообразная 

функции f(x) на отрезке [ а , Ь ] , т.е. 

jf(x)dx = F(x) + C. 

П о теореме о производной интеграла с переменным верхним 
пределом первообразной функции f(x) является также функция 

х 

<D(x) = j V ( f ) d t -
а 

Так как первообразные F(x) и Ф ( х ) отличаются друг от друга 

на постоянную, то на отрезке [о,Ь] выполняется равенство 
х 

ф(х) = jf(t)dt = F(x) + C- (8 .3) 
а 
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Если в равенстве (8.3) положить X = а, то получим 

]f(t)dt = F(a) + C. 
а 

а 

Так как по свойству 2 определенного интеграла ^fif) d t = 0 , то 
а 

F(a) + С = 0 , то есть 

С = -F(a) 

\f(t)6X = F(x)-F(a). 
а 

Полагая в последнем равенстве х = Ъ, получаем 

]f(t)dt = F(b) + C = F(b)-F(a). 
а 

Заменяя переменную интегрирования t на х и вводя обозначе­

ние F(b)-F(a) = F(x)\a , получим формулу 

]f(x)dx = F(xfa=F(b)-F(a). 

которая называется формулой Ньютона —Лейбница. 
Формула Н ь ю т о н а — Лейбница позволяет свести вычисление 

определенного интеграла к нахождению неопределенного. 

§ 4. М Е Т О Д Ы В Ы Ч И С Л Е Н И Я 
О П Р Е Д Е Л Е Н Н О Г О И Н Т Е Г Р А Л А 

Непосредственное вычисление интегралов по формуле Нью­
тона -Лейбница осуществляется по формуле 
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]f(x)dx = F(x)\b

a=F(b)-F(a). 

Пример 8 . 1 . Вычислить J cos xdx . 
0 

Решение. Так как J cos xdx = sin x + С , 

71 
~2 7 1 

то f cos xdx = sin x | 2 = sin sin 0 = 1 - 0 = 1. 
J lo 2 о 

Пример 8.2. Вычислить /л /Зх + l d x . 
о 

Решение. Преобразуем выражение под знаком дифференциала 
1 ^ 3 3 

[ л/Зх + ldx = [ (Зх + 1 ) 2 - d ( 3 x + 1) = - ( З Х + 1 ) 2 I 1 = - ( 4 2 - 1 2 ) = 
J

0

 J

0 3 3 3/2 1 0 9 

9 9 
Замена переменной в определенном интеграле осуществляется 

по формуле 

)f(x)&x=)mt)W(t)&t, 

где х = <fi(t) имеет непрерывную производную, а = ф(а), Ъ = ф(/3). 
16 ^ 

Пример 8.3. Вычислить J - = . 
о 1 + VX 

Решение. Введем замену переменной V x = t. 

1 6 dx 
I 

V x = / = > x = / 2 a = 0=> a = 0 

dx = 2/'d/1 b = 16^> /? = 4 о 1 + V x 

: 2(? - ln|l + ?| J = 2 ( 4 - l n 5 - 0 ) = 8 - 2 1 n 5 
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Интегрирование по частям в определенном интеграле 
выполняется по формуле 

ь 
ь J udv = uv а - J vdu 

Пример 8.4. Вычислить J In xdx . 

Решение. П р и м е н и м формулу интегрирования по частям, положив 

= 1пх=> 

Тогда 

и = In х => dw = — , dv = d x = > v = x . 

е е ^j^. 
J i n xdx = x l n x ^ - J x — = e l n e - l n l - x ^ = e - 0 - e + l = l . 
i i x 

Интегрирование четных и нечетных функций по симмет­
ричному отрезку. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке 

[- о , о ] , симметричном относительно точки х = 0 . Тогда 

j / ( x ) d X : 
2 • J / ( x ) d x , если / ( х ) - четная, 

о 
О, если f (х) - нечетная. 

Пример 8.5. Вычислить J s i n 1 1 x d x . 
-i 

Решение. Так как функция / ( x ) = s i n n x является нечетной, то 
1 

J s i n 1 1 xdx = 0 . 
- 1 

§ 5. П Р И Л О Ж Е Н И Я О П Р Е Д Е Л Е Н Н О Г О И Н Т Е Г Р А Л А 
К З А Д А Ч А М Г Е О М Е Т Р И И И М Е Х А Н И К И 

1. П л о щ а д ь плоской фигуры 

1) Площадь криволинейной трапеции (см. рис. 8.3), 
ограниченной сверху графиком непрерывной функции у = f (х), 
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слева и справа соответственно прямыми х = а, х = Ъ, снизу осью 
Ох, вычисляется по формуле 

ъ ъ 
S = jf(x)dx = jydx (8.3) 

а а 

у 1 

^У=/Ы 

о а Ъ х 

Рис. 8.3 

2) Площадь фигуры (см. рис. 8.4), ограниченной сверху и снизу 
соответственно кривыми у =f\(x), у =f2(x), слева и справа прямыми 
х= а,х =Ъ, определяется формулой 

S = ](Mx)-f2(x))dx (8.4) 

3) Площадь криволинейной трапеции, в случае, когда кривая за­
дана параметрическими уравнениями х = x(t), у = y(t), а <х<Ь , 
а = x(tx), Ъ = x(t2), будет вычисляться по формуле 
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S = jy(t)x'(t)dt (8.5) 

4) Площадь криволинейного сектора (см. рис. 8.5), ограниченного 
непрерывной кривой, заданной в полярной системе координат 
уравнением г = r{ q>) и лучами q> = а и q> = (3, вычисляется по формуле 

S = i j r 2 ( c p ) d c p (8.6) 

РИС. 8.5 

Пример 8.6. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
у = х2 и х - у +2 = 0. 
Решение. Данная фигура ограничена сверху прямой у = х + '. 
а снизу - п а р а б о л о й ^ = х2 (см. рис. 8.6). 

У 

у=х2\ 

^ -1 о\ 2 х 

РИС. 8.6 

Точки пересечения этих кривых найдем из системы уравнений 

у Х => х2 = х + 2 <=> х2 - х - 2 = 0 => Xj = - 1 , х 2 = 
I у = х + 2 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Для вычисления площади фигуры воспользуемся формулой (8.4) 

2 2 2 2 Х 2 2 2 Х 3 2 

S = \ ((х + 2) - x 2 ) d x = [ xdx + 2 f dx - f x 2 d x = — I + 2 x 1 1 = 
J J J J О I—1 I—1 О I—1 

- l - l - l - l J 

. 1 , ^ 8 1 9 
= 2 - - + 4 + 2 = - . 

2 3 3 2 
Пример 8.7. Вычислить площадь фигуры, ограниченной эллипсом 
x = a c o s ^ , y = bsmt. 
Решение. Так как эллипс (см. рис. 8.7) симметричен относительно 

координатных осей, достаточно найти площадь части фигуры, 

лежащей в первой четверти. Для вычисления площади воспользу­
емся формулой (8.5). 

Найдем пределы интегрирования по t: 

если х = 0 , то cos t = О 

если х = а, то cos t = 1 

Значит, 

Я" 

t = — - нижний предел, 

t = 0 - верхний предел. 

1 0 0 0 1 - cos It 
— S = jbsint(acost)'dt = -ahJsin2 tdt = -abj d^: 

ab , 1 . „ . i о 
— ( f - - s i n 2 0 , = 

2 2 U / 2 

ab , % „. %ab 
( + 0 ) = . 

2 2 4 
Отсюда находим S = m b . 

У' 

V. 0 Ja x 

Рис. 8.7 
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Пример 8.8. Найти площадь фигуры, ограниченной окружностью 

г = а cos ф и лучами ф = 0 и ф = —. 

Решение. В полярной системе координат уравнение г = а cos ф 

а , 
задает окружность радиусом — со смещенным центром (рис. 8.8). 

Рис. 8.8 

Криволинейный сектор, площадь которого мы вычисляем, огра-
п 

ничен кривой г = а с о з ф и лучами ср = § и q> =—. Поэтому 

S = j (acoscp) 2 dcp =а2 J c o s 2 cpdcp =а2 J ^ + c o s ^ . 
о 

а2 , 1 . „ ч | и / 4 а2 ж 1 а2(п + 2) 
— (cp + - s in2cp) = — ( - + - ) = — - . 
2 У 2 1 о 2 4 2 8 

2. Д л и н а дуги кривой 

1) Длина дуги кривой j =fix), a<x<b, вычисляется по формуле 

l = ]f + (y')2dx. (8.7) 
а 

2) Если кривая задана параметрическими уравнениями х =x(t), 
y=y(t), tx<t<t2,то 

l = )yl(x't)2

+(y't)2dt. (8.8) 
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3) Если кривая задана уравнением в полярных координатах 
r = r((p), а < q>< р, то 

Р , 
/ = J ^ r 2 + ( r ' ) 2 d c p . (8.9) 

а 

Пример 8.9. Вычислить длину дуги полукубической параболы 
у2 = х3 от начала координат до точки А (4, 8) (см. рис. 8.9). 

- 3 -
Решение. И м е е м у = х 2 , у' = — х2 

l = ]f + ( f x~)2dx = ]JU^~xdx= 1 j ^ l - H 9-х) d ( l + | x ) = 

= f f ( 1 + f X ) f l o ^ ^ 1 0 ^ " 1 ) -

Пример 8.10. Найти длину кардиоиды (см. рис. 8.10) 
г = a ( l + cos<p). 
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Рис. 8.10 
Решение. И м е е м 

1 Ж I 

— / = f ^а2(\ + coscp) 2 + a2 s in 2 cpdcp = 
^ о 

= а | д / 1 + 2 с о э ф + c o s 2 ф + s in 2 ^ ф = ajy]2 + 2 c o s ^ ф = 

= а j"../2 • 2 c o s 2 — dф = 2а J cos—dф =2a2J cos—d — = 4a sin—| * = 4a, 
0 V 2 0 2 0 2 2 2 

откуда / = 8a . 

3. О Б Ъ Е М И П Л О Щ А Д Ь П О В Е Р Х Н О С Т И ТЕЛ В Р А Щ Е Н И Я 

1) Объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох криво­
линейной трапеции, ограниченной кривой у =f (х), а<х<Ъ. 

Рис. 8.11 
(см. рис. 8.11), вычисляется по формуле 
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ь 

Vx=%jy2dx . (8.10) 
а 

Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой х = (р{у), 

c<y<d, вращается вокруг оси Оу, то 

d 

Vy=%\x26y. (8.11) 
с 

2) Площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси 
Ох дуги кривой, заданной уравнением у = fix), a<x<b, 
вычисляется по формуле 

0[х=2ж]у^\ + (у'х)2дх. (8.12) 
а 

Если дуга х = #(у) , С—У—^, вращается вокруг оси Оу, то 

^ = 2 7 c } x ^ l + ( x ; ) 2 d j . (8.13) 

Пример 8.11. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох 
фигуры, ограниченной кривыми у = х2 и х = у2 (см. рис. 8.14). 

Р е ш е н и е . Найдем точки пересечения кривых из системы 

у = х2 

=> х = х 4 <=> х - х 4 = 0 , х ( 1 - х 3 ) = 0, х = 0, х 2 = 1 . 
х = у2 

У 

Рис. 8.14 
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И с к о м ы й объем есть разность двух объемов: объема V i , 
полученного вращением криволинейной трапеции, ограниченной 

параболой у = -Jx (0 < х < 1) и объема V 2 , полученного 
вращением криволинейной трапеции, ограниченной параболой 
у = х2 ( 0 < х < 1 ) . 

Используя формулу (8.10), получаем 

Vx=Vl-V2= тс j (Vx) dx - тс j ( х 2 ) dx = тс j xdx - тс j x 4 d x = 
0 0 0 0 

х 2 и х 5 и .1 1. 3 
= тс— - т с — \п=Ч ) = — тс-

2 1 0 5 1 0 2 5 10 

Координаты центра тяжести плоской пластинки 
Рассмотрим плоскую пластинку, и м е ю щ у ю форму 

криволинейной трапеции, ограниченной сверху кривой у = fix), 
а<х<Ъ. Будем предполагать, что пластинка является однородной 
с плотностью 

р = const. 

Масса такой пластинки вычисляется по формуле 

ь 

т = р jf(x)dx = р S, 
а 

где S - площадь пластинки. 

Координаты центра тяжести С ( х с , ус) однородной пластинки 
могут быть вычислены по формулам 

1 ъ 1 ъ 

хс = ~^\ХУ d x - Ус = Т 7 7 \ У 2 ^ Х , 

где S - площадь пластинки. 

§ 6. Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е И Н Т Е Г Р А Л Ы 

Несобственные интегралы с бесконечными пределами 
интегрирования (первого рода) 
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Определение. Несобственным интегралом с бесконечным 
верхним пределом интегрирования от непрерывной на 
промежутке [а ,+со) функции / ( х ) называется предел 

ь 

(f(x)dx= lim f f ( x ) d x . (8.14) 

Аналогично несобственным интегралом с бесконечным 
нижним пределом интегрирования от непрерывной на 
промежутке ( - с о , 6] функции f(x) называется предел 

ь ъ 

f / ( x ) d x = lim f / ( x ) d x . (8.15) 
J a — > - c o J 

- c o a 

Если пределы в правых частях формул (8.14) и (8.15) 
существуют и конечны, то соответствующие несобственные 
интегралы называются сходящимися, если пределы не существуют 
или бесконечны, — р а с х о д я щ и м и с я . 

Несобственным интегралом с бесконечными пределами 
интегрирования от непрерывной на промежутке ( - со , + со) функции 

f (х) называется интеграл 

+ СО С +СО 

j / ( x ) d x = j 7 ( x ) d x + j / ( x ) d x = 

b 
lim f / ( x ) d x + lim f / ( x ) d x , (8.16) 

где с e ( - c o , со) - произвольная точка. Этот несобственный интеграл 

называется сходящимся, если оба предела существуют. Если хотя 
бы один из пределов не существует или бесконечен, то 

несобственный интеграл J / ( x ) dx называется расходящимся. 
— СО 

Интегралы (8.14) - (8.16) называются также несобственными 
интегралами первого рода. 
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Пример 8.12. Исследовать на сходимость несобственный интеграл 
СО -1 

1 х 
Решение. 

f— rdx = Hm f -^—dx = lim ( - — 
j X Ь^+СО^ X

L fe^+OO^ X 

Ь s 

= lim I - - + 1 I = 1 

CO j 
Интеграл f—-dx сходится. 

i * 

Пример 8.13. Исследовать на сходимость несобственный интеграл 
СО -1 

j - d x . 
1 х 

Решение, f—dx = lim [—dx = l imlnxj* = Hm(ln6 - l n l ) = со . 
j X fe^tOj X b->co b^ca 

CO J 
Интеграл f—dx расходится. 

i x 
Пример 8.14. Исследовать на сходимость несобственный интеграл 
со | 
f - г — d x . 

+ 1 

Решение. 

1 . °г 1 
f— d x = f — d x + f— dx = 

J L X 2 + 1 J L X 2 + 1 J

0 X 2 + 1 
0 1 b 1 

= lim [ — dx + lim [ — dx = 
A ^ - X }

 A X + 1 X + 1 

: lim arctg x| + l imarctg x| = 

: arctg 0 - lim arctg a + lim arctg b - arctg 0 
Ь—>CO 

= 0 - 1 - - + - + 0 = * . 
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CO Y 

Интеграл \ — dx сходится. 
i x 2 + l 

Критерии сходимости несобственных интегралов первого рода 

Теорема, (признак сравнения) . Пусть на промежутке [а ,+со) 

определены две интегрируемые на л ю б о м конечном отрезке [о,Ь] 

функции f(x) и g(x), причем 0 < f(x) < g(x). Тогда если сходит-
+ О 0 + 0 0 

ся интеграл j " g ( x ) d x , то сходится и интеграл j " / ( x ) d x , а если 
а а 

+ 0 0 + 0 0 

расходится интеграл J f(x) d x , то расходится и интеграл J g(x) dx . 
а а 

Теорема (предельный признак сравнения) . Пусть на 
промежутке [а ,+со) определены две интегрируемые на л ю б о м 
конечном отрезке [о,Ь] функции f(x) > 0 и g(x) > 0 , и существует 

конечный предел 

Х^+оо g ( X ) 

Тогда несобственные интегралы jf(x)dxm j " g ( x ) d x сходятся или 
а а 

расходятся одновременно. 

Пример 8.15. Исследовать на сходимость несобственный интеграл 
+ 0 0 л 

j х + sin X 
Решение. Воспользуемся предельным признаком сравнения. В примере 

со ^ 
8.10 было показано, что интеграл j " - r r d x сходится. Так как 

х 2 + sinx , 
lim - - = 1 ; 

X ^ + C O J £ Z 
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+ C0 I 
то интеграл j — dx тоже сходится. 

j x + sin x 

Теорема. Если на промежутке [о,-к») функция у = f(x) меняет 

знак и при этом сходится несобственный интеграл J \f (х)| dx , то 
а 

+ 00 

сходится и несобственный интеграл J / ( х ) d x . 
а 

+ 0 0 

Если несобственный интеграл j " | / ( x ) | d x сходится, то 
а 

+ 0 0 

несобственный интеграл J f(x) dx называется абсолютно 
а 

сходящимся. 

Несобственные интегралы от неограниченных функций 
(второго рода). 

Определение. Несобственным интегралом от непрерывной на 
промежутке [а,Ь) функции f(x), неограниченной справа в точке 
х = Ъ, называется предел 

Ь b-s 
f / ( x ) d x = lim f / ( x ) d x . (8.17) 
a a 

Аналогично несобственным интегралом от непрерывной на 
промежутке (о,Ь] функции f(x), неограниченной слева в точке 

х = а, называется предел 

ь ъ 
-- lim 

<г->0 
j / ( x ) d x = lim j / ( x ) d x . (8.18) 

Если функция f(x) имеет разрыв второго рода в некоторой 

внутренней точке отрезка се(а,Ь), то интеграл представляют в 

виде суммы двух интегралов: 
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jf(x)dx=jf(x)dx+jf(x)dx= 

(8.19) 
C-EL B V ' 

= lim \ f ( x ) dx + lim \ f (x) dx. 
E,^0 J E 2 ^ 0 J 

A C+E2 

Если пределы в правых частях формул (8.17) - (8.19) 
существуют и конечны, то соответствующие несобственные 
интегралы от разрывной функции называются сходящимися, 
в противном случае — р а с х о д я щ и м и с я . 

Интегралы (8.17) - (8.19) называются также несобственными 
интегралами второго рода. 

Пример 8.16. Исследовать на сходимость несобственный интеграл 

\ dx 

0 V l - x 2 ' 

Решение. П р и при х = 1 подынтегральная функция является неог­
раниченной, следовательно, 

1 dx l~r£ dx . ,1-е г UX ,. Г UX I 

, = lim . = limarcsin х 
J Л 2 Е^О J л 2 Е^О 1 

o V l - x о \ / 1 - х 
о 

arcsin(l - s ) - arcsin 0) = 0 = —. 
E^J ' 4 4 

Интеграл f . ^ сходится, 
о V l - x 2 

Пример 8.17. Исследовать на сходимость несобственный интеграл 

о х 

Решение. 

f—dx = lim f — d x = limf-— ) = lim ( - 1 + — ) = со . 
i x s^+°ix s ^ + 0 \ x *->+ol £ 
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1 I 
Интеграл J — d x расходится. 

n X 

Критерии сходимости несобственных интегралов второго рода 

Теорема (признак сравнения) . Пусть в левой (правой) 
окрестности точки Ъ (точки а) определены функции f(x) и g ( x ) , 
причем 0 < / ( x ) < g ( x ) . Тогда если сходится несобственный 

ь 
интеграл j " g ( x ) d x , то сходится и несобственный интеграл 

А 

Ь Ь 

J f(x) d x , а если расходится несобственный интеграл J f(x) d x , то 
А А 

Ь 

расходится и несобственный интеграл j " g ( x ) d x . 
А 

Теорема (предельный признак сравнения) . Пусть функции 
f(x) и g(x) положительны на промежутке [а,Ь), Ъ - точка 
бесконечного разрыва функций f(x) и g ( x ) . Тогда если 

существует конечный „редел Ш ™ = Л , то несобственные 
Х^Ь g(X) 

ь ь 
интегралы J / ( x ) d x и J g ( x ) d x сходятся или расходятся 

А А 

одновременно. 

Аналогично формулируется предельный признак сравнения 
несобственных интегралов, и м е ю щ и х разрыв в точке а или в точке 
с g ( а , Ь ) . 
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МАТЕРИАЛЫ ДЛЯ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

1. Вычислить интегралы 
71 

а) | ( з х 2 + 4 x - l } l x ; б) J x c o s 2 x d x . 

о о 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой у = х2 

и прямыми х = 0, у = 4 (х > О). 
3 

3. Вычислить длину дуги полукубической параболы у = (х + 1 ) 2 

от х = - 1 до х = 4 . 

4. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 

Ох фигуры, ограниченной параболой у = 2- х2 и прямыми у = х 

и х = 0 . 

С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н А Я Р А Б О Т А 

Вариант 1. 

1. Вычислить интеграл 

2 , . л 14 

a) J (бх 2 - 8х + Зрх ; б) J sin 2xdx . 
о о 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 

у = - 6 х 2 + 12х и осью Ох. 
СО 

3. Исследовать несобственный интеграл J (2х + 3)dx на сходимость. 
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Д о м а ш н е е задание 

1. Вычислить определенные интегралы: 

2 3 Л/3 

a) j ( x 2 + 3 ) d x ; б) j ( 3 x + 2 ) 2 d x ; в) j s i n 3 x d x ; 
1 о о 

d x ч \ d x ч

 6 4 d x 
Г, 

1 x ( l n x + l ) ' J

0 x 2 - 8 x + 2 0 ' { ( 4 - л / х ) л / х 

2. Материальная точка движется со скоростью v = 2t + 3t2 м/с. 
Найдите путь, пройденный точкой за четвертую секунду. 

3. Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями у = х2 

и у = 2 - х . 

ж 
4. Найти длину дуги кривой у = l n ( c o s х ) от 0 до — . 

5. Найти объем тела, полученного при вращении фигуры, огра­

ниченной кривыми ^ = 2 - х 2 , у = х и х = 0 ( х > 0 ) 

а) вокруг оси Ох 
б) вокруг оси Оу 

1. Вычислить интеграл 

1 , , 7Т16 

а) Д 9 х 2 + 2х - \рх ; б) j "cos3xdx. 
о о 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 

у = - 6 х 2 + 6х и осью Ох. 
СО 

3. Исследовать несобственный интеграл J ( 3 x - 2 ) d x на сходимость. 
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ № 8 

1°. Если F(x) - одна из первообразных функции fix), то 

справедливо равенство 
d Ъ 

a) { f(x)dx = Fia) -Fib); 6) j f(x)dx = Fix) • b - Fix) • a ; 
с a 
b b 

в) j f(x)dx = Fia) + Fib) + C; r) j f(x)dx = Fib) - Fia). 
a a 

b 
2°.3начение определенного интеграла J / ( x ) d x , если 

a 
fix) < 0 равно: 
а) длине дуги у = f (x), a<x<b; 

б) длине отрезка [a,b]. 
в) площади криволинейной трапеции, ограниченной кривой 
y = f(x),x = a,x = b,y = 0; 

г) площади криволинейной трапеции, взятой со знаком минус. 

3°. Вычислить j (х 5 + cos 4х - 4Jdx. 

4. Н а рисунке изображена криволинейная трапеция. Объем тела 
вращения вокруг оси Ох можно найти по формуле 

у' У = 8 & 

ш т . 
О с с! х 

a ) J V ( x ) d x ; 
с 

с 
б) л; j" g2 ix)dx; 

d 
d с 

в) тс J g2 ix)dx; г) j gix)dx. 
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5. Если кривая задана параметрическими уравнениями х = x(Y), 

y=y(t), tx<t<t2, то интеграл J ^(x't)2 + (y',)2dt позволяет найти: 
h 

а) площадь плоской фигуры; б) объем тела вращения; 
в) длину дуги кривой; г) площадь поверхности вращения. 

6. Интеграл f равен: 
{ 2х + 5 

а) 1п|2х + 5| + С ; 

в) 1 Ш 7 - - 1 п 5 ; 
2 2 

б) 1п|2х + 5|; 

г) I l n 5 - - l n 7 . 
2 2 

15 
7. Вычислить j" dx • 

14 

8*. Площадь фигуры, изображенной, на рисунке находится по 
формуле 

Г I 
2 4 

,у=х 2 a)5 ' = J x 2 a x ; 6)S = jydy; 
о о 

4 j ) 5 = Д 4 - х 2 ) и х ; r ) S = } x 2 d x 

9*. Длина линии j = Vx между точками 0 ( 0 ; 0) и Л(1; О 

вычисляется с п о м о щ ь ю интеграла 

dx ', 

i 
в) / = j"Vi + x2<ix; 

б) / = J J i + - x 2 A 

4х 

10*. Формула интегрирования по частям в определенном инте­
грале имеет вид 

ь ь 
a) ^udv = uv — ^vdu б) J udv = uv + j* vdu • 

J) judv • ^vdu • 
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ИД3 8 

Задание 1. 

Вычислить определенный интеграл. 

Задание 2. 

Вычислить несобственный интеграл или доказать его расходимость. 

Задание 3. 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями. 

Задание 4. 
В ы ч и с л и т ь о б ъ е м тела , п о л у ч е н н о г о в р а щ е н и е м ф и г у р ы Ф 

в о к р у г оси Ох. 
Вариант 1. 

2 3dx 
2 

2 х - 1 
б) ( х + 2 ) In x d x . 

3. у = х - 4 х + 5 , у 2 х - 3 . 

4. Ф: у = s i n x , х = О, х = я 1 2 . 

Вариант 2. 

о о 

\хг + 6 х + 10 

3. у = х - 6 х + 7 , у 

4. Ф: у = л/х , х = О, х = 0 , х = 1. 

2 х - 5 . 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



о * + 1 

+СО 1 
2. J d * _ ш x 2 - 4 x + 8 

3. j = x 2 - 3 x + l , j = x - 2 

4. Ф: у = x 2 , x = О, x = 3 

Вариант 4. 

1 2 e 
L a ) J x e ~ x d x ; 6) j " x 3 l n x d x . 

2 
-I-IA, 

• I 

d x 
2 _jX + 2 x + 1 7 

3. j = x 2 - 5 , j = 2 x + 3 . 

4. Ф: у = 6 x 2 + 2 x , x = 0 , x = l . 

Вариант 5. 

71 

L a ) J . d x ; 6) j " x c o s 2 x d x . 
- 2 \ / l - X 3 О 

d x 

'•• I . , 
2 x z - 4 x + 13 

3. j = x 2 - x - l , j = x + 2 . 

4 . Ф : j = c o s x , x = 0 , х = 7г/2. 

110 

Х А Х О 

L a ) f— 5 б) f ( 2 x + 3 ) e 2 x d x . 
J V1 4- 1 J 
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1. а) [—^—; б) [ V x l n x d x . 
J х + 5 , 

З х + 6 х + 2 5 

3. j = x 2 + x + 8 , у = 7х . 

4. Ф: у = х3, х = 0 , х = 2 . 

Вариант 7. 

2 4dx 

Зх + 1 о J A T 1 о 

1. a) f ^ — ; б) f e 2 x ( 3 x + 2 ) d x . 

d x 
+CO 

J

2 x + 4 x + 5 

3. j = x 2 - 4 x + 5 , j = 4 x - 7 

4. Ф: ^ = x 3 + x , x = l , x = 2 . 

Вариант 8. 

1. a) [ ; 6) fx In x d x . 
, V 5 + 4x i 

d x 
+CO 

2 - f -

J

4 x z + 8 x + 3 2 

3 . j = x 2 - 4 x - 5 , j = - 2 . 
4. Ф:_у = Зх + 1, x = 0 , x = 3 . 

4xdx 

о л 

d x 
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я7 2 
1 . a) J sin х c o s 2 x d x ; б) J arctg x d x , 

о 0 

d x * ь 
2 x z + 4 x + 2 0 

3. j = x 2 + 3 x - 2 , j = 5x + 6 . 

4 . Ф : _ у = х + л / х , x = 0 , x = l . 

Вариант 10. 

0 dx e 

1. a) [ , _ ; 6) fin x d x . 
: 3 V 2 5 + 3x i 

2. . 

J

4 x 2 - 8 x + 2 0 

3. j = x 2 - 3 x - 2 , y = -x + \ . 

4. Ф:_у = х 2 + 3 х , x = l , x = 2 . 

Вариант 11. 

l . a ) j " - ^ ^ ^ = ; 6 ) j " x e x d x . 
o \ / x 4 + 4 о 

+CO л 
. r d x 

J

2 x 2 + 8 x + 17 

3. у = x2 - 6 x , J : 

4. Ф:_у = 6х + 3 , x = 0 , x = 2 . 
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я7 2 
1. а) { х 3 -л/4 + 5 х 4 d x ; б) J х cos x d x . 

о о 

d x *• ь j хг - 2 х + 10 

3. j = x 2 - 8 x , j = - 1 2 . 

4 . Ф : j = 9 x 2 + 1 , х = 1, х = 2 . 

Вариант 13. 

l . a ) f - ^ ; б) f x e 3 x d x . 

+со d x 
2 j x - 2 x + 5 

3. j = x 2 - 5 x - 5 , y = - x - 2 . 

4. Ф: у = 4 x 3 + 4 x , x = 0 , x = l . 

Вариант 14. 

l . a ) J . r ; 6 ) j " x 2 l n x d x . 
о V l - x 2 l 

+CO . 

2. f ^ - ^ — . 

J x + 2 x + 2 

3. j = x 2 - x - l , y = x + l . 

4. Ф: j = 2-v/x + 6 x 2 , x = 0 , x = l . 
113 
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3. j = x 2 - x - 6 , y = x-3. 

4. Ф: j = x - V x , x = l , x = 4 . 

Вариант 16. 

4 2dx л " / 2 

1. a) f , ; 6) Г (2x +1) cos x d x . 
W 5 x - 4 J

0 

2. f , d X . 
J

3 x 2 - 6 x + 18 

3. j = x 2 + x - l , j = - x + 2 . 

4 . Ф : j = x 2 - x , x = 2 , x = 3 

Вариант 17. 

8 я72 

1. a) j V x + T d x ; 6) j ( 2 x - l ) sin 3xdx 
3 0 

+CO , 

l - b r ^ — -

\ x -2x + 2 

3. j = x 2 - x - 5 , y = x-2. 

4. Ф: j = x 2 + V x , x = l , x = 4 . 

. . e

r s i n ( l n x ) d x \ З х . ^ 
1. а) — ; б) е ( 2 x - l ) d x . 

х 
1 А о 

+со , 

2. f , d X . 
J

3 x 2 - 6 x + 13 
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l . a ) h = U = ; б) ]e2^-3xdx. 
о л / 9 + x 2 о 

2 •I 
d x 

2 j x " - 2 x + 17 

3 . y = x2+x + \ , y = -2x-\. 

4. Ф : ^ = 4 х + х 3 , x = 0 , x = 2 . 

Вариант 19. 

7 1 1 6 2 In X 
l . a ) J 1 2 c t g 3 x d x ; 6 ) j — d x . 

+co 
4 

Я-/18 

d x 

2 x + 4 x + 8 

3 . j = 3 x 2 - 6 x - 6 , j = 3 x + 6 . 

4. Ф: j = 2 x + 3 x 2 , x = l , x = 3 . 

Вариант 20. 

1 dx ^ 
l . a ) f , ; 6) f ( 5 x + 2 ) s in 2 x d x , 

W 4 - 3 x J

0 

d x 

2 
2 x - 4 x + 5 

3 . j = 3 x 2 + 6 x , j = - 9 x - 1 2 . 

4. Ф : ^ = 2 х - х 2 , x = 0 , x = 2 . 
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S xdx 
1. a) J . ; 6) J (2x + 2)cosxdx . 

l л / 4 - x 2 о 

d x 
2 _jXz + 2 x + 10 

3. j = 3 x 2 + x - 2 , j = - 5 x + 7 . 

4. Ф: у = 4x + 4 x 3 , x = 0 , x = 2 . 

Вариант 22. 

L a ) j l n b c d x . 6 ) } ( 2 x - 3 ) e

x / 2 d x . 

2. f ^ - * — . 
J

4 x 2 + 8 x + 2 0 

3. j = 3 x 2 - 4 x - 5 , j = 2x + 4 . 

4. Ф: у = 2л[х - x , x = 0 , x = 4 . 
Вариант 23. 

/г/2 Я 

1. a) J c o s x s i n 3 xdx ; 6) J (2x - 1) sin x d x . 

2 
-I-IA, 

•I 
d x 

4 x 2 - 8 x + 3 2 

3. j = 3 x 2 - 2x - 1 , j = x + 5 . 

4. Ф: j = 2x + 6 x 2 , x = 0 , x = l 
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- l * 

d x 

3 x + 6 x + 13 

3 . у = 3 x 2 + x - 6 , j = - 2 x . 

4. Ф: у = 4 x 3 + 2*Jx , x = 0 , x = 4 . 

Вариант 25. 

l . a ) j" s i n 3 x d x ; б) Гл/х l n x d x . 

2- ь 
я7б 1 

d x 

з x - 6 x + 10 

3 . j = 3 x 2 - x - 3 , j = 8x + 9 . 

4. Ф: j = V x + 1, x = 0 , x = l . 

Вариант 26. 

l . a ) j — — — ; 6) J (2x - 3) sin x d x . 
_ 2 2x + 5 0 

d x 
J

3 x 2 + 6 x + 18 

3 . j = 3 x 2 + l l x + 7 , j = - 4 x - 5 

4. Ф: у = 3 x 2 + 2 , x = 0 , x = 2 . 

l . a ) j 3 x d x ; 6) j e 5 x ( 3 x + l ) d x . 
_ 1 Л /3 + 2х о 

+co 
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я7 2 

1. a) j " s i n 2 x d x ; б) J ( 2 x + l ) c o s 3 x d x . 
о 

d x 
+СО 

2 х - 4 х + 2 0 

3. j = З х 2 + х , j = - 5 х + 9 . 

4. Ф: j = 2 x - 2 , х = 1, х = 3 . 

Вариант 28. 

5 , 1 

1. a) j x V x 2 - 9 d x ; б) j e 4 x ( x + 3 ) d x . 

2 
-I-IA, 

•I 
d x 

2 _ 2 x z + 4 x + 13 

3. j = 3 x 2 , j = 6x + 9 . 

4 . Ф : _ у = х 3 - х , x = 2 , x = 4 . 

Вариант 29. 

1 . 71 

1. a) J x 2 - V 4 + 1 2 x 3 d x ; б) j" (Зх - 1 ) sin 2xdx , 

+co d x 
2 

з x - 6 x + 2 5 

3. j = 3 x 2 - x , j = 2x + 6 . 

4 . Ф : j = 3 x 2 + 4 , x = 0 , x = l . 
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я7 2 
l . a ) J c o s 3 x d x ; б) j " ( x - 1 ) c o s 2 x d x . 

nil 

г f * L _ 
\ x2 - 8 x + 17 

3. j = 3 x 2 + 2x - 1 , j = - x + 5 . 

4. Ф:_у = х 3 + 3 х , x = 0 , x = 2 . 

Р Е Ш Е Н И Е Т И П О В О Г О В А Р И А Н Т А 

Вычислить определенные интегралы J cos 6xdx 

а) f cos 6xdx = — f cos 6xd6x = -—sin 6x 
0 U 0 

б) j ( 3 x + 2 > T x d x 

j(3x + 2)e~xdx 

1 . 3 * 1 1 
— sin h —sinO = —. 
6 2 6 6 

и = 3x + 2, du = 3dx 

\dv = e~xdx, v = -e~x 
(3x + 2 > T x + 

+ j " e - x • 3dx = - ( З х + 2)e-x -Зе~х + C = (3x + 5)<ГХ + С . 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл или доказать 
его расходимость . 

+СО . 

г d x 
\ х2 +2х + : 
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Р е ш е н и е . 

+оо 1 +со •« В -i 

f - s - ^ = f — ^ — = l i m f 
J j X 2 + 2 x + 5 J 1 ( x + l ) 2 + 4 B — J ( x + 1) + 2 2 

1 , . x + 1 
—limarctg 
2 2 

1 ( тс 

3 1 ,• [ B + l = — l im arctg arctg 0 
- i 2 \ 2 

(0 ) 
2 ^ 2 V ') 4 

Задание 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указан­
н ы м и линиями: у = х2 +2х + 1, у = -х2 - 2х + 7 . 
Решение. Для нахождения площади фигуры, заданной в декартовой 
системе координат и ограниченной сверху линией у = fx ( х ) , снизу 

- линией у = f2 (х) , слева - прямой х = а , справа - прямой х = Ъ, 
воспользуемся формулой 

ь 

s = J [ / i ( * ) - / 2 ( * c 

Построим график. Из графика видно, что фигура ограничена 

сверху линией у = -х2 - 2х + 7 , а снизу - линией _у = х 2 + 2 х + 1. 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Для нахождения координат точек пересечения линий 

у = х2+2х + \ и у = -х2 - 2х + 7 составим систему 

{у = х2 +2х + 1, 

[у = -х2 - 2х + 7 

и р е ш и м ее: 

х2 + 2х + 1 = 2 х + 7 о 2 х + 4 х - 6 = 0 <=> 

х + 2 х - 3 = 0 <=> х, = - 3 х 2 = 1. 

То есть а = - 3 ; 6 = 1. 

Найдем искомую площадь: 

S = j ( ( - х 2 - 2 х + 7 ) - ( х 2 + 2 х + 1 ) ) dx = j" ( - 2 х 2 - 4 х + б ) dx = 

2 — - 4 — + 6х 
3 2 

I 3 I 2 

-2 4—+ 6-1 
3 2 

2 + 6 - 18 + 18 + IS 

_ 2 O l _ 4 O l + 6 . ( _ 3 ) 

< 1 = 2 1 ± 
3 3 

З а д а н и е 4. Вычислить объем объем тела, полученного враще­
нием фигуры Ф вокруг оси Ох. 

Ф:у = х 2 - 3 х , х = 0 , х = 2 . 

Р е ш е н и е . 

2 2 

V = я j ( х 2 - З х ) 2 d x =я j ( х 4 - 6 х 3 + 9 х 2 )dx = n 

X _ X _ з 

:Я- 3 +ЗХ 
5 2 

= я- 3 — + 3 - 2 3 

5 2 

W х 4 х 3 ^ ' 
6 — + 9 — 

V 5 4 3 , 

3 2 
• 0 = — п = 6,4л 
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МОДУЛЬ 9. ОБЫКНОВЕННЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

§ 1. О Б Ы К Н О В Е Н Н Ы Е Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е 
У Р А В Н Е Н И Я П Е Р В О Г О П О Р Я Д К А 

Определение. Дифференциальным уравнением (ДУ) первого по­
рядка называется уравнение, связывающее независимую перемен­
н у ю (х), неизвестную функцию (у) и ее производную (у'). 

О б щ и й вид Д У 1-го порядка 

F(x,y,y') = О (9.1) 

Если уравнение (9.1) разрешимо относительно у', то его можно 

переписать в нормальной форме 

y' = f(x,y)\. (9.1') 

Учитывая , что у'= — , уравнение (9 .Г) можно переписать 
dx 

в дифференциальной форме 

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (9.1") 

Например , уравнение ху' + у = О можно записать в нормальной 

форме следующим образом: у' = -—. 
х 

Представив в последнем уравнении у' в виде отношения двух 

дифференциалов у' = ; перепишем это уравнение в дифференци-
dx 

альной форме: 

— = —— => xdy = -ydx => ydx + xdy = О • 
dy x 
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Определение. Решением ДУ называется любая функция 
у = ср(х), определенная на интервале (а, Ь) и обращающая на этом 

интервале уравнение в тождество. 
Определение. Общим решением ДУ 1-го порядка называется 

функция у = (р(х, с), которая при любом значении постоянной 
с является решением этого уравнения. 

Определение. Если общее решение Д У задано неявно уравнени­
ем Ф(х, у, с) = О, то оно называется общим интегралом ДУ. 

Определение. Решение, которое получается из общего решения 
при фиксированном значении постоянной с, называется частным 
решением ДУ. 

Определение. График решения ДУ называется интегральной кривой. 
Например , общим решением Д У у' = 2х является функция 

у = х2 + с, где с - произвольная постоянная. П р и с = 1 получим ча­

стное решение у = х2 + 1 . Интегральными кривыми уравнения яв ­

ляется семейство парабол у = х2 + с . 

Задача Коши для Д У 1-го порядка: найти частное решение Д У 
(9.1), удовлетворяющее начальному условию 

Геометрически задача К о ш и означает, что из множества инте­
гральных кривых выбирается та, которая проходит через точку 

у(х0) = У0 • 

(х0,Уо)(Р^.9Л). 

У 

а 

Рис. 9.1 

123 
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Теорема Коши (о существовании и единственности решения за­
дачи К о ш и для Д У 1-го порядка) . Если в ДУ у' = f(x,y) функция 

f ( х , у) и ее частная производная f непрерывны в некоторой об­
ласти D плоскости Оху, то для любой точки ( х 0 , у0) е D сущест­
вует единственное решение у(х) этого уравнения, удовлетворяю­
щее начальному условию у(х0) = у0. 

Точки области D, в которых нарушается единственность реше­

ния задачи Коши, называются особыми точками ДУ. 

§ 2. О С Н О В Н Ы Е Т И П Ы 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 
П Е Р В О Г О П О Р Я Д К А И М Е Т О Д Ы И Х Р Е Ш Е Н И Я 

1. Д У с р а з д е л е н н ы м и п е р е м е н н ы м и . 

Определение. Уравнение вида P(x)dx + Q(y)dy = О называется 

дифференциальным уравнением с разделенными переменными. 
Его решением будет общий интеграл вида 

\P(x)dx + \Q(y)dy = С , где С - произвольная постоянная. 

Пример 9.1. Найти общий интеграл Д У (5 + x)dx + ^ = 0 . 
2у + 1 

Решение. Проинтегрируем обе части равенства 

| (5 + x W + f — Q — = C, 5х + — + - l n | 2 y + l| = C 
J V ' 2y + l 2 2 1 1 

2. Д У с разделяющимися переменными. 

Определение. Уравнение в нормальной форме вида 

У (9.2) 

называется Д У с разделяющимися переменными. 
В дифференциальной форме Д У с разделяющимися переменны­

ми имеет вид 

М , (хЩ (y)dx +М2 (x)N2 (y)dy = О 
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Представляя у' в виде у' = — перепишем уравнение (9.2) сле-
dx 

д у ю щ и м образом: 

dx 

Далее разделим переменные, т. е. используя свойства пропорций, 
соберем слева функции, содержащие только переменную х, а справа 
- функции, содержащие переменную у: 

= /г (x)dx. 
Л ( у ) " 

Интегрируя обе части последнего равенства, получим общий ин­
теграл ДУ: 

'Х + С 

Пример 9 .2. Найти частное решение Д У 

ху' + у = 0, (9.3) 

удовлетворяющее начальному условию j ( l ) = 2 . 

Решение. Заменим у' = — и преобразуем уравнение 
dx 

xdy „ dy 
— 1 - + j = o = > x — = -y . 
dx dx 

„ dy dx 
Разделив переменные, получим уравнение — = . 

у X 

Интегрируя обе части последнего уравнения, запишем общий 
интеграл ДУ: 

l n | j | = - l n | x | + C . (9.4) 

Поскольку С - произвольная постоянная, то мы можем взять ее в 

логарифмическом виде, т.е. положить с = 1п|С| . Тогда решение (9.4) 

примет вид 
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l n | j | = - l n | x | + ln |C | . 

Воспользовавшись свойством логарифмов, перепишем последнее ра-
| С | 

венство в виде Inly = In 
С 

, откуда у = общее решение ДУ(9.3). 
х \х\ 

Найдем частное решение этого уравнения, удовлетворяющее за­
данному начальному условию. Подставив в формулу общего реше­
ния х=1 иу = 2, найдем значение постоянной С: 

С 
2 = — ^>С = 2. 

1 

2 
Следовательно, искомое частное решение Д У имеет вид у = — . 

х 
Замечание. В этом примере и в дальнейшем мы используем сле­
д у ю щ и е свойства логарифмов: 

1. I n x + In у = ln(x • у); 

2. I n x - In j = I n — ; 
У 

3. n • In x = In x" (n - действительное число). 

Пример 9.3. Найти общее решение Д У 

( x 2 + l ) j ' = x ( 2 j - l ) . 

Решение. Заменим у' = — и преобразуем уравнение: 
dx 

( x 2

+ l ) ^ = x ( 2 j - l ) , 
xdx 

' dx 4 2y-\ x 2 + 1 

Проинтегрируем обе части последнего уравнения: 

j- dy j- xdx 
J 2 v - l = J x 2 + l ' 
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Найдем интегралы: 

I 
dy \<2У) Ud(2y-l) 1 

- ln |2>>-l | + c, 
2y-l 2y-\ 2 J 2>> - 1 

л xdx , 1 ,/ ?ll л ? Х 1 r d\x' — = xdx = — d\xl\ = M - = — — i -

J x 2 + 1 2 V \ J x 2 + 1 2 J x 2 

1 ,d(x2 + l ) _ 1 
2-1 x 2 + l ~ 2 

= —lnx 2 +1 + c. 

где введено обозначение 2c = ln |C | . 

Воспользовавшись свойством логарифмов, находим общее ре ­
шение исходного уравнения: 

Пример 9.4. Решить уравнение xdx + ydy = О . 
2 2 

X V 
Решение. Интегрируя, находим общий интеграл д.у. + = Сх. 

Так как С1>0, то обозначив 2С1 через С 2 , будем иметь 

х2+у2=С2. Это уравнение задает семейство концентрических 

окружностей (рис.9.2) с центром в начале координат и радиусом С . 

Ц2у -1| = 1п|(х2 + \Ц 2у -1 = (х2 + l)c , или V = — I ( l + ( x 2

+ l ) c ) . 

Рис. 9.2 P k c . P . J 
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Пример 9. 5. Решить уравнение xdy = ydx. 

Решение. Разделяя переменные, получим — = — . Интегрируя по-
у х 

следнее уравнение, будем иметь: In у = In х + In С. Строго говоря, мы 

должны писать l n | j | = ln|x| + In С , где С > 0 . Однако допущенная 

в последнем уравнении вольность не отразится на окончательном вари­
анте, если после потенцирования произвольную постоянную С считать 
действительным числом. Потенцируя последнее уравнение, получим 
общее решение данного дифференциального уравнения: у = Сх. 
Это семейство прямых, проходящих через начало координат (рис. 9.3 ). 

Пример 9.6. Найти кривую, проходящую через точку А(-1,1) , что­
бы тангенс угла наклона касательной в любой ее точке был равен 
квадрату ординате точки касания. 

Решение. В любой точке М{х,у) искомой кривой угловой коэф­
фициент касательной равен квадрату ординаты точки касания. И с ­
ходя из геометрического смысла первой производной, получаем 

dy 2 

следующее дифференциальное уравнение: — = у . Решаем это 
dx 

dy я 1 1 

уравнение: — - = ах; = х + С; у = . 
у у х + С 

Полученное общее решение представляет семейство кривых. Из этого 
семейства необходимо выделить ту кривую, которая проходит через за­
данную точку. Подставив в общее решение начальные условия, получим: 

1 = => —1 + С = —1=>С = 0 . Следовательно, 
- 1 + С 

1 
у = уравнение искомой кривой. 

х 
Пример 9.7. Согласно закону Ньютона, скорость охлаждения тела про­
порциональна разности температур тела и окружающей среды. Известно, 
что в течение 20 мин тело охлаждается от 100° до 60°. Через сколько вре­
мени с момента начала охлаждения температура тела понизится до 30°, 
если температура окружающей среды составляет 20°? 
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Решение . Пусть х - температура тела в момент времени t. Охлаж­
дение - процесс неравномерный. С изменением разности темпера­
тур в течение процесса меняется также и скорость охлаждения тела. 
Переменная величина х зависит от переменной величины t. Ско-

dx г , 
рость изменения величины х есть производная — . Согласно усло-

dt 

вию задачи, дифференциальное уравнение, описывающее рассмат­

риваемый процесс охлаждения, имеет вид: — = к(х-20), где к -
dt 

некоторый коэффициент пропорциональности. 
dx 

Р е ш и м это уравнение: = kdt => In х - 20 = kt + In С => 
х - 2 0 ^\x^z2^ = kt^^z2^ = e ^ x = C e k t + 2 0 . 

С с 

Произвольную постоянную С определим из начального усло­

вия: при t0=0, температура тела х 0 = 1 0 0 ° . Имеем: 
100 = Се° + 2 0 = > С = 80 . Следовательно, х = 80е*' + 20 (*) есть ча­
стное решение , удовлетворяющее заданным начальным условиям. 

В задаче дано еще одно дополнительное условие: при 

tx = 20 мин, температура тела Xj = 6 0 ° . Используя эти данные, на­

ходим величину е к . Подставив в (*) х1 и tx, получим: 
j _ 

,20* 1 . „* 60 = ШШк + 2 0 ; е2 = - ; е = ^ - | . Подставив в (*) выражение 

t 

к f i V ° 
для е , получим: х = 801 — 1 + 2 0 (**). Чтобы ответить на вопрос 

задачи, надо найти то значение переменной t, которое соответству­

ет значению переменной х = 3 0 ° . Подставляя в (**)х = 3 0 ° , будем 
t е 

1 |̂ 20 1 f 1\го t 
иметь: 30 = 80 - + 2 0 = > - = - =^>3 = — =>f = 6 0 . 

\2) 8 [2) 20 

Таким образом, температура тела понизится до 30° через 1 час 
после начала охлаждения. 
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3. Однородное ДУ. 

Определение. Дифференциальное уравнение у' = f(x,y) назы­
вается однородным, если функция fix у?) удовлетворяет условию 

f(tx, ty) = fix, у), где t - параметр. 

Однородное Д У сводится к Д У с разделяющимися переменными 
с п о м о щ ь ю подстановки 

у = и{х)-х = и-х, у'=и'-х + и, 

где и = и{х) - новая неизвестная функция. 

Пример 9.8. Найти общее решение уравнения 

/ = Z + s i n Z 
X X 

Решение. Обозначив правую часть уравнения f(x,у) = — + sin—, 
X X 

находим / (tx, ty) = ^- + sin ^ = — + sin — = / ( х , у). 

Следовательно, данное уравнение является однородным. 
Для решения этого уравнения применим подстановку 

у = и{х)-х = их, у' = и'х + и, где и = и{х)— новая неизвестная 
функция. 

Уравнение примет вид 

и'х + и = — + sin — , u'x + u=u + sinu, u'x = sinu. 
х х 

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Решая 
его, находим 

du . du dx г du г dx 
х = s i n M , — = — , — = — , 

dx sinu x J sinu J x 
, i 1 1 

H & 2 
I и 

In x + In c| , tg — = cx, u= larctg cx . 

Так как и = —, то общее решение дифференциального уравне-
х 

ния имеет вид у = 2х • arctg сх . 

Пример 9.9. Записать уравнение кривой, у которой подкасательная 
равна сумме координат точки касания. 
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Решение. Если касательная, проведенная к кривой y = f(x) в точке 
м(х, у), пересекает ось Ох в точке А, а нормаль, проведенная через ту 
же точку м(х,у), пересекает ось Ох в точке В (рис. 9.4), то отрезок 
AM = Т называется длиной касательной, а отрезок ВМ = N называет­
ся длиной нормали. Проекция отрезка AM на ось Ох , то есть отрезок 
АР, называется подкасательной и обозначается через ST. Отрезок РВ 
называется поднормалью и обозначается SN . 

У=№ 

Из прямоугольного треугольника AMP следует, что = tga, 
S j 

где а - угол наклона касательной к оси Ох . Так как tga = у', то 

получаем уравнение — = у'. 
S у 

П о условию задачи подкасательная ST = х + у . Следовательно, 

имеем однородное уравнение: у' -. У 
х + у 

П о л о ж и м у = их, тогда у' = и'х + и ; 

и х + и и — и —и 
1 + W 

(l + u)du dx 

и х -
1 + и 

• и: их--
1 + и 

их + и 

и X -

хи 
х + хи 

и1 

1 + и 
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Интегрируя полученное уравнение с разделенными переменны-

1 I I I I 1 I I У 
ми, имеем: 1пЫ = 1пСх => —= 1пСхи . Так как и = —, 

и и X 

то — = 1п|Су| или х = у 1п|Су| - уравнение искомой кривой. 

4. Линейное Д У . 

Определение. Дифференциальное уравнение вида 

j / + P ( x ) j = Q ( x ) , (9.5) 

где Р(х), Q(x) - заданные функции, называется линейным ДУ отно­
сительно уму'. 

П р и решении линейного Д У можно применить подстановку 
Бернулли 

у = и(х) • v(x) = и • v, 

y' = u'v + uv', (9.6) 

где и = u(x),v = v(x) - новые неизвестные функции. 

Подставив формулы (9.6) в уравнение (9.5), получим 

u'v + uv'+ V(x)-u-v = Q(x). (9.7) 

Группируем первый и третий члены уравнения и выносим v за 
скобки: v(w' + Р(х) • и) + uv' = Q ( x ) . 

Выбираем функцию и(х) таким образом, чтобы выражение 
в скобках обращалось в нуль. Таким образом, получаем систему: 

ju' + P(x)-u = 0, 

I uv' = Q(x). 

Решая первое уравнение системы, находим одно из его частных 
решений и(х) (здесь полагаем с = 0). Подставляя затем и(х) во вто­
рое уравнение системы и решая его, находим функцию v(x). 
Пример 9.10. Решить дифференциальное уравнение 
ху' - 2у - х2 = 0 . 
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Решение. Разделим обе части уравнения на х и перепишем его 

У'--У = х. ( 9 .8 ) 
х 

2 
П о л у ч и м уравнение вида у ' + V(x)y = Q ( x ) , где Р ( х ) = — , 

х 
Q(x) = х . Это линейное ДУ. П р и м е н и м подстановку 

у = и(х) • v(x) = и • v , y' = u'v + uv', ( 9 .9 ) 

где и = u(x),v = v(x) - новые неизвестные функции. 

Подставим формулы ( 9 .9 ) в уравнение ( 9 .8 ) : 

, , 2uv 
u v + uv = х . 

х 

Группируем первый и третий члены и выносим v за скобки: 

v(u ) + uv = х . 
х 

Приравняем к н у л ю выражение, стоящее в скобках, и решаем 

систему уравнений 
' - — - С \ 

х ' ( 9 -Ю) 
UV = X. 

Первое уравнение системы ( 9 . 1 0 ) является уравнением с разде­
ляющимися переменными. Найдем одно из его решений: 

^, 2и du 2и du 2dx ^du 2 J ^ X • 1 | | 21 | | -

х /̂х х и х и X 

1п|и| = 1п X ; и — X 2 . Подставляя и = х2 во второе уравнение сис­

темы ( 9 . 1 0 ) , находим функцию v: 

2 i i 1 с dx , I I 

х - v = x ; v = —; v = — = In х + с . 
х J х 

Таким образом, получим общее решение исходного уравнения 

у = и • V = X2 (с + 1п |х|). 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Пример 9. 11. Записать уравнение кривой, которая проходит через 
точку ^4(l,l) и обладает тем свойством, что отрезок, отсекаемый 
касательной на оси ординат, равен абсциссе точки касания. 
Решение. Н а п и ш е м уравнение касательной в виде уравнения пря­
мой у = кх = Ь , где к - угловой коэффициент касательной, Ъ - от­
резок, отсекаемый касательной на оси ординат. Так как угловой ко­
эффициент к = у' ,то Ь = у-ху'. Согласно условию задачи Ъ = х 
или у - ху'= х . Полученное уравнение ху'-у = -х является ли­
нейным. Применяя подстановку у = и • v и выражение 
у' = u'v + uv', 

получаем x(u'v + uv')-uv = -х или, группируя члены и вынося 

за скобки множитель v , v{xu' - и) + xuv' = -х . 

Выберем функцию и так, чтобы выполнялось равенство 

хи' - и = 0 . Тогда уравнение v(xu' - и) + xuv' = -х примет вид: 

xuv' = —х. Из уравнения хи' — и = 0 находим, что и = х . Подстав-

Интегрируя последнее уравнение, находим v = In — . Тогда 

у = xln — - уравнение искомого семейства кривых. Чтобы выде­

лить из этого семейства искомую кривую, используем начальные 

условия j ( l ) = 1. П р и этих условиях 1 = In С или С = е . Следова­

тельно, у = хЫ— - уравнение искомой кривой. 

Замечание. Уравнение вида х' + P ( j ) x = Q ( j ) называется линейным 
Д У относительно х и х'. При его решении применяют подстановку: 

х 
С 

х 

X 

х = и(у) • v(y) = и • v , x' = u'v + uv'. 

5. Уравнение Бернулли. 

Определение. Уравнением Бернулли называется Д У вида 
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/ + P ( x ) j = Q ( x ) / (9.11) 

где пФО,пФ\ (при п = О уравнение (9.11) является линейным, 
а при п = 1 - уравнением с разделяющимися переменными) . 

Так же , как и линейное, уравнение Бернулли можно решать 

с п о м о щ ь ю подстановки у = и(х) • v(x) = u-v, j ' = z/v + h v ' и л и све­

сти к линейному уравнению с п о м о щ ь ю подстановки z = у1^" . 

Пример 9.12. Найти общее решение Д У у' + 4у = e~2x-Jy. 

Решение. Это уравнение Бернулли вида у' + P ( x ) j = Q ( x ) j " , 

где Р(х) = 4, Q(x) = e ~ 2 x , « = " J -

Сделаем подстановку 

у = и(х) • v(x) = и • v, y' = u'v + uv'. 
Уравнение примет вид 

u'v + uv' + 4uv = е~2х yjuv, v{u' + 4u) + uv' = e~2x 4u~v. 
Приравняем выражение в скобках к нулю и решим систему 

уравнений: 

[и' + 4и, 

uv =е -
2xy[u~v~. 

Из первого уравнения системы, находим функцию и : 

, , du du „ , 
и +4и = 0, и =-4и, — = -4и, — = - 4 а х , 

а х и 

\ — = - 4 а х , =>1пЫ = - 4 х , и=е~4х. 
: и 

Подставив и = е~4х в уравнение uv' = e~2x-Juv, получим уравнение 

4u~v' = e-2x^[v~, 4e~4xv' = e-2x-^, e ~ 2 V = e~ 2 x V^, v' = jv~. 
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Далее разделяем переменные и находим функцию v : 

dv г dv „ г- ^ 1 / ^ч 2 

— = Vv, —i= = dx => 2Vv = х + С, v = — (х + С j 
dx д/v 4 

Значит, общее решение уравнения имеет вид 

y = u-v = -e-4x(x + Cf. 

Пример 9.13. Определить тип Д У 1-го порядка и указать метод его 
решения. 

а)(х + ху2)у' = у + х2у; б) 2хуу' = х2 + у2; ъ)х2у' = ху + 2. 

Решение. 
а) В уравнении (х + x j 2 ) j ' = у + х2у вынесем общие множители 

за скобки: x(l + у2)у'= j ( l + x 2 ) . 

Это уравнение является уравнением с разделяющимися пере-
dy 

менными. П р и его решении заменяем у =—, разделяем перемен­
ах 

ные и интегрируем: 

L 2\dy L 2\ 1 + У2 л 1 + х 2 , х\1 + у ) — = у\[ + х ) , — dy = dx, 
dx у х 

\ ^ + ^ dy = f ^ + Х dx • 
у х 

б) В уравнении 2хуу' = х2 + у2 правая часть такова, что ее нель­

зя представить в виде произведения, а затем разделить переменные. 
Разрешим уравнение относительно производной 

2 2 

2х>> 

х 2 + v 2 

Обозначим f(x,y) = — • Находим 
2ху 
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Следовательно, уравнение является однородным ДУ. Для его 
решения применим подстановку 

у = и • х, у' = и' • X + и , 

где и = и(х) - новая неизвестная функция. 
2 2 

Кроме этого, уравнение у = можно записать в виде 
2ху 

у = £ + 1 и л и y - Z = - i , (9.12) 
2у 2х 2х 2у 

Уравнение (9.12) является уравнением Бернулли вида 

y' + F(x)y = Q(x)y", Г д е Р ( х ) = - ^ - , Q(x) = ^ , п = -1. 
2х 2 

Это уравнение можно решать с п о м о щ ь ю подстановки у = и - v, 

у' = u'v + uv', где и = и(х), v = v(x) - новые неизвестные функции. 

в) Разрешим уравнение х2у' = ху + 2 относительно производной 

и преобразуем его: 

? = У = У~Л> У ' - У — \ - (9-13) 

х х х х х 

Уравнение (9.13) является линейным уравнением 
У + P ( x ) j = Q ( x ) , где Р(х) = - - , Q(x) = \ . 

X X 

Это уравнение можно решать с п о м о щ ь ю подстановки 

y = u-v, у' = u'v + uv', 

где и = u(x),v = v(x) - новые неизвестные функции. 

§ 3. О Б Ы К Н О В Е Н Н Ы Е Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е 
У Р А В Н Е Н И Я В Т О Р О Г О П О Р Я Д К А 

Определение. Дифференциальным уравнением второго порядка 
называется уравнение вида 
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F(x,y,y',y") = 0, (9.14) 

где x - независимая переменная, у - неизвестная функция, а у', у" -
первая и вторая производные этой функции. 

Если уравнение (9.14) разрешимо относительно у", то его можно 
записать в виде 

Определение. Общим решением ДУ 2-го порядка называется 
функция у = ср(х,с1,с2), которая при л ю б ы х значениях постоянных 

C j , с2 является решением этого уравнения. 

Определение. Решение, которое получается из общего решения 
при фиксированных значениях постоянных с1, с2, называется ча­
стным решением ДУ. 

Задача Коши для ДУ 2-го порядка: найти частное решение ДУ (9.14), 
удовлетворяющее начальным условиям у(х0 ) = у0, у'(х0) = у'0. 

Геометрически задача К о ш и означает, что из множества инте­
гральных кривых выбирается та, которая проходит через точку 
(x 0 ; j 0 ) и имеет в этой точке угловой коэффициент касательной у'0. 

Теорема Коши (о существовании и единственности решения задачи 
Коши для ДУ 2-го порядка). Если в ДУ у" = fix,у, у') функция 
fix,у,у') и ее частные производные f'y,f" непрерывны в некоторой 

области D пространства, то для любой точки ( х 0 ; у0; у'0) е D сущест­
вует единственное решение у(х) этого уравнения, удовлетворяющее на­
чальным условиям j ( x 0 ) = у0, у\х0) = у'0. 

§ 4. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я В Т О Р О Г О 
П О Р Я Д К А , Д О П У С К А Ю Щ И Е П О Н И Ж Е Н И Я П О Р Я Д К А 

Рассмотрим некоторые частные случаи дифференциальных 
уравнений второго порядка Fix,у, у',у") = 0 . 

1. Д У второго порядка, не содержащие явно у иу'. 
Рассмотрим уравнение 

у" = fix, у, у') (9.15) 

y" = fix). (9.16) 
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Последовательно дважды интегрируя обе части уравнения 
(9.16), находим общее решение Д У 

У' = \ f{x)fr + (х) + С 1 ( 

У = \<P\ {x)dx + C j X + с2 = q>2(х) + сгх + с2. 

Пример 9.14. Найти частное решение Д У j " = 4 c o s 2 x , 
удовлетворяющее начальным условиям у(0) = 1, у' (0) = 1. 
Решение. Дважды интегрируя, находим 

у' = J 4 cos 2xdx =2 sin 2 х + с1 

у = j" (2 sin 2 х + Cj )dx + с 2 = 2J sin 2xdx + сх J dx + c2 = - c o s 2 x + C j X + c 

Таким образом, получим общее решение ДУ: 

у = - c o s 2 x + C j X + с 2 . 

Используя начальные условия, найдем частное решение уравнения 

у(0) = - cos 0 + Cj • 0 + с 2 = 1 ^ > с 2 = 2 , 

j ' ( 0 ) = 2 s i n 0 + c 1 = 1 = > С ! = 1 . 

Следовательно, искомое частное решение имеет вид 

j = - c o s 2 x + x + 2 . 

2. Д У второго порядка, не содержащие явно функцию у. 

Рассмотрим уравнение 

F(x,y',y") = 0. (9.17) 

Применяя подстановку 

y' = z(x), y" = z'(x), 

получим дифференциальное уравнение первого порядка вида 

F(x,z,z') = 0. 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Решив это уравнение, найдем функцию z = <р{х, с , ) - общее 

решение. 
Затем решаем уравнение первого порядка с разделяющимися 

переменными 

у' = (р{х,сх), 

из которого находим искомую функцию у = J ср(х, с, )dx + с2. 

Пример 9.15. Найти частное решение Д У у' - ху" = 1, 

удовлетворяющее начальным условиям у{\) = О, у'(1) = 3 . 

Решение. Это неполное уравнение второго порядка, не содержащее 
явно искомую функцию у. 

Порядок этого уравнения можно понизить, положив 
у' = z(x) => у" = z'(x). Уравнение после подстановки примет вид: 

z-xz =\ <=> XZ = z -1 . 

Разделим переменные и найдем функцию z = z(x): 

dz л dz dx 
x— = z - \ , = —, 

dx z -1 x 

J - ^ - = J — ^ > ln|z - l| = ln|x| + ln|cjI 

=> ln|z - l| = ln|xCj I => Z - 1 = XC j 

Z = XC j + 1 . 

Возвращаясь к переменной у, получим уравнение первого 
порядка 

у' = XC j + 1 . 

Прежде чем интегрировать это уравнение, целесообразно 
определить значение постоянной сг, используя заданные 

начальные условия j ' ( l ) = 3 : 3 = 1 - с 1 + 1 = > с 1 = 3 - 1 = 2 . 
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Подставляя сг = 2 в уравнение у' = хсг + 1 , получим уравнение 

у' = 2х + 1 , откуда находим 

У = \ (2х + \)dx 
2х2

 2 

Ь Х + Сп = X +Х + с п 

Наконец, используя начальные условия j ( l ) = 0 , определим с 2 

0 = 1 + 1 + с , ' 2 ^2 — ^ • 

,2 Получаем искомое частное решение: у = х + х - 2 . 
Замечание. П р и отыскании частных решений уравнений 

высших порядков нет необходимости сначала находить общее 
решение, а лишь затем определять значение всех постоянных. 
Лучше определять значения каждой постоянной немедленно после 
того, как она появляется в процессе решения. 

3. Д У второго порядка, не содержащие 
явно независимую переменную. 

П р и решении уравнения вида 

F(y,y',y") = 0 (9.18) 

применяем подстановку 

ay ах ay 

П о л у ч и м дифференциальное уравнение первого порядка: 

F J . Р, Р- — 

Найдем общее решение этого уравнения р = q>(y, с1) 

и подставим р = — . Затем решаем уравнение первого порядка 
dx 

с разделяющимися переменными у' = (р(у,сг), из которого находим 

искомую функцию: [ — л = х + с2. 
(ЮЛ) 
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Пример 9.16. Найти частное решение уравнения 2уу" = (у')2, 
удовлетворяющее начальным условиям: у(-1) = 4; j ' ( - l ) = 1. 

Решение. Данное уравнение второго порядка не содержит явно 

независимую переменную. П р и м е н и м подстановку у' = р(у) = р, 

где р = р{у) - новая неизвестная функция переменной у . 

гг „ Ф 
1 огда у = р — и уравнение примет вид 

2ур— = р2; 2ур — -р2=0; р\2у- 0. 

Если приравнять н у л ю первый множитель , то получаем: 

р = 0=>у' = 0=>у = С. Н о это решение не удовлетворяет началь­

ному условию у'{-1) = 1, а значит является посторонним. 

Приравняем к нулю второй множитель: 

р = с1У[у или у' = с1Л[у. 

Используя начальные условия у = 4, у' = 1 при х = - 1 , находим с1: 

1 = с 1 Л / 4 ; 
1 

1 2 

Далее решаем уравнение у' = -^л]~у': 

dy 1 , , г~ 1 —j= = —ax; 2у]у=—х+с2. 

л]У 2 2 

Теперь определим значение с2 из условия у = 4 при х = - 1 

2 - Д = - ( - 1 ) + с 2 ; 4 = с 2 - - ; с 2 = - . 
2 2 2 
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откуда получаем искомое частное решение 

J = - L ( x + 9 ) 2 . 
16 

§ 5. Л И Н Е Й Н Ы Е Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е 
У Р А В Н Е Н И Я В Т О Р О Г О П О Р Я Д К А 

Определение. Линейным дифференциальным уравнением п-го 
порядка называется уравнение вида 

+a1(x)yi"-l> + ... + ап{х)у = Д х ) , (9.20) 

где а1 ( х ) , . . . ,ап(х), Д х ) - некоторые заданные функции. 

Если f(x) Ф 0 , то уравнение (9.20) называется неоднородным. 

Если Д х ) = 0 , то уравнение (9.20) называется однородным. 

Рассмотрим линейное неоднородное Д У 2-го порядка 

у" + а1(х)у' + а2(х)у = /(х) (9.21) 

и соответствующее ему однородное уравнение 

у' + а1(х)у' + а2(х)у = 0. (9.22) 

Будем предполагать, что функции а Д х ) , а 2 ( х ) , Д х ) 

непрерывны. Это обеспечивает существование и единственность 
решения задачи Коши. 

Определение. Функции уг и у2 называются линейно зависимыми 

(л. з.) на интервале (а,Ъ), если Z _ = const для любого х е (а, Ъ). 
Уг 

Определение. Если — ^ const для любого х е (а, Ь), то 
У2 

функции уг и j 2 называются линейно независимыми (л. н. з.) на 

этом интервале. 
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Например , функции 

1) х и х - л. н. з., т. к. — = — Ф cons t ; 
X X 

2) х и 2х - л. з., т. к. — = — = cons t ; 
2x 2 

3) s i n x и c o s x - л. н. з., т. к. s inx tgx Ф cons t . 
cosx 

Определение. Любые два линейно независимые решения 
линейного однородного ДУ 2-го порядка называются 
фундаментальной системой решений этого уравнения. 

Теорема 1 (о структуре общего решения линейного однородного 
ДУ 2-го порядка) . Если ух и у2 - фундаментальная система 

решений однородного уравнения (9.22), то общее решение этого 
уравнения имеет вид 

где C j , с 2 - произвольные постоянные. 
Теорема 2 (о структуре общего решения линейного неоднород­

ного ДУ). Общее решение у линейного неоднородного ДУ (9.21) 

есть сумма общего решения у соответствующего однородного 

уравнения (9.22) и частного решения у* неоднородного уравнения 

(9.21), т. е. у = у+ у*. 

§ 6. Л И Н Е Й Н Ы Е О Д Н О Р О Д Н Ы Е 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я 
С П О С Т О Я Н Н Ы М И К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И 

Рассмотрим линейное однородное Д У 2-го порядка 

где р и q - некоторые действительные числа. 

Будем искать частное решение ДУ (9.23) в виде у = е к х , где 

k = cons t . Тогда у1' = к&кх, j " = £ 2 e f a . 

Подставляя у , у ' , у " в уравнение (9.23), приходим к уравнению 

y" + py' + qy = 0, (9.23) 
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^e^ +pkekx +qekx = 0 . (9.24) 

Разделив обе части (9.24) на e f a ( e f a Ф 0 ) , получим 

характеристическое уравнение для данного дифференциального 
уравнения: 

k2 + pk + q = Q (9.25) 

Квадратное уравнение (9.25) имеет два корня, ^ и к2. 
Рассмотрим три различных случая. 

I . Если к 1 , А 2 - действительные, причем к 1 Ф к 2 , то общее 
решение уравнения записывается в виде 

y = CxQ 
к^х ^ к7х 

П. Если k j = к 2 , то общее решение Д У имеет вид 

k-,x / , \ 

у = е 1 (сг +с2х) 
I I I . Если k j = а +i/3 и к 2 = а - ij3 - комплексные числа, то об­

щее решение имеет вид 

у = еса (cj cos Дг + с 2 sin Дх) 

где с1,с2 - произвольные постоянные. 

Пример 9.17. Найти общее решение Д У у" - у' - 6у = 0 . 

Решение. Составим характеристическое уравнение к2 - к - 6 = 0 
и найдем его корни: 

D = \ 2 - 4 ( - б ) = 2 5 , * 1 2 = 1 ± ^ 1 = 1 ± 1 , *, = - 2 Д 2 = 3 . 
• 2 2 

Так как кг Фк2 - действительные различные, то общее решение 

Д У имеет вид у = сгс~2х + с2е3х . 

Пример 9.18. Найти частное решение Д У 

4у"-4у' + у = 0, у(0) = 2, уЩ = 4. 

Решение. Составим характеристическое уравнение 
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4 ^ 2 - 4 ^ + 1 = 0 

и найдем его корни: D = 42 - 4 - 4 = 0, => 

Общее решение дифференциального уравнения имеет вид 

ъ- ъ- 4 1 к, =кп = — =—. 
8 2 

у = е2(с1 +с2х). 

Найдем частное решение, удовлетворяющее заданным началь­
ным условиям: 

1 
У - е 2 (с, + с2х) + е 2 с 2 

получим систему уравнении 

' е 0 ^ +с2 -0) = 2 , 

1 е

0 ( с 1 + с 2 - 0 ) + е 0 с 2 = 4 , 

с, = 2 , 

— с, + с 0 

с, = 2 , 

с2 = 3 . 

Следовательно, частное решение Д У имеет вид 

X 
у = е2(2 + 3х). 

Пример 9.19. Найти общее решение Д У 

у" + 4у' + \3у = 0. 

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид 

к2 + 4 ^ + 13 = 0 . 

D = 42 - 4 • 13 = 16 - 52 = - 3 6 < 0 , 

- 4 ±^Г36 - 4 ±61 
-2 - 3/. 2 ± 3 / , к =-2 + 3/, £. 

2 2 

Общее решение Д У запишется в виде 

у = Q ~ 2 X ( C X cos Зх + с 2 sin З х ) . 

Аналогично строится общее решение для однородного диффе­
ренциального уравнения порядка п > 2 . 
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§ 7. Р Е Ш Е Н И Е Л И Н Е Й Н Ы Х Н Е О Д Н О Р О Д Н Ы Х 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 
С П О С Т О Я Н Н Ы М И К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И 
И С П Е Ц И А Л Ь Н О Й П Р А В О Й Ч А С Т Ь Ю . 
( М Е Т О Д Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Х К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В ) 

Рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное уравне­
ние вида 

у" + РУ' + ЧУ = Дх), (9.26) 

где р и q - некоторые действительные числа. 

Соответствующее ему однородное Д У имеет вид 

y" + py' + qy = 0, (9.27) 

Характеристическое уравнение 

к2 + pk + q = О . 

Общее решение уравнения (9.26) на основании теоремы 2 из § 5 
будем искать в виде 

У = У+У*, 

где у - общее решение однородного Д У (9.27), у* - частное ре­

шение неоднородного Д У (9.26). 
Рассмотрим случаи, когда вид правой части f(x) уравнения 

(9.26) позволяет найти частное решение у* методом неопределен­

ных коэффициентов. 

1) Пусть f(x) = eaxPn(x), 

где Рп(х) = а0х" + а 1 х " ~ 1 +... + ап - многочлен степени п. 

Частное решение уравнения (9.26) ищем в виде 

у' = xreaxQn(x), 

где г - число корней характеристического уравнения, совпадаю­
щ и х с а ( г = 0, 1 или 2), Qn(х) - многочлен степени п с неопреде­
ленными коэффициентами: 

Q0(x) = A, Ql{x) = Ax + B , <22(Х) = А Х 2 + В Х + С И Т . Д . 
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2) Пусть f(x) = Mcosftx + Nsinfix, 

где M и N - некоторые числа. 
Частное решение ищем в виде 

у = xr (Acospx + Bsinpx), 

где г - число корней характеристического уравнения, совпадаю­
щ и х с /й ( г = 0 или 1), А и В - неопределенные коэффициенты. 

3) Рассмотрим общий случай, когда 

f(x) = eax(Pl (x)cosfix + Rm (x)smfix) , 

где Р{(х) и Rm(x) - многочлены. Частное решение дифференци­

ального уравнения ищем в виде 

у" =xreax(Qn (x)cosftx + Sn (x)s\nf]x), 

где г - число корней характеристического уравнения, совпадаю­
щ и х с a+ij3 ( г = 0 или 1), Qn(x), Sn(x) - многочлены степени 
п = т а х ( / , т) с неопределенными коэффициентами. 

Для того, чтобы найти неопределенные коэффициенты, находим 
г г/ г г/ 

у ,у и подставляем у ,у ,у в левую часть уравнения (9.26). 
Приравнивая коэффициенты при линейно независимых функциях, 
составляем систему линейных уравнений для нахождения неопре­
деленных коэффициентов . Решив полученную систему, найдем ре ­
шение у*. 
Пример 9.20. Найти общее решение Д У у" - 4у = (4х + 2)е2х. 

Решение. Найдем решение соответствующего, однородного Д У 

у"-4у = 0. 

Характеристическое уравнение к2 - 4 = 0 имеет 2 различных 
действительных корня к1 = 2 , к2=—2. 

Общее решение однородного Д У имеет вид 

у = CXQ2x +с2е~2х. 
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Найдем частное решение у неоднородного ДУ. Правая часть 

уравнения имеет вид 

Л х ) = е 2 х ( 4 х + 2) = е ^ „ ( х ) , 

где а = 2, п = 1. Так как а = кг, а Ф к2, то число совпадений г = 1. 
* 

Поэтому частное решение у ищем в виде 

у* = xrQaxQn(x) = xlQ2xQl (х) = хе2х (Ах + В) или 

у* = е2х(Ах2 +Вх), 
Г 

у* =2е2х(Ах2+Вх) + е2х(2Ах + В), 
tt 

у* = 4е2х(Ах2 +Вх) + 2е2х(2Ах + В) + 2е2х(2Ах + В) + е2х2А, 

Подставив у , у , у в исходное ДУ, получим уравнение 

е 2 х (4 Ах+4Вх + %Ах+4В + 2А) - 4е2х (Ах2 + Вх) = (4х + 2)е2х. 

Разделив обе части уравнения на е 2 х , получим 

4Ах2 + 4Вх + Ых + 4В + 2А- 4Ах2 - 4Вх = 4х + 2 . 

Приводя подобные члены, приходим к уравнению 

Ых + 4В + 2А = 4х + 2 . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, полу­
чим систему уравнений для определения А и В: 

х 
о ^ => Л = — , 5 = —. 

4 5 + 2 ^ = 2, 2 4 

Следовательно, частное решение неоднородного Д У имеет вид 

V* = х е 2 х ( - х + - ) = - х е 2 х ( 2 х + 1). 
2 4 4 

Запишем общее решение неоднородного уравнения 

у = у + у* = C l e 2 x + с 2 е ~ 2 х +-^-х(2х + 1 ) е 2 х . 
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Пример 9.21. Найти общее решение дифференциального уравнения 

у" + у = cos2x . 

Решение. Запишем соответствующее однородное Д У 

у" + у = о. 

Характеристическое уравнение к2 + 1 = 0 имеет 2 комплексно-
сопряженных корня кг = /, к2 = —i. 

Общее решение однородного уравнения 

у = Cj cos х + с2 sin X . 

Правая часть уравнения / ( х ) = cos 2х=М cos /Зх + Nsinpx, где 

М = 1, N = 0 , /3 = 2 . Так как f3i = 2i и /Я Ф кх, /?/ Ф к2, то число 

совпадений г = 0 . 
Частное решение неоднородного Д У ищем в виде 

у* =xr (A cos /2с + 5 sin pY) или 

j * = A cos 2х + В sin 2х, J* = -2^4 sin 2х + 2В cos 2х, 

у = —4А cos 2х — 4В sin 2х. 

* * 

Подставим у , у в исходное ДУ: 

- ЗА cos 2х - 3 5 sin 2х = cos 2х . 

Приравнивая коэффициенты при cos 2х и sin 2х , получим систему 

c o s 2 x sin 2х 

-3,4 = 1 1 
[ А = — , 5 = 0. 

• 3 5 = 0 3 

Следовательно, у* = - ^ - c o s 2 x - частное решение неоднородно­

го дифференциального уравнения. 
Общее решение неоднородного Д У имеет вид: 

~ * • 1 п 

У = У+У = с\ c o s x + c 2 s i n x - — c o s 2 x . 
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Пример 9.22. Указать вид частного решения у линейного 

неоднородного Д У второго порядка у" ~^у' - fix), 

если правая часть уравнения fix) имеет вид 

a) f(x)=x2e2x; б ) / ( х ) = З х - 1 ; в ) f(x) = 2sin4х . 

Решение. Составим характеристическое уравнение и найдем его 
корни: 

к2 -4к = 0^к(к-4)=0^ 

кг = О, к2 = 4 - характеристические числа. 

Проанализируем правую часть ДУ. 

а) f(x)=x2e2x =¥п(х)еса,тде Р „ ( х ) = х 2 , п = 2 , а = 2. 

Поскольку к1 Фа и к2Фа, то число совпадений г = О. 

Поэтому частное решение у* Д У ищем в виде 

у* =xrecaQn(x)=x°e2xq2(x) = e2x(Ax2 +Вх + с), 

где А,В,С- действительные числа, которые будут определены далее. 

б) / ( х ) = З х - 1 = Р п ( х ) е а ж , г д е Р„(х) = З х - 1 , п = \ , а = 0. 

Поскольку кг = а = 0 , к2Фа , то число совпадений г = 1. 

Следовательно, частное решение у* Д У ищем в виде 

у* =xremQn(x) = xle0xQl(x) = x(Ax + B) = Ax2 +Вх, 

где А, В - действительные числа, которые будут определены далее. 
в ) / ( x ) = 2 s i n 4 x = M c o s / ? x + 7Vsin/&:,rfle М = 0 , N = 2, 6 = 4 . 

Поскольку pi = 4i, а кг Ф pi, к2 Ф pi, то число совпадений 

г = 0 . Следовательно, частное решение у* Д У ищем в виде 

у* = xr {A cos Рх + В sin Рх) = х° (A cos 4х + В sin 4х) = 

= A cos 4х + В sin 4 х , 

где А, В - действительные числа, которые будут определены далее. 
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§ 8. С И С Т Е М Ы Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

Определение. Система уравнений вида 

'у[=Мх, у1,у2,..-,у„), 

у'2 = Л ( Х > У\,У2>~->уЛ 

Уп=/п(Х>У\>У2>—>УП)-

называется нормальной системой дифференциальных уравнений. 
Определение. Число уравнений, входящих в систему, 

называется порядком этой системы. 
Возьмем в качестве независимой переменной / . Пусть 

х = x(t), у = y{t) - функции этой переменной. Рассмотрим систему 
дифференциальных уравнений 2-го порядка 

Определение. Решением системы (9.28) на некотором 
промежутке называется совокупность функций x{t), y{t), которая 
обращает все уравнения системы на этом промежутке в тождества. 

Определение. Общим решением системы (9.28) является сово­
купность функций 

которая при л ю б ы х значениях постоянных сг, с2 является 

решением системы. 
Определение. Решение, которое получается из общего решения 

при фиксированных значениях произвольных постоянных, 
называется частным решением системы. 

Задача Коши для системы дифференциальных уравнений (9.28) 
состоит в нахождении частного решения этой системы x{t), y{t), 

удовлетворяющего начальным условиям x(t0) = х 0 , y(t0) = у0, где 

t0, х 0 , у0 - заданные числа. 

(9.28) 

_ dx dy 
где введены обозначения х = — , у = —. 

dt dt 

x = <Pi(t, сг,с2), У = <Рг(*, сг,с2), 
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Система (9.28) имеет физический смысл и называется динамиче­
ской системой. Она определяет скорость (х,у) движущейся 

в плоскости материальной точки в любой момент времени t. Реше­
ние системы (9.28) х = x(t), у = y(t) - это параметрическое 
уравнение траектории движения точки. Начальные условия задают 
положение материальной точки в момент времени t 0 . 

Одним из основных методов решения систем дифференциальных 
уравнений является метод исключения неизвестных, с помощью 
которого система дифференциальных уравнений (9.28) сводится 
к дифференциальному уравнению второго порядка от одной 
неизвестной функции. Рассмотрим этот метод на примере. 
Пример 9 .23. Найти решение системы Д У 

х = 2х-у, ( 9 2 9 ) 

у = -х + 2у 

Решение. Решение системы будем проводить в несколько этапов. 
1) Выразим из первого уравнения системы у : 

у = 2х - х => у = 2х - х.. (9.30) 

2) Подставим (9.30) во второе уравнение системы и преобразуем 
его: 2х - х = - х + 2(2х - х ) , 2х - х = -х + 4х - 2х, 

х - 4 х + 3х = 0 (9.31) 

Получили линейное однородное дифференциальное уравнение 
второго порядка относительно неизвестной функции х = х(^) . 

3) Решая уравнение (9.31), находим функцию х : 
х - 4х + Зх = 0 , 

k2-4k + 3 = 0 кх=\,к2=Ъ, 

х = С1е'+с2е3' (9.32) 

- общее решение уравнения (9.31). 
4 )Подставив (9.32) в формулу (9.30), находим функцию у : 

у = 2(2с^е' +c2e3t -(с^е' + 3c2o3t) = clQt -c2e3t. 

Таким образом, получим общее решение системы (9.29): 
jC — С|С ~\~ C s ^ 

t 3/ 
у = Cje - с 2 е . 
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МАТЕРИАЛЫ ДЛЯ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

1. Проверить , является ли функция у = х' 
( 1\ 

\ + Се* где С 

произвольная постоянная, решением дифференциального уравне­
ния х2у' + (l - 2х)у = х2 ? 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения с раз­
деленными переменными: 

a) y2dy = sin xdx ; б) — = (х + l)ax . 
У 

3. Найти общее решение дифференциального уравнения с раз­
деляющимися переменными: 

х у' 
а)ху' = — ; б) = у; в) ху' = х2у + З х 2 ; 

J c o s x 

г) бхах - ydy - xydy + 3xydx = 0 . 

4. Найти частное решение дифференциального уравнения с раз­
деляющимися переменными: 

а) (х + xy)dy + {у- xy)dx = 0 , у(\) = 1; 

б) y'-(2y + \)ctgx = 0, У[^\\ = \ -

5. Дано дифференциальное уравнение ху' = 3у. 

Найти: 
а) общее решение дифференциального уравнения; 
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б) частное решение дифференциального уравнения, удовлетво­
ряющее заданным начальным условиям j ( l ) = 1; 

в) построить интегральные кривые дифференциального уравнения. 
6. Найти уравнение кривой, проходящей через точку А(0,-2) , 

чтобы угловой коэффициент касательной в любой ее точке был ра­
вен ординате этой точки, увеличенной на 3 единицы. 

7. Температура вынутого из печи хлеба в течение 20 мин падает 
от 100° до 60°. Температура воздуха равна 25°. Через сколько вре­
мени от начала охлаждения температура хлеба понизится до 30°? 

8. Найти общее решение однородного дифференциального 
уравнения а) 2хуу' = у2 - 4х2, б) 2х2у' - х2 - у2 = 0 . 

9. Найти общее решение линейных дифференциальных уравнений: 

а ) у ' + у - 2 х = о ; б) ху' + х*у-- = о; 
X 

в)* ydx = (4у 3 + Зу2 - x)dy . 

10. Найти общее решение дифференциального уравнения Бер­

нулли у' + 4ху = 2хе~х д / j ; 

11. Решить задачу Коши: 

а) 2xydx+(y-x2)dy = 0, у(-2)=4 

б) у' = 2у-х + ех, у(0)=-1. 

12. У к а з а т ь т и п ы д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й и м е т о д ы их 
р е ш е н и я 

a) ydx = (x + y)dy; 

\ г х 5 
в) у = ; 

у 

д) (х + \)у'-2у = у2(х + \У; 

ж) у' = е 2 х - е х у ; 

б) y2dx + (x + 2)dy = 0; 

г) х3у2у' + х2у3 = 1 ; 

е) y + ^ = 3 x 2 V 7 ; 
х 

з) j ' c o s x = ^ — . 
In у 
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13. Записать уравнение кривой, у которой подкасательная равна 
среднему арифметическому координат точки касания. 

14. Записать уравнение кривой, которая проходит через точку 

.4(1, l) и обладает тем свойствам, что отрезок, отсекаемый каса­

тельной на оси ординат, равен квадрату абсциссы точки касания. 

15. Проинтегрировать уравнения: 

а) у" = х2 -s inx; б) у'= у"/х; в)уу" = у'. 

16. Решить задачу Коши: 

а ) / = ^ , Х 1 ) = 3 , / ( 1 ) = 1; 
х 

б ) ( 1 + х 2 )У' = 2хУ, у(0) = 1, У(0) = 3 ; 

в) у" = е2\у(0) = 0,уЩ = \. 

17. Определить, каким способом решаются предложенные д.у. 

a) (y"f + (у'У = 1 ; б) ху" - у' = х2 +1; в) 2уу" + (у")2 = (у')4; 

г ) - £ т = 1 ; Д)(У"У-УУ = { ^ ) 2 ; е ) 1 п х = ^ . 
х + 1 V х / х 

18. Найти общее решение для следующих однородных линейных 
дифференциальных уравнений второго порядка: 

а) У " - 2 / - 4 У = 0; 

б) у" + 6у' + 9у = 0; 

в) j " - 6 j ' + 1 8 j = 0; 

г) j " - 2 j ' - 8 j = 0 

19. Найти частные решения д.у. при указанных начальных условиях: 

а) у" + у'-2у = 0; у(о) = 3 ; / (о ) = 0 ; 
б) j " + 8 y + 1 6 j = 0; Я0 ) = 3 ; У ( 0 ) = - 2 ; 

в) у" + 2у' + 5у = 0; у(о) = 2; у'(о) = 0 . 

156 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



20. Найти общее решение для следующих однородных 
линейных дифференциальных уравнений в ы с ш и х порядков: 

а) у'" - 5у" + 1 6 / - \2у = 0; б) yw - 8 j " + 7 у = 0; 

в) У - byw + 9у'" = 0; г) у* - ЗУ + 3yw = 0. 

21 . Найти частные решения следующих неоднородных 
уравнений, удовлетворяющих указанным начальным условиям 
(решить задачу Коши) . 

а) у"-у = Ъе2\у(0) = -1,У(0) = 0. 

б) у"-у' = -2хе6\у(0) = 0,уЩ = 2. 

в) У-Зу' + 2у = е3*(х2 +х),у(0) = 1,уЩ = -2. 

г) у"-4у' = х + \,у(0) = \,уЩ = -2. 

д) у" - 2у' + 2у = 4е* c o s x , у (я) = е\у\п) = е" 

е) у" + 9у = 4 ( s i n 2 x + c o s 2 x ) , у { п ) = у'{тс) = 2тс. 

22. Для каждого из данных неоднородных линейных 
дифференциальных уравнений определить и записать структуру его 
частного решения. (Числовых значений неопределенных 
коэффициентов не находить.) 

a ) j / ' - 8 j / + 1 6 j = e

4 * ( l - x ) . 

б) у''-Зу1' = е3х - 2 8 х . 

в) у"+ \6у = x s i n 4 x . 

г) У" + у" = 2х + е-х. 

Д) j " - 4 y ' = 2 c o s 2 4 x . 

23. Найти общие решения данных линейных уравнений. 

а) у" + 4у = c o s 2 х. 

б) у" + 5у' + 6у = е-х +е-2х. 
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в) у" + 4у = 1/sin 2 х. 

г) y"' + y' = tgx. 

24. Найти общие решения данных однородных систем 
уравнений, методом исключения: 

а) \х = -7х + у, ^ \х = х-3у 

у = -2х- 5у; [у = Зх + у; 

С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н А Я Р А Б О Т А 

Вариант 1. 

1. Найти частное решение д.у.: 

а) [у + 3) dy = 3x2dx, у(- 2) = О ; 

_ч . s i n x , ч 

б) tgxy' = , у{6) = 2. 
У 

Вариант 2. 

2. Найти частное решение д.у.: 

a )4y 3 dy = {2x-l)dx, у(о) = 1; 

6)ctgxy> = ^ , у(0)=2. 
У 

Д о м а ш н е е задание 

1. Дано дифференциальное уравнение ху' - 2у = 0 . 

Найти: 
а) общее решение дифференциального уравнения; 
б) частное решение дифференциального уравнения, удовлетво­

ряющее заданным начальным условиям j ( l ) = 1; 
в) построить интегральные кривые дифференциального уравнения. 
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С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н А Я Р А Б О Т А 

Вариант 1. 

1. Решить задачу Коши: 
а) xdy = (y + x3)dx, у(2) = 4 ; 

б) у' + ху-у3 = 0 , у{-\) = 0. 

Вариант 2. 

2. Решить задачу Коши: 

a) xdy + (у - х + \)dx = 0 , y(l) = 3 ; 

б)у'-^ = - у \ у(1)=-1. 
х 

Д о м а ш н е е задание 
1. Определить тип предложенных дифференциальных 

ний и решить одно из них: 

С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н А Я Р А Б О Т А 

Вариант 1. 

1. Проинтегрировать уравнение х2у" = у'2. 

2. Решить задачу К о ш и 2у'2 = (у - Г)у", у(0) = 0, у'(0) = 1. 

Вариант 2. 

1. Проинтегрировать уравнение ху" - у' = х2ех. 

2. Решить задачу К о ш и у3у" + 1 = 0 ,у( \ ) = 1, у'(\) = 0. 

а) 2х2у'-х2 - у2 = 0 ; б) ху'-5у = е*-х6; 
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Д о м а ш н е е задание 

1. Проинтегрировать уравнение ху" + у' = у'2. 

2. Решить задачу К о ш и 2у" = Зу2,у(2) = 1, у'(2) = - 1 . 

С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н А Я Р А Б О Т А 

Вариант 1. 

1. a) 4 j " + 4 j ' + j = 0; б) у"' + 9у' = 0. 

2. Найти частное решение уравнения, удовлетворяющие 
указанным начальным условиям у"-2у' = 2ех,у(\) = -\,у'(\) = 0. 

Вариант 2. 

2. Найти частное решение уравнения, удовлетворяющие 
указанным начальным условиям у" + 4у = х,у(0) = 1,у'(0) = ж/2. 

Д о м а ш н е е задание 

l . a ) 4 j " - 8 j ' + 5 j = 0; 6 ) j " - 9 j = 0 ; b ) у" + 3у' + 3у = 0 

2. Найти частное решение уравнения, удовлетворяющие 
указанным начальным условиям 

а) у"-2у' + 10у = 10х2 + 1 8 х + 6 ; у(0) = 1; j ' ( o ) = 3 , 2 

б) j " + 6 j ' + 9 j = 10s inx ; j ( 0 ) = - 0 , 6 ; j ' ( 0 ) = 0,8. 

С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н А Я Р А Б О Т А 

Вариант 1. 

Найти общее решение д.у. 

1. у" + 4у' + 4у = е-2х\пх. 

1. а) у"-6у' + \3у = 0; б) у1"-&у" + \6у = 0. 
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fx' = бх + Зу, 
2' \у' = -*х-5У. 

Вариант 2. 

Найти общее решение д.у. 

1. y" + y + ctg2x = 0. 

Jx' = 4 x - 8 j , 

' [J' = -8X + 4J. 

Д о м а ш н е е задание 

1. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений 

Гх = 4х + 2у, 

\ у = -Зх - у. 

2. Найти общее решение д.у. у"-2у' + у = ех /(х 2 +1). 
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ № 9 

1°. Укажите дифференциальное уравнение третьего порядка 
а ) / - / = 3 ; 

б) У" + х = 0 ; 

в) у- у' + 3х = 0; 

г) J' + Z = J3. 
х 

2°. Какая функция является общим решением 
дифференциального уравнения у'(х2 + 9j = у -1 ? 

1 i 
—arctg— 

a) j = е 3 3 ; 
1 i 
—arctg— 

б)у = е3 3 + 1 ; 
1 ж 
—arctg— 

в)у = С^ 3 + С 2 ; ' Г 
1 
-arctg— 

т)у = Сеъ 3 + 1 . 
3. У к а ж и т е Д У с разделяющимися переменными 

а) (х + y)dx + cosydy = 0 ; б) sin ydy = (х 2 + х 2 у 2 ]к/х; 

в) tgydy = (х 2 + xyjdx; г) xdx = (у - l)dy . 

4. У к а ж и т е линейное Д У первого порядка. 

а ) / = ^ " ; б ) / = - ^ - ; в) у' = у • х 2 + е' ; г) Л - * 
Зх + 5 j 

5. Д У вида 2 ( у ' ) 2 = {у - 1)у" решается с п о м о щ ь ю замены 

*)У' = р{х\У'=%-, 6)У' = М У ' = Р%-; 
dx dy 

в ) у = u(x)-v(x), у' = u'v + uv'; г ) у = х• и, у' = и + хи'. 
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6. Запишите характеристическое уравнение Д У у" + 5 у = 2х. 

7*. О б щ и й интеграл Д У 

а) \п\у + 5| = sin Зх + с ; 

в) 1п|у + 5| = sin Зх + с; 

8*.Частное решение j * дифференциального уравнения 

у" - Зу' + 2у = е3х(х2 + х) имеет вид: 

а) у* = е3х; б ) у * = e 3 x ( c o s x 2 + s i n x ) ; 

в) у* = (Ах2 +ВХ + С)г3х ; г) j * = х ( ^ х 2 + 5 х + с ) ? 3 х . 

ИД3 9 

Задание 1,2. Найти общее решение дифференциальных уравнений. 
Задание 3. Найти частное решение дифференциального 

уравнения, удовлетворяющее начальному условию у(х0 ) = у0 : 

Задание 4. Даны дифференциальные уравнения второго поряд­
ка, допускающие понижение порядка. Найти частное решение, 
удовлетворяющее указанным начальным условиям. 

Задание 5, 6. Найти общее решение дифференциальных уравне­
ний второго порядка. 

Задание 7. Найти частное решение х = x(t), у = y(t) системы 
дифференциальных уравнений, удовлетворяющее начальным 
условиям х(0) = х 0 , у(0) = у0. 

Вариант 1. 

1. а) х(\-у2^ dy = у (\-x2^dx ; б) s i n x y ' = j c o s x + 2 c o s x . 

2. 2 x 2 j ' - x 2 - у 2 = 0 ; 

3. J' + 2XJ = 3XV* ; Х 0 ) = 0. 
163 

J + 5 
cos3xax имеет вид 

б) ~ m | j + 5| = - js in Зх + с ; 

г) l n | j + 5| = — s in3x . 
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4. x y " - y ' - x 2 = 0 , j ( l ) = 4 / 3 , / ( 1 ) = 3 . 

5. a) j " + 4 j = 0; 6) / - 1 0 / + 2 5 j = 0; в) J" + 3J' + 2J = 0. 

6. y - 2 / - 8 j > = 1 6 x 2 + 2 . 

7 fx = 4x + 2 j , x(0) = - l , 
' | j = - 3 x - j , уф) = 2. 

Вариант 2. 

1. a) (x - xy2 )dx + (y - yx2 )dy = 0; б) (xy + хъу)у' = 1 + у2. 

2. ( j 2 - 3 x 2 ) J j + 2xj«x = 0 . 

3 . / - j * g x = — ! — , J ( 0 ) = 0 . 
c o s x 

4. - / c * g x = s in x, j ( ^ / 2 ) = 1, у'(л/2) = л/2. 

5. a) J"-J ' -2J = 0; 6) j " + 9 j = 0; в) j " + 4 j ' + 4 j = 0. 

6. y" + 4y = 3 c o s x . 

7 r x = 2 x + J , m=-x 

' | j = - 6 x - 3 j , X 0 ) = l. 

Вариант 3. 

1. a) -y/l - y 2 dx + j V l - x 2 dy = 0; 6) sin JCOSXJ' = cos j s i n x . 

2. x / = X l + l n ^ ) 
x 

3. ( x 2 + 2 j ) J x - xdy = 0 . ; j ( l ) = 1. 

4- / = , * , J ( 0 ) = 1, / ( 0 ) = 2. 

Vo-*) 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



5. a) j " - 4 y ' = 0 ; 6 ) у" - Ay' + I3y = 0 ; в ) у" - 6y' + 9y = 0. 

6. v " - j ' - 2 j = 3 e 2 \ 

? j x = x + j , x(0) = 0, 

* | j = - 6 x + 6 j , J ( 0 ) = - 1 . 

Вариант 4. 

1. a) o> - xy2dx = 0 ; 6 ) (l + x2)y' = 1 + y2. 

2. ( x - y)dx + (x + y)dy = 0. 

3. y' + ^ = xy2; y(l) = l. 
x 

4. xy"-2y' = 2x4. j ( l ) = l / 5 , / ( 1 ) = 4 . 

5. a) j " - 5 v ' + 6 j = 0 ; 6 ) у" - 8y' + I6y = 0; в) У + 2 / + 5 v = 0. 

6. 2 / = 2 x 4 - 1 . 

? J x = - x + 8 j , < 0 ) = 6, 

* { > ' = x + v , ><0) = 0. 

Вариант 5. 

1. a) 2y[ydx -dy = 0; 6 ) j ' c o s x - ( y + l ) s i n x = 0 . 

2. (>>2 -2xy)dx + x2dy = 0. 

3. = 2 x e x ; y(0) = l. 

4. v" = c o s 2 x - x 2 + 1 . у ( 0 ) = 0 . / ( 0 ) = 0 . 

5. a) v " - 2 j ' + 10>> = 0; 6 ) y" + y'-2y = 0; 

в) j " - 1 2 j ' + 3 6 j = 0. 
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6. y"-2y' + y = 2x~4. 

7. 
' x = x-y, *(0) = 3, 

y = ~x + y, уЩ = \. 

Вариант 6. 

1. a) (l + y2)dx + ([ + x2)ciy = 0; x+y 

2. y2 +x2y' = xyy'. 

3. x2y' + xy + l = 0, .y(l) = 0. 

4. >'" + / f g x = c o s x, y(0) = I v'(0) = 0. 

5. a) y" + \0y' + 25y = 0; б) у" + 2у' + Пу = 0; в) j " - J ' -12J = 0. 

6. j " - 4 v ' + 4 j = 4 s i n 2 x . 

[ j = - 2 x + 4 j , X 0 ) = " 3 . 

Вариант 7. 

1. a) xdy + dx = y2dx; 6) y2y' + 2 x - l = 0 . 

2. xy'- у = xtg(ylx). 

3. xy'-2y = 2x4; >>(!) = 1. 

4. / = v(0) = 0, / ( 0 ) = 0. 
V ( l - 4 x 2 ) 3 

x 

5. a) y " + j ' - 6 j = 0; 

в) y"-4y' + 20y = 0. 
6) V" + 6J' + 9J = 0; 
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6. у" + у' = 3 cos х — sin х. 

'х = -х+2у, x(0) = - 2 , 

у = -3х+4у, Х 0 ) = " 3 . 

Вариант 8. 

1. a) dy — у c o s 2 xdx = 0 ; 6 ) ( 6 - X ) J ' = J. 

2. ху' = у-хеу/х. 

3. у' + у = - е 2 х у 2 ; у(0) = \. 

4. ху" + / = 4 х 3 , j ( l ) = l / 4 , / ( 1 ) = 2 . 

5. a) J " -49J = 0; б) у"-4у'+ 5у = 0; 

в) J" + 8J' + 16J = 0. 

6- у"~у'~6у = 6х2 - 4 х - 3 . 

7 | х = х - . у , х(0) = 3, 
? * [ у = ^ х + 4 . у , Х 0 ) = - 2 . " 

Вариант 9. 

1. а) (ху + x)dx = dy ; б) j ' - j cos x = 0 . 

2. x y ' - j = (x + j ) l n ( ( x + j ) / x ) . 

3. ( x 3 + 2y)dx - xdy = 0 ; y(\) = 1. 

4. xy" - j ' = x 2 cosx , _у(я72) = 1, у'(л12) = n!2. 

5. a) J" + 14J' + 49J = 0; б) y" -5y' + 4y = 0; 

в) J" + 16J = 0. 
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6. y"-3y' = 3e3x. 

x = -2x+v. 40) = -X 
?' \y = x-2y, ><0) = 0. 

Вариант 10. 

1. a ) - ^ = * — ; 6)y' = 3y-3. 
x(y - 1) y(x + 2) 

2. xy' = j c o s l n ( j / x ) . 

3. xy' + 2у = Зх2; y(-l) = l. 

4. x V = x 2 - 5 x + 3, j ( l ) = 4 , / ( 1 ) = 0 . 

5. a) J"-6J' + 8J = 0;6) J" + 4J' + 5J = 0; в) у" - Ay' + 4 j = 0. 

6. >>" - 4y' + 5y = 5x - 4. 

[x = x + 3y, Щ = ~Х 
1 - \ y = - x + 5y, X 0 ) = 0. 

Вариант 11. 

1. a)x2dy- ydx + 2dy = 0; б) у' - ^ + ^ = 0 . 
x + 1 

2. (j> + yfxy)dx = xdy. 

3. x ; / - > > = >> 2; X l ) = l . 

4.y"-yy' = 0, ^(O) = 0 , / ( 0 ) = 1. 

5. а) У + 1 2 У + 36>> = 0;6) - 3y ' + 2y = 0; в) j " - 2 y ' + Wy = 0. 

6. y" + yr - 2y = c o s x - 3 s in x. 

fx = - x + 3 v, x(0) = - 1 , 

' \ y = 3x-y, v(0) = - 3 . 
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Вариант 12. 

1. a) xdy - y2dx = О ; б ) У ' - х 2

У = ху. 

2. ху' = -yjx2 -у2 + у . 

3. у = х(у'-xcosx),у(7Т12) = О. 

4. уУ = 2у, у(0) = 0, у'(0) = 0. 

5. а) у" + 4 / + 20>> = 0; б) у" - Зу' - 1 0 j = 0; в) у" -\6у' + 64у 

6. у"-4у = (3х-\)е~х. 

х = 2х + у, хф) = - \ 
?' {у = Ъх + 4у, >(0) = 1 

Вариант 13. 

. dy 2dx _ч 2 , , 
1. а) — г = 0 ' 6)x2y'=v2. 

2. у = х{у'-у[е~7). 

ж 

3. У sin х - у cos х = 1; . К ~ ) = О-

4- 7 У = ( У ) 2 , J ( 0 ) = 1, У ( 0 ) = 3. 
5. а) 9у" + 6у' + у = 0; б) у"- 4у'~ 21у = 0; в) у" - у' - 2у = О. 
6- У"+ У = 6 sin 2х. 

? 1 х = * х(0) = 2, 

* b> = -2x+3 .y, ><0) = - 1 . 

Вариант 14. 

1. a)dy + ytdxdx = 0; б)Зуу' = У+> . 

2. y' = ylx-\. 
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З.ху' + 2у = 3х5у2: y(l) = - l . 

4.у3у" = 3, у(1) = 1. У(1) = 1. 

5. а) 2у" + 3у' + у = 0;б) у" + 4 у ' + 8у = 0;в) у"-6у'+ 9у = 0. 

6. у - 5 / = 1 0 х + 3 . 

[х = - х + 2у , * ( 0 ) = 3 , 

2. у 'х + х + у = 0. 

3. ( х 2 + y)dx = xdy, у(0) = 1. 

4. у"-12у2 =0, 7 ( 0 ) = 1 /2 , у ' (0) = 1. 

5. a) 7 " - 1 0 J ' + 21J = 0; б) у " - 1 8 / + 8 I 7 = 0; в) у " + 16у = 0. 

6. у" + у'-2у = -2х + \. 

п \х = -х + 4у, т=-% 

Вариант 15. 

dx 
1. a ) x V v = — ; 6 ) 7 ' = (у + l)/gx . 

е 

Вариант 16. 

1. a)(x + 4)dy = ydx; б)ех+3уу' 

3. х>'' + _у = х 2 > ' 2 : 

4. 2у" = е 7 ( 0 ) = 0 , 7 ' (0) 1/2. 
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5. a) 9 / - 6 / + у = 0; б) у" + 1 0 / + 29 у = 0; в) у" - 8 / + 7 у = 0. 

6. / - 2 / = 6x2 - 6x - 2 . 

fx = - x + 8>>, * ( 0 ) = - 2 , 
? ' j 7 = x + j , y(0)=2. 

Вариант 17. 

1. a) (x 2 + x)ydx = (y2 + l)dy ; 6) (xy + v ) / = 2 . 

2. x d j - j d x = л]х2 +y2dx. 

3. x 2 / + x j = l ; >'(1) = 0. 

4. (y-2)y"-2{y'f = 0 , j ( 0 ) = 3 , v'(0) = l. 

5. a) / + 2 5 j = 0; б) y" + 6y' + 9y = 0;в) / + 6 / = 0. 

6. / - 4 / + 3 ; ; = 8 e 3 x . 

fx = x + j , x(0)=0t 
? ' | j = x + v , / 0 ) = - 2 . 

Вариант 18. 

1. a)e" sin j d x + tgydy = 0 ; 6) — — = j . 
x + 6 

2. ( 4 x 2 + 3xy + j 2 )«x + {Ay2 + 3xy + x 2 )d> = 0. 

3. (x + l ) / + v = x 3 + x 2 , / 0 ) = 0. 

4. 2 j / = 3 + ( / ) 2 , y{\) = \, / ( 1 ) = 1. 

5. a ) / + 1 8 / + 8 1 j = 0; 6 ) / - 7 / - 8 j = 0; 

в) / + 4 / + 1 3 j = 0. 
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6. у" + 16у = 7 c o s 3 x . 

J x = x - y , r ( 0 ) = 2, 

Вариант 19. 

1. a) ctgx c o s 2 y « x + s i n 2 x / g y a y = 0 ; б ) у' = 2xy + x . 

2. ( x - y)ydx - x2dy = 0. 

2 , , 
3 . y ' + - y = x - y - ; 7 ( 1 ) = 1. 

x 

4. / = 3 ^ 7 + 1 , 7 ( 2 ) = 0 , 7 ' ( 2 ) = 2 . 

5. a) y " - 3 y ' - 4 y = 0; 6 ) y" + 6y' + \3y = 0; в ) у " + 2 у ' = 0. 

6. 7 " + 6>-' + 9>' = 2 e " 3 x . 

f x = x + 2 y , Щ = ~2, ?' Ь = 2 х + 7 , X 0 ) = 0. 

Вариант 20. 

1. a) — = dx ; б ) xyy ' = 1 - x 2 . 
s in x 

2. xy + y 2 = ( 2 x 2 + x y ) y ' . 

3 . xy - y = x c o s x ; y(—) = — . 

4. ( y + 2 ) 2 y " = ( y ' ) 3 , 7 ( 0 ) = 0 , y ' ( 0 ) = l . 

5. а) у " + 2 5 у = 0 ; б ) y " - 1 0 y ' + 1 6 y = 0 ;в) у " - 2 0 y ' + ЮОу = 0. 
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6. y " + 2y' + y = ~2s'mx. 

? \x = x + y, Щ = 5, 

[y = 2x, X 0 ) = 1 . 

Вариант 21 . 

1. a)3x+y dy = xdx; 6)y' 
1 + x 

2. ( x 2 -2xy)y' = xy- y2. 

3. xy' + y = x2+\, j ( l ) = 0. 

4. j " = s i n 4 x + 2 x - 3 , j ( 0 ) = 0 ; j ' (o) = l . 

5. a) y"-3 / - 1 8 j = 0; 6 ) Ay' + Ay' + у = 0; в) / ' + 2 / + 5 v = 0. 

6. j " - 2 j ' - 8 v = - 8 c o s 2 x . 

J x = 3 x - 2 j , * (0 ) = 1, 
?' {y = 2x-y, ><0) = 2 / 

Вариант 22. 

v' 3 
1. a) yx dx - 2x' ydy + ydx = 0 ; 6 ) -

cos x sin у 

2. (2^xy - y)dx + xdx = 0. 

3. J ' - 3 X 2 J - X V 3 = 0 , j ( 0 ) = 0. 

4. (x + l ) y = / - l , Я " 1 ) = 0 , / ( 0 ) = 0 . 

5. a) j " - 6 v ' + 13v = 0; 6 ) y"-2y'- 15 v = 0; в) 1 6 / + 8 / + v = 0. 

6. / + 2 5 j = c o s 4 x . 

J x = 4 x - 8 j , Щ = \ 
7 ' { j = - 8 x + 4 j , ><0) = 1. 
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1. a)4dy-y3dx = 0; б) (у + \)у'= xy . 

2. xy ' + j ( l n Z - i ) = 0 . 
х 

3. у'-2ху = хе-*\у(0) = 0. 

4. 2уу"~3(у'У=4у\ у{0)=1, / ( 0 ) = 1. 

5. а) У + 2 / + 7 = 0; б) у " + 6 у ' + 25у = 0;в) v " - 4 j ' = 0. 

6. у " - 2 / + 2>' = 2 х . 

„ f х = 6х + 3у, Щ = 0, 

sin 2х j 

2. ( х 2 + у 2 _ J x + 2XJJJ = 0. 

3. у'-у = е\у(0) = \. 

4. у " = 7х + е * - s i n 4 x , j(o) = l , у '(о)=4 

5. a) J" + 36J = 0; б) J"-6J ' + 8J = 0; в) у" + 20у' + Жу = 0. 

6. у' + 3у'-4у = е х . 

Вариант 24. 

— = 0 ; б ) у ' = 2 - 2 у . 

ХО)=о. 
Вариант 25. 

dx; б ) х у ' = х 2 - 3 . 
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2. (у2 -2xy)dx-x2dy = 0. 

3. x y + xy + l = 0 , j ( l ) = 0. 

4. x / + / + x = 0 , j ( ° ) = ° > / ( 0 ) = 1-

5. a) / - 2 / + 1 7 j = 0;6) 2 5 / - 1 0 / + у = 0;в) / + 5 / = 0. 

6. 2 / + 5 / = 2 9 c o s x 

3. x(y'-y) = ex,y(l) = 0. 

4. / = 2 / , j ( ° ) = °> / ( 0 ) = 1. 

5. a) / + 6 / + 1 0 j = 0 ;6) 2 5 / + 1 0 / + у = 0; в) / - 8 / = 0. 

6. / + 4 / + 4 j = x 2 - З х 

x(0) = 0, 

Вариант 26. 

1. a) xydx = (x - 6)dy; 6) c o s x y ' = j s i n x + 2 s i n x . 

2. (x + 2 j ) d x + x d j = 0. 

x(0) = 0, 

Вариант 27. 

1. a)(xy + x ) d j x 2 d x = 0 ; б) y' + j s i n x = 0 . 

2. ( 2 x - y)dx + (x + y)dy = 0 . ; 

3. ( x / - 2 j + x 2 = 0 , j ( l ) = 0. 
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4. y" = e5z + c o s x - 2 x \ y{o)=0, j ' ( ° ) = 1 -

5. a) 16J"-8J ' + J = 0;6) 4J" + 8J ' -5J = 0;в) J"-6J' + 10J = 0. 

6. y " + y = e - \ 

1. a ) e I + J , < i j = J x ; 6) (xy - x)y' = x2 - x 3 . 

2. 2X 3J' = J ( 2 X 2 - J 2 ) . 

3. (X + 1)J ' -J = X 2 + 1 , 7 (0) = 0. 

4. x 7 " - 7 ' - l = 0 , 7(0) = 0 , 7 ' ( ° ) = ° -

5. a) 7 " + 8 7 ' + 2 5 7 = 0; б) 7 " - 2 7 ' + 7 = 0; в) 9 7 " + 3 7 ' - 2 7 = 0. 

6. 7* + 4 7 ' + 2 9 7 = 26e"' 

x(0) = 0, 

Вариант 28. 

x(0) = 0, 

Вариант 29. 

1. a ) ( x 2 +\)dy = y3dx; 6 ) 7 ' 
x + 2 

J - 3 

2. x 2 7 ' = 7 ( x + 7 ) . 

3. ( l - x 2 ) 7 ' + x7 = 1,7(0) = 1. 

4. 7 " = 7'(l + ( 7 ' ) 2 ) , 7 ( 0 ) = 0 , 7 ' ( 0 ) = L 
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5. a) 6 / + 7 / - 3 j = 0;6) Ay" - Ay1 + у = 0; в) y" + 36y = 0. 

6. у"-2у' + у = (х + \У. 

j x = 3x + y, x(0) = \ 

?' [y = x + 3y, X 0 ) = 2. 

Вариант 30. 

s dy , , x 2 - 2 
1. a ) - ^ = d x ; 6 ) / = — — . 

, x У 
2. / = — +—. 

J x 
3. (x + 2 ) / - j = (x + 2 ) 2 , / 0 ) = 1. 

4. / = x + c o s 2 x — l - , y(0)=\, y'(0) = 0 
x 

5. a) 36y" - 1 2 / + J = 0 , 6) / + 1 2 / + 3 7 j = 0; в) у" - 2 / = 0. 

6. у" - 9y = sin Зх - cos3x 

J x = 6 x - j , Щ=Х 

? ' l j = 3x + 2 j , X 0 ) = 3 . 

Р Е Ш Е Н И Е Т И П О В О Г О В А Р И А Н Т А 

a) c o s 2 x d j = (l + y2)dx ; 6 ) ; ~ ' - ^ 

Задание № 1. Найти общее решение дифференциальных уравнений. 

У 

Решение. 

a) c o s 2 xdy = ( l + y2^dx; Данное уравнение является дифференци­

альным уравнением с разделяющимися переменными. 

dv dx j. dy j. dx 
1 + J COS X 1 + J COS X 
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arctgy = tgx + С . - общий интеграл. 

б) 7 / = ; 
у 

У р а в н е н и е является Д.У. с р а з д е л я ю щ и м и с я п е р е м е н н ы м и . 
П е р е п и ш е м его в д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й форме . 

= \l2± => y^dy = (l - 2x)dx => f 7 2 « 7 = f (l - 2 x ) f e ; 
dx 7 

— = x + x 2 + C или у 3 = Зх + З х 2 + З С . 
3 

Задание № 2. Найти частное решение уравнения у' = — + sin —. 

Решение. Данное уравнение является однородным, так как обо-

ft \ У , • У значив правую часть уравнения jix,y) =—hsin—, находим 
х х 

/ (йс , (у ) = — + s i n ^ - = ^ - + s i n ^ - = / ( х , 7 ) . 

Для решения данного уравнения применим подстановку 
у = и(х) • х = их, у' = w'x + w, где w = w(x) - неизвестная функция. 

Уравнение примет вид: их + и= h s i n — ; 
х х 

и'х + и = и + s in и ; и'х = s in w . 
Получили уравнение с разделяющимися переменными. Решая 

du . du dx с du tdx 
его, находим • х = s in и; — = — ; — = —; 

In 

dx s inw х sinw 

*2 
: ln|x| + ln |C | ; f g | = C x ; и = larctg Cx 
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у 
Так как и — — , то получим общее решение дифференциального 

х 
уравнения у = 2х • arctg Сх. 

Задание № 3. Найти частное решение дифференциального уравне­

ния ху' = у + 

Решение. Разделим левую и правую часть этого дифференциально-

, у + 2л[х , у 2 
го уравнения на х. Получим: у = или у = —= - ли-

х х Vx 
не иное дифференциальное уравнение. Следовательно, введем под­
становку у = и - v, где и и v - некоторые функции переменной х. 

Дифференцируя , получим y' = u'v + uv'. Тогда заданное уравне­

ние примет вид: 

, , uv 2 , ( , И 2 
UV + UV = —=• или и V + и\ V = —= . 

х Vx V х) Ых 

, v , 2 
Получаем совокупность уравнений: v = 0 и uv = —г= . 

х Vx 

Из уравнения v' - — = 0 с разделяющимися переменными находим 
х 

, v dv v dv dx rdv rdx , 1 1 , 1 1 
v . v = — => — = — => — = — => I — = 1 — => In v = In x => v = x . 

x dx x v x v x 

Интегрируя u'v = -j=, при условии v = x получим: 
Vx 

, 2 , 2 du 2 , 2dx r . f2dx 
и x = —= => и = —•= => — = . => du = —— => J du = J —— => 

Vx xVx dx V x 3 ~2 ~2 

, - - 4 
: 21 x 2 dx + С => и = —=• + С 

Vx 
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Так как у = и - v, то получаем у • 
Vx 

с х. Находим частное 

решение при условии, что j ( l ) = 0 . О : 
VI 

с 1 ^> С = 4 . Част­

ное решение имеет вид у • 
Vx 

Задание № 4 . Дано уравнение 2уу" = (у')2. Найти частное реше­

ние, удовлетворяющее начальным условиям: у(-1) = 4; у ' ( - 1 ) = 1. 

Решение. Данное уравнение второго порядка не содержит явно 
независимую переменную. П р и м е н и м подстановку 
У' = Р(у) = Р-> г Д е Р ' новая неизвестная функция переменной у . 

„ dp dp dy dp , dp 
Тогда у = — = = —у = р—, и уравнение примет вид 

dx dy dx dy dy 

о dp 2 
2УР-г = P ; 

dy 

2 y P ^ - P

2 = 0; 
dy 

( о dp 

^y-—P 
dy 

Если приравнять н у л ю первый множитель , то получаем: 
р = 0; / = 0; у = С. 

Приравняем нулю второй множитель: 

dp _ dy 

Р 2 / dy 
Цр\ =-ЦУ\ + Ц с \ \ 

р = с, или у = с. 

Используя начальные условия у = 4, у' = 1 при х = — 1 , на­

ходим Cj : 

l = C l V 4 ; 
1 
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Далее решаем уравнение / = ~л[У '• 

dy 1 — dx\ 2-Jy = — х+с2. 
л]У 2 2 

Теперь определим значение с 2 из условия j = 4 при х = - 1 : 

2л /4 = - ( - 1 ) + с 2 ; 4 ^9 5 ~~г ^9 5 ^9 • 
2 2 2 2 2 

Тогда 

2-Jy=— х +—; Jy =— (х + 9 ) и у = — (х + 9 ) 2 - искомое частное 
у 2 2 ^ 4 16 

решение, удовлетворяющее указанным начальным условиям. 

Задание № 5. Найти общее решение дифференциальных уравнений 
второго порядка. 

a ) / - 7 / + 6 j = 0 , б) / - / + 0,25J = 0 , b ) у" +12/ + 3 7 j = 0. 

Решение, а) / - 7 / + 6у = 0 . 

Составляем характеристическое уравнение и решаем его: 

к2 - 7к + 6 = 0, £> = ( - 7) 2 - 4 • 6 = 49 - 24 = 25, 

, 7 - V 2 5 7 + V 2 5 
л, = = 1, кг, = = 6. 

1 2 2 2 
Общее решение исходного уравнения имеет вид 

у = С1ех + С2е6х. 

б) / - / + 0 , 2 5 j = 0 . 

Составляем характеристическое уравнение и решаем его: 

к2 - к + 0,25 = 0, D = ( - 1 ) 2 - 4 • 0,25 = 1 - 1 = 0, Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Общее решение исходного уравнения имеет 
X X 

виду = С1е2 +С2хе2 . 

в) у" + \2у' + 37у = 0. 

Составляем характеристическое уравнение и решаем его: 

^ + 1 2 ^ 3 7 = 0 Д „ = - 1 2 ± ' № Г Т ^ = 

1,2 2 

- 1 2 ± 2/ 
= - 6 ± / , 

2 
Общее решение исходного уравнения имеет 

вид j = e ~ 6 ' ( Q cos х + С2 sin х). 

Задание № 6. Найти общее решение уравнения: 

/ + 16.у = ( х 2 + 1 ) е 3 \ 

Решение. Вначале находим общее решение соответствующего од­
нородного уравнения 

/ + 1 6 ^ = 0 . 

Характеристическое уравнение к 2 + 16 = 0 имеет 2 комплексно-

сопряженных корня к х = 4/ , к 2 = —4/. 

Общее решение однородного уравнения имеет вид 

у = q c o s 4 x + c 2 s i n 4 x . 

Далее находим частное решение у данного неоднородного 

уравнения. Так как правая часть заданного уравнения имеет вид: 

Дх) = (х2

+\У*=Рп(х)ет, 

где ос = 3, п = 2 и корни характеристического уравнения не сов­

падают с ос = 3 , то частное решение ищем в виде: 

у* = Q2(х)е3х = (Ах2 +Вх + С)е3х . 
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Вычисляя первую и вторую производные этого выражения 
и подставляя в дифференциальное уравнение, получим: 

(9(Ах2 +Вх + С) + 6(2 Ах + В) + 2А + 9(Ах2 + Вх + С ) ) е 3 х = 

= ( х 2 + 1 ) е 3 х . 

Разделив обе части уравнения на е 3 х и приравнивая коэффици­
енты при одинаковых степенях х, будем иметь систему: 

9 А = 1, 

• 9В = О, 

2Л + 9С = 1, 

Решая, которую находим 

1 7 
Л = - , 5 = 0 , С = —. 

9 81 

Следовательно, частным решением является функция: 

1 2 , 7 , 3 * 
у * = — х н е 

Общее решение заданного уравнения определяется функцией вида: 

1 , 7 , 
у=у + у* = с, c o s 4 x + c 9 s i n 4 x + (—х н ) е . 

1 2 9 s i 

Задание № 7. Найти частное решение системы Д У 

Гх = х + Ъу, х ( 0 ) = 2, 

{ у = - х + 5 у , Х 0 ) = 0. 

Решение. Решение системы будем проводить в несколько этапов. 
5) Выразим из первого уравнения системы у : 

У = ^(*-х) ^У = ^(х-х). (9.33) 

6) Подставим (9.33) во второе уравнение системы и 

преобразуем его: 1 ( х - х ) = -х + - ( х - х ) , х-х = - З х + 5 х - 5 х , 
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x - 6 x + 8x = 0 . (9.34) 

Получили линейное однородное дифференциальное уравнение 

второго порядка относительно неизвестной функции х = х(^) . 

7) Решая уравнение (2), находим функцию х : 

х - 6 х + 8х = О, 

к2 - 6к + 8 = 0 : кг — 2 , к2 — 4 , 

(9.35) 

- общее решение уравнения (9.33). 
8) Подставив (9.35) в формулу (9.33), находим функцию у 

у = ^(х-х) = ^(2c1e2t +4c2e4t - f o e 2 ' + c 2 e 4 f ) ) 

: — ( c , e 2 f + 3 c 9 e 4 f ) = — c , e 2 f + c 9 e 
3 2 3 

AT 

Таким образом, получим общее решение системы 

1 7f 4? 
У = 2 С 1 Е + С 2 Е • 

9) Найдем частное решение системы, удовлетворяющее 
заданным начальным условиям. Составим систему для определения 

сх и с2: 

х(0) = С! + с 2 = 2 , 

Я 0 ) = ^ с 1 + с 2 = 0 , 

q + с2 = 2, 

2 j I q = -За 

\с2=-

к = з . 

Следовательно, искомое частное решение 

| x = 3 e 2 f - e 4 f . 

l ^ = e 2 f - e 4 f . 
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