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Неулучшаемость теоремы Дирихле в дио(]^антовых приближениях
в поле комплексных чисел

О.Н. К е м е ш ', И.М. М о р о з о в а ', Ж.И. П а н т е л е е в а ^

Теорема Дирихле о приближении действительных чисел рациональными обобщена на поля ком­
плексных и /7-адических чисел. Однако в обобщениях не установлены точные постоянные как в 
теореме Гурвица. В статье предложен метод оценок постоянных сверху, основанный на метриче­
ской теории диофантовых приближений зависимых величин. Установлено распределение алгеб­
раических комплексных сопряженных чисел второй и третьей степени.
Ключевые слова: диофантовы приближения, многочлен с целыми коэффициентами, алгебраиче­
ские числа, теорема Дирихле, теорема Гурвица.

Dirichlet's theorem on approximation of real numbers by rational numbers has been generalized to fields 
of complex and p-adic numbers. However, unlike Hurwitz's theorem, these generalizations do not provide 
the exact constants in the approximations. In this paper, we propose a method for estimating these con­
stants from above based on metric theory of Diaphantine approximation of dependent variables. We also 
specify the distribution of algebraic conjugate complex numbers of the second and third degree. 
Keywords: Diophantine approximation, integral polynomial, algebraic numbers, Dirichlet's theorem, 
Hurwitz's theorem.

Введение. Почти два века назад Дирихле [1] доказал следующую теорему о приближе­
нии действительных чисел рациональными числами.

Теорема Дирихле. Для любого действительного числа x g / c:[0;1) и натурального числа 

Q > 1 найдутся натуральное число \ < q < Q  и целое число р  такие, что выполняются неравенства

■-Р/ < —  или
4Q

\qx-p\ <
Q'

Из первого неравенства в (1) следует неравенство ■-Ру

( 1 )

< ^ .  Доказываются все три
q

неравенства легко, и поэтому возникает предположение, что их можно без труда улучшить.
Далее с, = С| (и ), Cj,... -  величины, зависящие от п и не зависящие от Q . Точный ответ 

о неравенстве

' - - Р / < (2)

дал Гурвиц [2]. Он доказал, что при с, < Vs неравенство (2) имеет бесконечное число реше­

ний {p,q),  р&Ъ,  q&H  для любого x c z l . Если же ^ > 0, с, = л/з -ь £•, то существуют числа 

X, такие, что при любом достаточно большом q > q^{e) выполняется неравенство

- Р / > с, q' (3)

В частности можно взять х, = 4 1 - 1 0,61...

Получение неравенств вида (3) для специальных действительных чисел представляет 
собой одну из самых сложных и красивых задач теории чисел. Ее решение при алгебраиче­
ских числах принесло Роту [3], [4] в 1958 г. и А. Бейкеру [5] в 1970 г. премии Филдса.

Основная часть. В данной работе мы покажем, что второе неравенство в (1) также 
практически неулучшаемо как в поле действительных, так и в поле комплексных чисел. Для
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получения таких результатов привлечем методы метрической теории диофантовых прибли­
жений, первые результаты в которой были получены А. Хинчиным [6]. Далее -  мера
Лебега измеримого множества A(z I .

Теорема 1. Пусть х е / ,  функция 'Т(х) монотонно убывает. Обозначим через 
множество действительных чисел х  из интервала 1 , для которых неравенство

\qx~p\<'^{q)  (4)

имеет бесконечное число решений в рациональных числах . Тогда

М ^ (Ч ')  =

□О
о, если Е ч '( г )  < 00,

q = \

juJ, если ^ 'Т ( ^ )  = оо.
(7 = 1

К настоящему времени разрешимости значительно более сложных чем (4) диофанто­
вых неравенств посвящены монографии [7]-[10].

В неравенстве (4) рассматривается разрешимость в точке х в многочленах первой степени. 
В конце прошлого века аналогичная задача была решена для многочленов произвольной степени. 

Рассмотрим многочлен Р  (х) = а„х'’ +... + а,х + ао с целыми коэффициентами степени

d egP (x ) = « и высоты Н -  Н{Р)  = тах\а\ . ̂ ' 0< j<n I ' I
Обозначим через (Л ') множество действительных х е  / ,  для которых неравенство

|Р ,(х )|< Я -"* ''Р (Я ) (5)

имеет бесконечное число решений в полиномах (х) степени deg Р„ (х)<п  и высоты Н . 
Теорема 2. Справедливы два утверждения:

со

О, если Х ' 1'(Я )<сю , (6)

p j ,  если ^ Л ^ (Я )  = оо. (7)

Утверждение (6) в теореме было доказана В.И. Берником [11], а утверждение (7) -  
В. Бересневичем [12], [13].

Вскоре теорема 2 была обобщена с многочленов на невырожденные кривые и поверх­
ности в работах В. Бересневича, В.И. Берника, Д. Клейнбока и Г. Маргулиса [14]-[16].

При 'Р (Я ) = Я ”"', w > n ,  в [5], [17] была найдена размерность Хаусдорфа множества

Z’ ( 'F ) , которая оказалась равна .
w -rl

Несколько изменим задачу (1). Докажем, что существуют х е  /  , для которых выполня­
ется неравенство

X - Р / > c,q~'Q^'

при некотором . Из теоремы Дирихле следует, что с, < 1. Методами метрической теории 
диофантовых приближений докажем следующую теорему.

Теорема 3. Для любого Q обозначим через Z] {c^,Q) множество х е [0;1), для которых 
верно неравенство

\qx-  p\<c^Q~'.

Тогда при Сд < — справедливо неравенство



(8)
Неравенство (7) показывает, что существуют х g [0;1)\ (с^,0 ) ,  для которых верно не­

равенство
\qx-p\>c,Q~' .

Доказательство теоремы. Неравенство \qx -  р\< c^Q~' вьшолняется для всех х  из интервалов

+ \ < q < Q , 0 < p < q .
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Если р  О, то 

При р - О

Определим множество 

Нетрудно видеть, что

М / = 2с,0 ' '

, - l

Q я

5 , = U U ^ , -
q = \  p = Q

Q
pB^ <2c^Yj Q~' =2p

q = \

(9)

Из неравенства (9) очевидно, что при “  имеем рВ^ < 1.

Комплексный случай. Определим множество комплексных чисел

5 , = | | z |< i n i m z > ^ | ,

л- л/з
мера которого равна Дз = — — —  ~ 0 ,614 185.

Нам потребуются следующие леммы.
Лемма 1 [7]. Пусть -  ближайший к z корень полинома P ( z ) . Тогда

| z - r , | < 2- '|P (z ) | |/> '(y ,) | ' '.  ( 10)

Лемма 2. Для того, чтобы все корни полинома

Р{х) -  +а^_^х”~' + ... + а,х + й((, удовлетворяли оценке сверху по модулю

|а^.| <£/(/?), \ < j < n ,
необходимо и достаточно выполнения неравенства

|а„| > с/| {п)-Н .
Достаточность леммы доказана в [7] (лемма 1, глава 1, часть I).

Необходимость. Возьмем а . такое, что |а^ = Я  = (-1)^ ^  ч..-а,. J . Обозначим

(И)

(12)

<1

< Д (и). Ясно, что тогда 5 {п)Н .

Нетрудно понять, что при |(Z,.|<1,01 и л = 2 имеем <5'(2) = 2 ,02 , а при л = 3  -  

Д(3) = 3,0603.

Теорема 4. Для любого Q обозначим через множество z e B ^ ,  для которых
верно неравенство
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\ P , ( 4 < c,Q~\  H( P) <Q^

ПТогда при Cj < J ------------ » 0,09887 справедливо неравенство

(13)

60 80д-

(14)

Это означает, что существует точка z, е В2 , в которой верно неравенство, противоположное (13). 
Доказательство теоремы 4.
Воспользуемся неравенством (10):

I I
1 - 1\z-y, \<2\P[z)\\P'{y,)\  < 1 с Д  ^а2 ' \у2 - у ^ '  <'lc,Q  ̂ ja. - I

Точки г лежат в круге К  с центром радиуса г(АГ) =  ̂ площадью

S { K ) ^  Anchor'а ; \

Просуммируем эту площадь по всем тройкам (а ,,а ,,а „ ) . Поскольку изменение знака 
всех коэф(|)ициентов многочлена на противоположный не влияет на корни, то можно считать 

коэф(|)ициент «2 положительным, а из леммы 2 следует |д2|> - ^ ^ .  Таким образом, имеем

, -Q<a^,a^<Q, ТО есть общее количество интересующих нас троек #{a2,ai,ao}
^(2)

оценивается сверху как Q 1- -

1
(2 6  + 1)’ .

\  <5(2),
Можно считать, что корни многочлена удовлетворяют условию |а^.|<1,01 и можно ис­

пользовать лемму 2 .

Так как < jfljl ^  g ,  то #{й2 } ^ 6  
5(2)

Тогда

1

■5 ( 2 )

Z  = Т  4л-С5=2+а," <4л-С5=6+.(26 + I)’ . Y, -
("о.й|."2) («о.«|.":)

й-(2)<а,<е

<47tc,^Q-^-5Q
Г {
Q

V V
1-

1
\ \ -2

5 (2 ) ■е
27

1 —
1  ̂2 207г5 { 2 )

S{2))'"’ 5 ( 2 ) - Г

„  , <5(2)-1 ( 5 ( 2 ) - 1 ) , / з
Очевидно, неравенство (14) выполняется при  ̂— —  « 0,07026.

V  6 0 5 ( 2 )  S07t5 ( 2 )

Теорема 5. Для любого Q обозначим через /!^(c^,Q) множество Z&B 2 , для которых 
верно неравенство

\ Р А 4 < сЛ ~ \  H ( P ) < Q .  (15)

Тогда при < .
3-2 ' 2"л-

0,01954 справедливо неравенство

p A K Q ) < ~ - ~ (16)

Доказательство теоремы 5.
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Многочлен третьей степени имеет три корня у,, Уг > Хз > один из которых будет действи­
тельным. Без ограничения общности положим, что Уз -  действительный корень. 

Воспользуемся неравенством (10):

| z - y , | < 4 | F ( z ) ] | / > ' ( r , ) f .  ( 1 7 )

Оценим значение производной

|^ '(Х |)| = «з|Х |-Х 2| |х ,-Х з |> у >

>т- к. |У| -У2|>1 и |у, -Уз|

Тогда из неравенства (17) следует

|z -y , |< 4 |P ( z ) ||P '( y i)p ’ < 8с ,е

Рассмотрим круги я К.  ̂ с центрами в комплексных корнях двух многочленов Р ( ^ ) , 

удовлетворяющих условию (15). Пусть радиусы этих кругов равны г{К.) = 2 ^ со­

ответственно их площади равны S{K.) = 2̂  = 1,2.

Для оценки меры исследуемого множества можно просуммировать площадь кругов 

по всем четверкам коэффициентов ( а , , ,а, , ) .

НСчитаем коэффициент а, положительным, а из леммы 2 следует |а,| <5(3). Таким обра-

зом имеем -----<а^<Н,  -Q<a^,a,,af,<Q, поэтому #{aA==Q
6(Ъ) > 3(2)

, и общее количество

интересующих нас четверок #[а^,а2 ,а ,̂(^о} оценивается сверху как Q 1-

1

S(3)J
( 2C + lX

Учитывая, что корни многочлена удовлетворяют условию \а̂  | < 1,01, используем лемму 2. 

Тогда

X  < 2 ‘ kc,^Q-4 2 Q* \ ) '  ■ Y .  ^
(«0,Д| .̂ 2,̂ 3) (до,Г/, ,̂ 2) Q_

<TnclQ-̂ -̂ Q
( (

Q
\ \ -2

1-

J (3 ) ■е 1 -
^(3 )

<с,

й'(3)

, 24'я-^7(3) 
' (7(3) - 1

<о,<е

(7(3)-1 yl3{S{3)- \ )
Таким образом, (16) доказано для с, <  J —, ■■ , ------ ^ «0,01512.

'  ’̂ l2 '^ (3 )  48'л--(7(3)

Заключение. Результаты статьи могут быть обобщены на специальные многочлены дей­
ствительной и комплексной переменной, а также для многочленов /?-адической переменной.
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