
к И С С Л Е Д О В А Н И Ю  Н Е С ТА Ц И О Н А РН Ы Х  
Л О К А Л И ЗО В А Н Н Ы Х  В О Л Н О В Ы Х  П РОЦЕССОВ В 

В Я ЗК О У П Р У Г И Х  Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К И Х  О БО Л О Ч К А Х  
С У Ч ЕТО М  В О ЗД Е Й С Т В И Я  Д И Н А М И Ч Е С К И Х  

В Н Е Ш Н И Х  СИ Л

И .В. Aвдoшкa^, Г.И. Михасев^
^Белорусская государственная политехническая академия, 

Минск, Беларусь
"Витебский государственный университет, Витебск, Беларусь

В работе [1] предложен асимптотичес.кий метод для исследова
ния движения тонкой цилиндрической оболочки после сообщения 
ей локализованных в окрестности некоторой образующей началь
ных перемещений и скоростей. Здесь этот метод применяется для 
аналогичной задачи для линейно вязкоупругой цилиндрической 
оболочки, подверженной действию динамических внещних сил.

1. Постановка задачи
На срединной поверхности тонкой цилиндрической оболочки тол
щиной h введем ортогональную систему координат х, <р, где х 
-  осевая, f  - окружная координаты, введенные таким образом, 
чтобы первая квадратичная форма имела вид — B?{dx'^+ dip^). 
'Здесь Я — характерный размер срединной поверхности. Тогда 
Яг(^) =  К/к(<р) — кривизна. Оболочка может быть незамкнутой 
в окружном направлении, а ее края могут быть косыми и задаются 
соотношениями

Xi{ip) < X < Х.2((р), <Р\<(Р<^Р2 ( 1)

Пусть оболочка подвержена действию нестационарных, неод
нородных по окружной координате осевых сил, вызывающих в ней 
медленно меняющееся по р̂, t осевое усилие Материал обо
лочки -  линейно вязкоупругий с. мгновенным модулем упругости 
Е  и коэффициентом Пуассона v.

Предполагая большую изменяемость решения в направлении 
обеих координат используем уравнения пологих оболочек [2], [3],
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учитывающие вязкоупругие свойства материала и наличие осевых 
усилий,

t

/ Д 2 ( И / -  j  K{t-T)W{x,<p,T)dr)  + d^W
дх^

(ЯФ d'^W
Ц Й42 ®di^

й2 г
-  J  K (t  -  T)W(x,<p,T)dr) = О,

(2)

где

лА =  — +дх? д<р2 ’  ̂ 12 (1 -  1/2) R2

Е?

Здесь W * , Ф* — нормальный прогиб и функция напряжений, /1 

— малый параметр, t — безразмерное время, tc - - характерное 
время, K(t. — т) — ядро скорости релаксации.

Пусть ядро K{t — т) удовлетворяет свойству затухающей па
мяти, непрерывно при (< — г) €  [О, 4-оо) и является величиной по
рядка 0 (1 ) на том же отрезке.

Предположим, что функции х\{(р), Х2 (<р), АггС̂ ) явля
ются достаточное число раз дифференцируемыми по своим аргу
ментам и вместе.со своими производными являются величинами 
порядка 0(1) при /1 -> 0.

В качестве граничных условий рассмотрим условия Навье, со
ответствующие шарнирному опиранию

d^W  д^Ф
^  ~  ~  ^  ~  л; =  ari((p), а: =  а;2 (у>) (3)

Пусть при < =  О оболочке сообщаются начальные перемещения 
и скорости, локализованные в окрестно<'ти образующей <р =  0.

W\t=o =  W*{x,ip,^i)Fo, W\t^o  =  Vo*{x,<p,fc)Fa (4)
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Fo =  exp{i^< H«o^+-6o¥>^)}, Im 6o > 0.

комплекснозначныеЗдесь ao -  вещественное число, Wq , Vq 
функции, такие что

й^У *
=  (5)

Вещественные и мнимые части (5) определяют пару начальных 
волновых пакетов (ВП). Такие. началг>ные условия могут возник
нуть в результате кратковременного механического воздействия, 
сосредоточенного в окрестности образующей <р = 0, либо в резуль
тате возбуждения параметрических колебаний оболочки с нерав
номерно распределенными параметрами [5].

2. Решение задачи (2)-(4)
Учитывая больщую изменяемость рещения в направлении оси, вы
полним растяжение осевой координаты по формуле

X =  p s  (6)

Разложим начальные условия (4) по системе функций {г„} :

г„ =  sin Л„ {.S -  .Si (<р)), Л„ = п = 1 ,2 , . . . .  (7)
« зЫ  -  Si(<p)’

Здесь и ниже Si{<p) — i — 1,2. В результате начальные
условия примут вид

СО  о о

( 8)

ПС=1 nz=l

Sl(V=)
Ряды (8) равномерно сходятся по .s на [.Si (<р), «з(<р)] для любого 
<р G [«^ь з̂з] [4]. Учитывая (5), в (8) можно ограничиться конечным 
числом слагаемых N . Таким образом начальный волновой пакет 
(4) распадается на N  начальных ВП. Решение будем искать в виде

N  N

W  = Y , W n ,  Ф = ^ Ф п  (9)
П =  1 П =  1
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Пару функций W„, Ф„ будем называть п-м ВП [1]. Из (8) легко 
получить начальные условия для Wn-

Обозначим через ?п(<) центр п-го ВП, который полагаем по
движным. Функция qn -  дважды дифференцируемая и ?„(0) =  0. 
Далее будем рассматривать ?г-й ВП. Введем подвижную систему 
координат, связанную с центром qn{t)

<Р = 4n[t) + (10)

Теперь характеризует удаленность образующей (р от центра п-го 
ВП qn{t).

Пару функций W n, Фп будем искать в виде
ОО

m=0
t

Sn = ехр{г[д~^ j ш„ (г) dr + / Г +  ^Ьп(<)^п]}- 
о

Неизвестные функции а?„, р„, 6„ -  дважды дифференцируемые, 
Шпт! ‘Рпт ~ ПО.ЯИНОМЫ ПО . Механический смысл параметров 
р„, Ьп см. в [1].

Используя формулу (11), выполнив дважды интегрирование по 
частям, получаем оценку для интегралов, входящих в (2)

/  к  i t - г )  W . ^  о  .
— ОО

( 12)

При использовании этой оценки необходимо следить за тем, чтобы 
функция ui„(t) не обращалась в 0 для любого t £ [0,7^. Из (12) 
следует, что ’’вязкие” слагаемые появляются лишь во втором при
ближении.

Разложим коэффициенты (2) в ряды Тейлора в окрестности 
центра ?„(/) по степеням Учитывая эти разложения, а
также (6), (9)-(12), приравняем в (2) коэффициенты при одина
ковых степенях В результате придем к последовательности
уравнений

^  ̂^пк^пт ~ к  — о, ти — 0,1,2..., (13)
к=0
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где Ъпк — матрица с коэффициентами l„kij [ h j  =  1)2), а Х„/; =  
{^I}nk,^Pnk^^- где значок Т означает транспонирование. Коэффици
енты матрицы L„o равны

/  q2 \ 2 2̂
I n o l  1 — ( ~ P n j ~~ ( ^ n  ~~ ЯпРп) )

, _  , L 1 (  2
<п012 — —‘ п021 =  ~ * 2  *п022 =  ^  "^j2 > у Qg2 Рп

“Ь Pn^rl^OJ ,%I ' n 2 — ( ~ 7Г^ РР  "1” ^ n L p q , ~P ,^ ^ q q  ~ Р Р п ^ ‘^ы H" P n l ' u q  "Ь P n f^ n ^ w p  +  „  I 'w  ) ^ n

1
2 '̂PP ^^2 * (̂ П̂ Я̂Р “I" ^P4 “1“ Р п ^ ш р ) 'd^„

■T ^  *Wn .  . .
2 ^pp *2 ^Pn^ufp

S„ = -^^nPn + ’- ^ ( £ 2  -  P^)^ 0UJn ' 5̂*
0

Здесь и ниже индексы р, q, ш означают дифференцирование но 
соответствующему параметру. Функции ш Тх и их производные 
берутся при (f -  qn{t).

Подставляя (11) в (3), с учетом (6) получаем последователь
ность граничных условий для уравнений (13).

Задача в нулевом приближении имеет решение в виде

X„o =  P„o(6.,<)Yn(<)^n(.5,?n(l)), (14)

где Рпо - полином по , Y„ - неизвестная вектор-функция, если

Wn — 9пРп Т Пп (̂ ) Рп I 9п ) , (Ш)

где

= JiXliqn) +р1Г ~ Т х { д п , 1) Х и Ч п )  + (16)V (^п(9г,)+р2)2
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функция Гамильтона,

Y„ =  Л„ =  k2{qn)>^l(Чn){>^l{qn) + р1 У ^  ■

Решения неоднородных задач в первом и втором приближениях 
ищем в виде

=  <?„(<))+  X |f/, г= .1 ,2 , (17)

где Pni -  полином по а Х̂ ;̂' -  какое-нибудь частное реше
ние соответствующей неоднородной краевой задачи. В результате 
приходим к системе Гамильтона

Чп — P p j  Рп — Pqj  Р п (0 )  — ®0, 9п (0)  — Oj (18 )

уравнению Риккати

Ьп +  Нр р Ь^  -f- 'IH pqhn  -f Hqq =  О, &rj(0) =  6o (19)

И амплитудному уравнению для определения полинома Р„о

, д'^Рпо I ,  дРпо , дРпо I р _  р, /оо>'*п0 Q,n----Н Лп1̂ п -----h “п2— ----h П п з Р п О  — о, (20)
о^п Oin сН

l^no(l) — kipp-, kni(t^ — li{b-nPlpp -Ь Hpq'j  ̂ — 2z,
( ['

к-пЗ — I P n  Ppp ^HpHq iOn P  ЧпРп P  P n P p P ’

*2(9 »)

p dp
2 f  f d l n  1 J

---- ~ - l[ ( .^ n + P n )  +^2((fn)AnAo

1'де 1{чп) =  ^2 (Чп) — •‘>i(9n). Штрихом обозначается производная 
по <р. Как видим, ’’вязкие” слагаемые входят в коэффициент кпз 
амплитудного уравнение (20).
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3. Пример
Рассмотрим тонкую круговую и.илинд]>ическую оболочку с пря
мыми краями, подверженную действию осевого сжатия, вызыва
ющего в ней усилие T\{^p). Пусть

Ti — \ + cos‘lip, Si =  О, S2 — А ,к 2 — 2, ао =  1,5, Ьд =  г, (21)

^0 =  К* = Zn, h/R=^ 0,01, I/ = 0 ,3, п =  1.

В данном случае образующая (р = О является наиболее слабой, 
поскольку на ней осевое усилие максимально. Результаты числен
ного решения уравнений (15)-(20) приведены на рис.1. Вычисления 
проводились для знака ” в (15). Цифрами 1-5 на рис.1 обозна
чены графики соответственно pi(<), qi{t), шЦЦ, Im6i(<), Rewimax'

Рис.1

Из рисунка видно, что имеет место многократное отражение I- 
го ВП от некоторых образующих При этом функции р\, qi,
cdi — периодические, и каждому отражению ВП соответствует 
фокусировка (рост Im6i) и рост амплитуд.

Заметим, что в данном случае функция не обращается в О, 
поэтому законна оценка (12).

Исследуем влияние вязкости на характер волнового процесса 
при описанных выше условиях (21). На рис.2 приведены графики 
функции Rewi ^ах при различных значениях параметра вязкости 
Л’(0). Цифрами 1-3 обозначены графики, соответствующие значе
ниям К(0) = о, 0 ,5, 1.
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Рис. 2

Как видим, наличие вязкости приводит к затуханию ампли
туды колебаний оболочки, причем рост параметра вязкости уско
ряет этот процесс.

4. ВП в вязкоупругой цилиндрической оболочке, 
нагруженной кольцевым усилием
Для рассмотрения движения ВП в тонкой линейно вязкоупругой 
цилиндрической оболочке воспользуемся уравнениями [3], [6]

/
, а dW

K{t -  T)W{T,<p,s)dr)  -f- 0 - ^ )  “

—  СЮ

о, (22)

А'^Ф + k2((p )-^ {W -  j  K (t -  t)W{t ,(p , s)cIt ) = о,

где безразмерные величины вводятся по формулам [1], Т2 — 
-Ehe^T-i- Оболочка занимает область: •5i(<;c’) <  s < *2 (‘Р), <Pi <  
9 < 92-

При решении этой задачи предполагалась малая изменяемость 
напряженно-деформированного состояния вдоль оси. В результате
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выполнения действий, описанных в [1], при учете оценки (Г2) при
ходим к формуле (15), системе Гамил1>тона (18), уравнению Рик- 
кати и амплитудному уравнению (20). При этом функция Гамиль
тона

«n  =  , W  +  # -  T2{qn,t)pl,

где А„ =  irn{s2 {qn) ~  « 1  (?п)) ' • Коэффициенты /»„о, /i« i, /»п2 совпа
дают с соответствующими коэффициентами уравнения (20), а

4 ^ 2  
Рп

4/С2Л-
\^n^nHpp 2HpHq U)xi “Ь QnPn -^n

PnT' + -  f  { L , z , + L ^ z „ ) z n d H - f ^ { p t , - k l \ l ) } ,  
Vn J

si(9r.)
*2(9 »)

где ?/„ =  /  zlds.
5  1  ( 9  Tl )

Работа выполнена при финансовой поддержке БФФИ, грант 
Т97-142.
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о  К ВА ЗИ С Т А Т И Ч Е С К О М  У Д А Р Е  ТВЕРДО ГО  Ш А Р  
О П Л О С К У Ю  ГРА Н И Ц У  УПРУГОГО Т Е Л А

И .И . Аргатов
Государственная морская академия им.адм. С. О. Макарова-, 

Санкт-Петербург

Методом сращиваемых асимптотиче1ЖИХ разложений изуча 
ся задача одностороннего контакта без трения для штампа, им< 
щего форму кругового параболоида. Предполагается, что разме 
площадки контакта малы в сравнении с характерным размер 
тела. Модельная контактная задача для пограничного слоя 
шается при помощи аппарата теории Ге|)ца. Выводится уравне! 
Р — +  к а ^ , связывающее силу Р  и перемещение а штам
Это уравнение, содержащее поправку к на геометрию и условия 
крепления упругого тела, применяется для построения уточнен! 
теории квазистатического удара, учитывающей общие деформаг 
упругого тела.

В ведение. Известно (см. [1], гл. 1, §1), что квазистати 
ская теория удара Г. Герца основана на решении статической К( 
тактной задачи о давлении на ynpiyroe полупространство штам 
в форме эллиптического параболоида.

Контактная задача для упругого тела, отличного от полуп] 
странства, изучгшась в работах [2] (см. решение осесимметричн 
задачи в §49), [-3,4] (упругий слой) и [.б] (упр>угий пространств» 
ный клин). В статье [6] построено асимптотическое решение зада 
о вдавливании параболоидального штампа в плоский участок rj 
ницы ограниченного упругого те.ла.

В данном сообщении полученные в [6] формулы привлекают 
для описания квазистатического удара абсолютно твердого шар! 
плоскую границу упругого тела. В разд. 2 — 3 выписывается аси 
птотика решения контактной задачи. В разд. 4 выводится урав1 

ние для контактной силы. Интегрирование уравнения движен 
твердого тела (разд. 5) проводится по известной схеме (см. [1 
др.).
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