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В статье представлены подходы к моделированию динамики автотранспортных средств с прице-

пами, транспортирующими жидкие грузы, при их движении по прямолинейному пути и при повороте, с 
учетом взаимодействия твердых тел и жидкости со свободной поверхностью. Разработаны математи-
ческие модели для автотранспортного средства с прицепом-цистерной, имеющей цилиндрическую фор-
му. Приведены результаты расчета допустимой скорости движения при повороте для разных радиусов 
кривизны траектории.  

Ключевые слова: продольная динамика, поперечная динамика, транспортное средство, поворот, 
прицеп-цистерна, относительное движение жидкости. 

The approaches to modeling the dynamics of vehicles with trailers that transport liquid loads when they move 
along a straight path or when they turn, taking into account the interaction of solids and liquids with a free surface 
are presented in the article. Mathematical models have been developed for a vehicle with a tank trailer of a cylindri-
cal shape. The results of calculating the permissible velocity when turning for different curvature radii of the trajec-
tory are presented. 

Key words: longitudinal dynamics, lateral dynamics, vehicle, turning, a tank trailer, relative liquid motion. 

Введение 

Особенность работы сельскохозяйственных 
транспортных средств, перевозящих жидкие грузы, 
заключается в чередовании движения по прямоли-
нейным и криволинейным в плане и профиле участ-
кам дороги, что влияет на показатели устойчивости и 
управляемости транспортного средства, и при небла-
гоприятных условиях, может привести к аварийным 
ситуациям. В частности, к таким ситуациям могут 
привести – резкий разгон и торможение, переезд не-
ровностей, резкая смена полосы движения и движе-
ние по дуге при прохождении поворота, либо одно-
временное сочетание нескольких факторов.  

Вероятность возникновения опасной ситуации ста-
новится гораздо выше, если резервуар цистерны запол-
нен частично, поскольку в этом случае из-за перетека-
ния жидкости динамические характеристики могут в 
значительной мере отличаться, как полностью загру-
женного, так и от порожнего транспортного средства. 
При этом необходимо проводить анализ динамики си-
стемы, включающей взаимодействующие твердые тела 
и жидкости со свободной поверхностью, что представ-
ляет собой сложную математическую задачу. 

Целью настоящей работы является cовершен-
ствование конструкции и технологии изготовления 

цистерны для обеспечения безопасности перевозки 
жидкостей, повышения надежности и долговечности 
при работе. 

Основная часть 

Динамическая модель движения автотранс-
портного средства с прицепом-цистерной с уче-

том продольного движения жидкости 
При математическом моделировании движения 

транспортного средства с прицепом-цистерной обыч-
но применяются следующие допущения:  

– движение центра масс транспортного средства 
и жидкого груза в цистерне плоское, копирующее 
продольный профиль дороги;  

– качение колес происходит без отрыва от опор-
ной поверхности;  

– отсутствие колебаний подрессоренных и не-
подрессоренных масс;  

– все внешние силы, действующие на транспорт-
ное средство, лежат в плоскости движения. 

Выполненные различными авторами исследова-
ния малых колебаний жидкости со свободной по-
верхностью показали, что они могут быть учтены в 
моделях транспортных средств приближенно, по-
средством использования эквивалентной механиче-
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ской модели [1-4]. Такая модель включает сосредото-
ченную массу, связанную с кузовом транспортного 
средства при помощи упругой связи, однако при этом 
не учитывается затухание колебаний, обусловленное 
дисперсией волн и вязкостью жидкости. Как след-
ствие, такие модели могут применяться только при 
анализе резервуаров, разделенных на один или не-
сколько отсеков правильной геометрической формы, 
не связанных между собой. Некоторые исследователи 
предлагают при создании математических моделей 
учитывать и диссипативные силы, однако отмечают, 
что значения этих сил должны быть определены экс-
периментально для каждой конкретной модели [5].  

На основании источников [6, 7] каждая из сил 
взаимодействия жидкости со стенками резервуара 
(рис. 1) и перегородок FТ может быть представлена в 
виде суммы двух слагаемых FТУ и FТД, учитывающих 
упругую и диссипативную составляющую силы взаи-
модействия. Для учета эффектов, обусловленных 
натеканием жидкости на потолок резервуара, упругая 
составляющая может быть представлена в виде:  

k
ТУF cs ,        (1) 

где c – жесткость эквивалентной пружины, Н/м; 
k – некоторый постоянный коэффициент, значе-

ние которого определяется формой резервуара и 
уровнем его заполнения; 

s – деформация упругой связи, м. 
При этом считается, что часть массы, находяща-

яся в нижней области емкости, не участвует в коле-
баниях [8, 9].  

Масса жидкости, участвующая в колебаниях с фор-
мой, соответствующей номеру n, в соответствии с [10]: 

3 3ж

th (2 1)π
8 ,
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h
l n
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h n

     (2) 

где l – ширина основания резервуара, м; 
h – высота уровня жидкости, м; 

mж – масса транспортируемой жидкости, кг. 
Коэффициент жесткости пружины можно опре-

делить по формуле [10]: 
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где g – ускорение свободного падения, м/с2. 
Для адекватного описания ситуации, при которой 

свободная поверхность жидкости достигает потолка 
емкости при нестационарных режимах движения ци-
стерны, можно применить подход, предложенный в 
работе [11]. Он предполагает, что центр масс жидкости 
в процессе ее колебаний не может оказаться смещен-
ным от равновесного положения на величину smax, 
большую, чем при случае, когда вся жидкость сосре-
доточена у одного из концов резервуара, и ее свобод-
ная поверхность вертикальна. Реально такое состояние 
не может быть достигнуто, так как в этом случае кузов 
цистерны должен иметь бесконечно большое ускоре-
ние. Поэтому в модели учитывается возможность уда-
ра жидкого груза о потолок резервуара. Соответствен-
но, значение коэффициента жесткости, эквивалентной 
упругой связи, определялось по формуле [11]: 
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где s0 – значение координаты x, при котором 

жидкость достигает потолка, м;  
smax – максимальная величина, на которую может 

быть смещен центр тяжести колеблющейся жидкости 
от равновесного положения, м. 

Такой подход позволяет получить адекватные 
результаты анализа динамики автомобиля-цистерны, 
что экспериментально подтверждено в работах  
[12, 13; 19] (рис. 1). 

 
Рисунок 1. Расчетная схема транспортного средства с полуприцепом-цистерной 
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Диссипативная составляющая (сила неупругого 
сопротивления) зависит от скорости деформации 
упругой связи s (точка над переменной здесь и далее 
означает производную по времени). Примем эту зави-
симость прямо пропорциональной: 

ТДF s ,        (5) 
где α – некоторый коэффициент, значение кото-

рого зависит от наличия перегородок и их конфигу-
рации, кг/с. 

Таким образом, введенную силу взаимодействия 
груза с резервуаром можно записать в виде: 

Т
kF cs s .       (6) 

Массой колес можно пренебречь, поскольку она 
достаточно мала по сравнению с массой транспортно-
го средства и перевозимого жидкого груза. Тогда 
представленную систему можно рассматривать как 
систему с двумя степенями свободы, движение кото-
рой определяется изменением двух обобщенных ко-
ординат x и s (рис. 1). 

Применяя принцип Даламбера, опишем матема-
тически торможение (трогание с места) цистерны, 
учитывая силы инерции трактора Фтр и груза Фгр 

тр тр

гр гр

Ф ;
Ф ( ),

m x
m s x

     
 (7) 

где mгр, mтр – масса груза и трактора, соответ-
ственно, кг; 

x – перемещение трактора, м. 
Таким образом, на основании выражений (1-7) и 

уравнений моментов сил, составленных относительно 
точек А, В и С (рис. 1), получена система уравнений, 
описывающая движение автомобиля и жидкого груза 
с учетом упруго-диссипативных сил: 
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где lа, lb, lc – расстояние от задней оси до центра 
тяжести транспортного средства, от передней до зад-
ней оси (база) и от задней оси до оси прицепа, м;  

hтр, hгр – высота центра тяжести транспортного 
средства и груза соответственно, м. 

lгр – расстояние (по горизонтали) от оси прицепа 
до центра тяжести груза, м; 

f – коэффициент трения между шинами и доро-
гой; 

N1, N2, N3 – нормальные реакции поверхности 
дороги в точках , Н;  

Fтр1, Fтр2 – силы трения между дорогой и колеса-
ми передней и задней осей соответственно, Н; при-

нимают значения п

шп

2M

R
 и з

шз

2M

R
 в результате действия 

тормозов транспортного средства и значения 

тр1 1F fN  и тр2 2F fN  при избыточных значениях 
тормозных моментов, когда имеет место проскальзы-
вание между колесами и поверхностью дороги;  

Rш п, Rш з – радиусы передней и задней шин 
транспортного средства, м; 

Мп, Мз – максимальный тормозной момент на 
передней и задней осях транспортного средства соот-
ветственно, Н м; коэффициент 2 обусловлен наличи-
ем отдельных тормозов на левой и правой стороне 
транспортного средства;  

М тр_пр – момент трения качения колес оси при-
цепа, Н м; 

Fтр3 – сила трения, возникающая между колесами 
оси прицепа и дорогой, Н; 

Поскольку силы трения в общем случае зависят 
от ускорений транспортного средства и жидкого гру-
за, то возникает необходимость итерационного реше-
ния системы уравнений (8).  

Для двухосного транспортного средства с одно-
осным прицепом при торможении, необходимо учи-
тывать восемь вариантов:  

– качение колес на всех осях происходит без 
проскальзывания;  

– присутствует проскальзывание между колеса-
ми только передней оси автотранспортного средства 
и дорогой;  

– имеет место проскальзывание между колесами 
только задней оси автотранспортного средства и до-
рогой;  

– движение колес прицепа происходит с про-
скальзыванием, движение автотранспортного сред-
ства – без него; 

– качение колес, как передней, так и задней осей 
автотранспортного средства с проскальзыванием;  

– движение с проскальзыванием между колесами 
передней оси автотранспортного средства и оси прицепа;  

– имеет место проскальзывание между колесами 
задней оси автотранспортного средства и оси прицепа;  

– качение колес на всех осях происходит с про-
скальзыванием. 

Анализ опрокидывания прицепа-цистерны на 
основе квазистатической модели 

При повороте автотранспортного средства транс-
портируемая жидкость смещается в поперечном 
направлении в сторону боковой стенки резервуара, вы-
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зывая опасность опрокидывания прицепа-цистерны. 
Предельный угол, при котором начинается отрыв колес 
от поверхности земли, определяется исходя из равен-
ства нулю суммы моментов относительно оси, вокруг 
которой происходит опрокидывание. В рассматривае-
мом случае эта ось проходит через точку A (рис. 1) пер-
пендикулярно плоскости рисунка. Уравнения в соответ-
ствии с принципом Даламбера, из которых можно опре-
делить динамические параметры системы для момента 
начала опрокидывания, имеют вид:  

при повороте прицепа-цистерны на ровной доро-
ге (рис. 2а) 

ж

пр цт
пр пр пр ж

пр
ж ж пр

Ф
2

( ) Ф ( ) 0
2

iA

b
M G h G

b
s h z ,    (9) 

при прямолинейном движении прицепа-
цистерны по дороге с уклоном (рис. 2б) 
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при повороте прицепа-цистерны на дороге с 
уклоном (рис. 2в) 
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 (11) 
где Фпр – сила инерции, действующая на центр 

масс автомобиля, Н;  
Фж – сила инерции, действующая на центр масс 

жидкого груза, Н; 

Gпр, Gж– силы тяжести прицепа-цистерны и жид-
кого груза, соответственно, Н; 

bпр, hпр, – ширина (колея) и высота шасси прице-
па-цистерны, м; 

цт
прh  – высота центра тяжести прицепа-цистерны, м; 

Sж – смещение жидкого груза вдоль поперечной 
оси симметрии прицепа-цистерны относительной 
продольной оси симметрии, м; 

Zж – высота центра тяжести жидкого груза отно-
сительно шасси прицепа-цистерны, м. 

В уравнениях (9-11) параметры sж ( ) и zж ( ) – 
координаты центра тяжести жидкости, м. Они зависят 
от угла наклона свободной поверхности жидкости  
по отношению к дну резервуара. 

Угол  можно определить, спроецировав силы, 
действующие на частицу жидкости на свободной по-
верхности при движении автотранспортного средства 
с постоянной скоростью v0 по дуге радиуса , на ось 
q. Например, для случая поворота прицепа-цистерны 
на ровной дороге (рис. 2а) 

2

0

жФ cosθ sin θ,

cosθ sin θ,
ρ

d dmg

dm dmg
v  

откуда  
2

0θ
ρ

tg
v

.      (12) 

При прямолинейном движении прицепа-
цистерны по дороге с уклоном (рис. 2б) угол наклона 
жидкости  равен углу наклона поверхности дороги 
α, а при повороте прицепа-цистерны на дороге с 
уклоном также в результате проецирования сил, дей-
ствующих на частицу жидкости на свободной по-
верхности, получается выражение (12). 

Координаты центра тяжести жидкого груза в ци-
линдрическом или эллиптическом резервуаре зависят 
от зоны, в которой находится свободная поверхность 
жидкости (рис. 3а), и могут быть определены в соот-
ветствии с [14] по формулам: 

 
Рисунок 2. Расчетная схема автомобиля: а) при опрокидывании в левом повороте на дороге без уклона;  

б) при прямолинейном движении на уклоне; в) при левом повороте на дороге с уклоном 
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где D – диаметр цилиндрического резервуара, м; 
z1, z2 – координаты крайних точек свободной по-

верхности жидкости (рис. 3б), м; принимают значе-
ния [14]: 

1,2 cos(γ θ)
2
D

z ,    (15) 

δ1, δ2 – коэффициенты наличия зон 1 и 3; прини-
мают значение 1 при присутствии данной зоны и зна-
чение 0 – при ее отсутствии; 

γ – половина центрального угла сегмента сече-
ния (рис. 3б), рад. 

Если в резервуарах, устанавливаемых на авто-
транспортных средствах сельскохозяйственного 
назначения, применяются проницаемые перегородки 
[15], то жидкость имеет возможность перетекать из 
одной части резервуара в другую. В этом случае име-
ет место принцип сообщающихся сосудов, и для пер-
вичной оценки устойчивости транспортного средства 
можно рассматривать жидкость как один объем. По-
скольку ширина отсека в резервуарах сельскохозяй-
ственных прицепов-цистерн обычно не превышает 1 
м, динамическими эффектами, связанными с гидро-
ударом, можно пренебречь и ограничиться рассмот-
рением модели жидкости со свободной плоской по-
верхностью.  

В процессе исследований рассчитаны значения 
максимальной скорости, при которых обеспечивается 
устойчивость прицепа-цистерны типа АПВ-3 в случае 
его транспортировки трактором БЕЛАРУС-820 при 
повороте с радиусом от 4,5 м, который является ми-
нимально допустимым в соответствии с технически-
ми характеристиками транспортного средства [16]. 
Построена зависимость допускаемой скорости дви-
жения от отношения объема перевозимой жидкости 
Vж к объему резервуара V (рис. 4). 

 

 
 

Рисунок 3. Зоны заполнения цилиндрической  
цистерны (а) и схема определения угла раствора  

сегмента сечения цистерны (б) 
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Результаты расчетов показывают, что учет пере-
текания жидкости приводит к уменьшению допуска-
емой скорости движения. То есть рассчитанная допу-
стимая скорость для минимального радиуса поворота 
прицепа-цистерны составляет 3,90 м/с или 14,04 км/ч, 
что на 6,4 % ниже максимально допустимой скорости 
движения прицепа такого типа, составляющей  
15 км/ч [17]. 

Заключение 

В работе представлены математические модели, 
позволяющие оценить динамические характеристики 
автотранспортного средства с частично заполненным 
прицепом-цистерной. 

Показано, что учет при прямолинейном движе-
нии чередования режимов трения с проскальзывани-
ем и без него, которое оказывает существенное влия-
ние на управляемость энергосредства, приводит к 
восьми вариантам решения системы, которые опре-
деляются разными выражениями сил трения и учиты-
вают наличие или отсутствие проскальзывания между 
колесами осей трактора и прицепа-цистерны. Для 
приближенной оценки возможности опрокидывания 
при повороте прицепа-цистерны, а также при прямо-
линейном движении по дороге с уклоном, предлага-

ется использовать квазистатическую модель. Если же 
требуется уточненный анализ поведения трактора с 
транспортируемой жидкостью, то в качестве первого 
приближения можно использовать уравнения, по-
строенные на основе эквивалентных моделей. 

Для оценки эффективности гашения колебаний 
жидкости в резервуаре с перегородками различной 
формы, а также учета гидродинамических эффектов и 
геометрических особенностей конструкции, следует 
осуществлять численное моделирование колебаний 
жидкого груза в резервуаре, например, в инженерном 
пакете ANSYS [18]. 
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