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УДК 539.4 

Ю. В. ЧИГАРЕВ 

О КОНТАКТНОМ В З А И М О Д Е Й С Т В И И 
С П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н О НАПРЯЖЕННОЙ 

УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОЙ СРЕДОЙ 

В з а д а ч а х контактного деформирования особый интерес вызывают 
задачи , связанные с учетом предварительно напряженного состояния 
среды [ 1 ] . Такой подход особенно необходим при расчете прочности 
и жесткости деталей машин и строительных конструкций, которые до 
контактного деформирования находились в некотором напряженном 
состоянии. 

В данной работе для стохастически неоднородной упруговязко-
пластической среды получена з а м к н у т а я система уравнений для cpe,v-7- :•: 
напряжений , деформаций , перемещений, которая описывает основное 
(предварительно напряженное) состояние, реализующееся в с л у ^ г - ^ о • 
неоднородном теле. При этом м а с ш т а б неоднородности считае \ мег; г ; . 
х а р а к т е р н ы х размеров тела. Путем наложения на основное средне 0 

н а п р я ж е н н о е и деформированное состояние детерминированных возму­
щений (давление жесткого штампа ) определена линеаризованная сис­
тема уравнений, которая используется в решении контактной задачи . 

Рассмотрим упруговязкопластическое тело объема V", ограниченнее 
поверхностью S, к которой приложены внешние воздействия /V Будем 
считать тело изотропным, неоднородным. Механические .коэффици-?ьты 
упругости G (модуль сдвига ) , пластичности k, вязкости ті, упрсч;:ег ' :н г 
тогда будут меняться от точки к точке тела непрерывным или д и скреби:-/ .vt 

о б р а з о м . Предполагаем , что изменение этих свойств от точки к точке 
имеет случайный характер . 

Тело ведет себя упругим образом в точках [2 ] , где 

SijSr, < k2 (Stj = ац - okk6i?) (1) 

(oij — компоненты тензора н а п р я ж е н и й ) . 
Если 

SriSii> k\ (2) 

то среда деформируется пластическим образом и полные деформации ец 
представляются в виде суммы упругой ее

ц и пластической ер

Г] дефор­
маций: 

е , 7 =4+< (3) 
Если ePj — Q, то предельное соотношение будет 

(Sn-ctyiSij-cefiXk2. (4) 
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Если е^ФОу то функция нагружения имеет вид 

(Sij-сер

ц - цер

ц) (Sn-cefj- цЩ) = k\ (5) 

а ассоциированный закон течения запишем в виде 

= -ф (Si/ — ceg- — л ^ - ) , ^ > 0 . (6) 

Соотношение Коши 

ец= - у - + (7) 

Уравнение равновесия 

[ а / Л = (6^ + ^ ) 1 , / = 0 (8) 

и граничные условия 

[ojk= (&ik + Ui,k)]nj = pi. (9) 
і 

Система уравнений (1) — (9) замкнута и имеет единственное решение. 
П р е д с т а в л я я все функции в виде суммы математического о ж и д а н и я , 

обозначаемого символом < >> , и случайной флуктуации, обозначаемой 
штрихом, а т а к ж е полагая зависимость параметров среды рт простран­
ственных координат в виде 

л= <л> c = < o f ; k=<k>f; G = < G > 7 , (10) 

где f(Xi) — с т а т и с т и ч е с к и однородная изотропная функция, аналогич­
но [3] получаем систему уравнений, которая будет описывать среднее 
напряженно-деформированное состояние стохастически неоднородной 
упруговязкопластической среды 

8 < G > * < & > 2 < ец> — 4 < Ц> < G > 2 < k > 2 — [ <///> — 

— < Ї | > (2 < G > < — < Lkg> )} (2 < G > < — 

- < L ^ > ) = - < f l 2 > [ 2 4 < G > 3 < / г > 2 < Ą / > + 

— 2 4 < G > 3 < r ] > < 0 > < 6 \ 7 > < е ц > < e k g > + 

+ 4 < G > 2 < т ] > < / , - / > <ekg> 2 + 

+ 4 < G > 2 < т ] > < / ^ > < e * g > < < ? l 7 > — 

— 2 4 < G > 3 < r ) > < c > < e ^ > <ekR> < ó - / > — 

— 2 4 < G > 3 < T ] > 2<ei}> <.ekg> <ekg> + 

+ 8 < G > 2 < r i > 2 < L / / > <ец> <ekg> + 

+ 4 < G > 2 < c > 2<еп> <ekg> <Lkg> + 

+ 4 < G > 2 < c > 2 < e i j > < e k g > <Lkg> + 

+ 4 < G > 2 < т ] > < 0 > < e ^ > <Lkg> <e4> — 

— 2 4 < G > 3 < c > . 2 < ^ / > < e ^ > < e ^ > ] , (11) 
где 

/ ł 7 = a l 7 ( 2 < G > + < 0 > ) - Ó ( / G ( 2 < G > + 3 v < c : 

Lij = óij — Зубца, 

7 = v / ( l + v ) . 



Уравнение равновесия 

[<оц> (oik + < U i , k > ) + < / l 2 > Fij(<os,p> <uStP>)]tj = 0. (12) 

Граничные условия 

[<oij> (bij+ < u i t k > )+ <f[2> Fij(<os,p>y <us,p>)]tij = Pi. (13) 

В ф о р м у л а х (11) — (13) величина < / 1 2 > — д и с п е р с и я неоднород­
ности материала , Fij — нелинейный оператор. 

Пусть решением системы (11) — (13) будет 

<оц(хи)> =o?i(xk9 t), (14) 

<eij(xk, t)> =e?j(Xk, t), <tii(xkj t)> =n°(xk, t). 

Предполагаем , что с ростом времени данные решения стремятся 
к а ° ( х Л ) , e?j(xk), uf(xk)- Уравнения (11) — (13) будем рассматривать 
как соотношения, описывающие некоторое предварительно напряженное 
состояние среды, в которое вдавливается жесткий штамп. Действие 
последнего вызывает малое возмущение основного напряженного 
состояния. Если малые возмущения напряжений, деформаций и пере­
мещений обозначить через а^ , вц, nf, то решение для возмущенного 
состояния можно искать в виде 

0^ = 0^ + 0^ ец = а + е+, (15) 

U і — UL + Щ . 

Подставим (15) в ( И ) — (13 ) . В результате линеаризации указан­
ных уравнений, выделения в компонентах векторов и тензоров, харак­
теризующих возмущения , временного множителя ехр (нос)» а т а к ж е 
п о л а г а я основное среднее напряженно-деформированное состояние 
однородным, аналогично [3] получаем систему уравнений 

о) = 6)а*екк + ( 1 (.16) 

Уравнение равновесия 

(оц + о%1Ц.к).1 = 0. (17) 

Граничные условия 

(oij + о£ Ui,k) к, = Pi. (18) 

В соотношении (16) — (18) для амплитудных величин возмущений 
оставлены те ж е обозначения , что и для возмущений, опущен лишь 
индекс «плюс» вверху. Коэффициенты а* и be, — комплексные величины, 
з а в и с я т от свойств рассматриваемой среды <с> , < г ) > > , <Ck> , 
<С G> , V , <fl2> и компонент тензоров напряжений <т°, деформаций е°ц, 
перемещений u°i основного состояния. 

Здесь и в дальнейшем явный вид этих коэффициентов ввиду гро­
моздкости не приводим. 

В цилиндрической системе координат связь между напряжениями 
и д е ф о р м а ц и я м и , согласно уравнению (16) , будет 

Orr = а\\егг + а і 2 е ф ф + а і з ^ з з , ( 1 9 ) 

О ф ф = # 1 2 £ r r + 022£ф<р + # 2 3 ^ 3 3 , 

ОзЗ = A l зегг + а 3 2 Є ф Ф + « 3 3 ^ 3 3 , 

_ ^ А. сі\ і — # 1 3 
Ог<р= < и> ещ, оГфЗ = < : и> е ф з , огз= ~ £ г З -
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Уравнения равновесия (17) запишутся в виде 

dorr , 1 д а Г ф , дОгз , 1 , _ ^ \__р_^а 
і і / ^ Г ф ь г ^ м . і , ч D г П 

дг 1 г д Ф ' д х 3 ' 3 4 " ^ ' З г 

^ + _ L + _ ^ E L _ + J _ a _ р j L f f S L = 0 , (20) 
дг г дц) дхз г т <5лгз 

d a r 3 , 1 до Ф з . д а 3 3 , 1 л п 

дг 1 г ду * дхз * г 

Компоненты тензора деформаций можем записать : 

___ диг _____ 1 diiy 1_ 

ди3 диу 1 ди2 1 , 9 П 

£ з з = , g r V = * Н л U 1 ) 
дл:3 d r г 5ф г 

_ ди3 , ды г _____ 1 ди3 , д а ф 

* Г 3 ~ ~ ~ Д Г ~
 + ~ ~ ^ з ~ ' * ф 3 ~~ ~ 3 ~ ~д^~ + Д Х 3 ' 

Пусть штамп внедряется в полупространство под действием силы Р+ 

[ 4 ] . Условия равновесия для штампа будут: 

P + = 2 n U ( p ) p d p , (22) 
6 

где g(r) — к о н т а к т н о е давление, а—радиус области контакта . Обо­
значим через Ф ( г ) функцию, описывающую форму основания штампа , 
б — осевое смещение штампа . 

П о д с т а в л я я (19) , (21) в (20 ) , получаем уравнения в перемеще­
ниях. Д л я осесимметричной задачи имеем 

Г a i i + Q i 3 д2 a n — a i 3 + 2Qi2 1 д ] 

, Г а п - а . з / д 2 , 1 д \ . д2 1 

+ L 2 \Tap- + "Г" — ) + А " - ^ R J " 3 = = 0 -

Решение системы уравнений (23) ищем в форме интегралов Хан­
ке л я 

оо 
иг= \ ur{S, x3)Io(S, r)SdS, 

о 
оо 

из= \ u3(Sy X3)Io(Sr)SdS, 
о 

где йг, из — трансформаторы Ханкеля, / 0 — функция Бесселя . Извест­
ным методом [1, 5] составим дифференциальные уравнения относи­
тельно трансформант 

S2a{\ur+ 0 ,5(2ai і — а 3 з ) 5 й 3 + 0 ,5ап й = 0, 

u + Sur = 0. (24) 
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Решения (24) представим в виде 

ur = A{S)e~,lSxi + B(S)e~^" 

u3 = c(S)e"liSx3 + D(S)e 

где 

-|хС, B=—\iD, n = V 0 , 5 ( l + B ) + / ( l — В) 

B = r _ L - 0 , 5 ( - i 1 _ ) 1 а з з . 
L ай \ а 3 з а п Л 

Функции C ( S ) и D ( S ) найдем с помощью граничных условий 
/ 7 Х 3 ( / \ 0 ) = 0 , а*, (г, 0) = — g(r), з аписав их в трансформантах Ханке-
ля [ 1 , 5 ] . Если Q(S) — т р а н с ф о р м а н т а Ханкеля функции g(r), то пере­
мещение а 3 можно записать : 

1 
«з(г , 0) = - - ± - J Q ( S ) / o ( S , r ) d S , 

о 
где 

• - V t — 
азз— (аі і — азз)fliі 1Г а { і а 3 3 — (щі — а 3 3 ) а 

а ц а 3 3 JL а ц а 3 з J 
И с п о л ь з у я методику рассуждений работы [ 1 , 5 ] , приходим к выра­

жению относительно контактного давления 

* + Р / г + р 
и 

X — — { [ 4 а ц а 3 3 — ( а ц - а з з ) а п ] [ а и а 3 з — ( а п — а 3 3 ) а ц ] 
азз 

П р и н я в в (25) Ф ( г ) = г 2 / 2 / ? и учитывая (22 ) , получим 

1 з_^/ 3 / ? а 3 3 Я + 

1/2 

2 V { [ 4 а ц а 3 з — ( а м — а 3 з ) а ц ] [ а ц а 3 з — (ац — а 3 3 ) а і Т / 2 " • 

(26) 

В ы р а ж е н и е в фигурных скобках играет роль контактной жесткости 
основания , как и в работе [ 1 ] . Однако в отличие от [1] контактная 
жесткость в данной з а д а ч е зависит не только от функции нагружения 
предварительного напряженного состояния, но и от свойств вязкости, 
пластичности, упрочнения среды и дисперсии неоднородности. 

З н а я коэффициенты ац параметров свойств среды и возмущение от 
ш т а м п а Р + , по формуле (26) определим радиус области контакта. 
Если известны Р + и а, то по (26) можно оценить степень жесткости 
в области контакта . Численный анализ (26) показал , что учет неодно­
родности и предварительно напряженного состояния материала ведет 
к увеличению области контакта . 

Summary 

T h e c o n t a c t p r o b l e m a b o u t i n d e n t i n g h a r d indent in init ially s t r e s s e d v iscoe las t ic 
s e m i s p a c e h a s been c o n s t r u c t e d . It is i s s u m e d t h a t p a r a m e t e r s of c o n t i n u u m a r e depended 
on s p a c e c o o r d i n a t e s by r a n d o m m a n n e r . The d e p e n d e n c e be tween size of c o n t a c t region, 
p ress ion of inden t a n d the p a r a m e t e r s which a r e d e t e r m i n e d s t i f fness of founda t ion . 
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