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Р Е Л Я Т И В И С Т С К О Е В Р А Щ Е Н И Е Ч А С Т И Ц Ы В С Р Е Д Е 

1. Постановка задачи. В работах [1, 2] подробно исследовались уравнения Папапетру 
[3], которые описывают поступательное и вращательное движения вращающейся частицы во 
внешнем гравитационном поле и имеют вид 

Jjpa I 
— + - Л " , , ! ^ " = 0, (1.1) 

Pl^l *L DS0° _ ?L. DSa0 _ о 
ds u° ds u° ds 

DSa0 

где Ра = mua + Up—;— — 4-импульс вращающейся частицы; символ D означает абсо-
US 

дютную производную; -R|M„ — тензор кривизны внешнего пространства-времени, метрика 
которого ds2 — gapdxadxp\ gap — метрический тензор; иа — dxa/ds — 4-скорость частицы, 
gap — тензор вращения ("спин") частицы; греческие индексы a,/3,//,i/ пробегают значения 
О, 1, 2, 3; по повторяющимся индексам идет суммирование. 

Исследование уравнений (1.1), (1.2) проводится аппроксимационным методом Эйнштей
на — Инфельда. в ньютоновском и постньютоновском приближениях (НП и ПНП) общей теории 
относительности (ОТО) при дополнительных условиях на тензор вращения частицы 

Saiu0 = KSiiuj, (1.3) 

где индексы i,j = 1,2,3. Далее любые латинские индексы, например k,s,l,..., также будут 
пробегать значения 1, 2, 3. Условия (1.3) в известном смысле обобщают наиболее употреби
тельные условия Soi = 0 (при К = 0), SaPup = 0 или Saf>Pp = 0 (при К = 1 в ПНП ОТО) 
и другие (см. [4]). 

Система уравнений поступательного движения вращающейся частицы (1.1) подробно ис
следована в ПНП ОТО в работе [2]. Согласно аппроксимационной процедуре Эйнштейна — 
Инфельда, разложения скорости и' и тензора вращения частицы имеют вид 

и* = \и' + \яи' + ..., Sij = X3Sij + X5Sij + ..., S0i = X4S0i + XeS0i-r..., (1.4) 
1 3 3 5 4 6 

где А — 1/c, с — скорость света в вакууме (см. [2, 4]); число под коренной буквой обозначает 
порядок величины в разложении по А. В [2] также показано, что в НП ОТО 

gij = const, . (1.5) 

a Saj тогда в НП ОТО, так как щ — 1, легко находится из условия (1.3): 
4 

Soi = KSijUj. (1.6) 
4 3 Г Ч ' 
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Принимаем, как и в работах [1,2], что внешнее гравитационное поле при исследовании системы 
(1.1), (1.2) создается газопылевым шаром, имеющим ньютоновские радиус R и постоянную 
плотность р, в центре которого сосредоточена гравитирующая ньютоновская масса М. 

Целью настоящей работы является подробное рассмотрение и интегрирование в ПНП ОТО 
системы уравнений вращательного движения частицы (1.2), а также обсуждение некоторых 
рекомендаций по экспериментальной проверке ОТО на основе полученных оценок ряда вековых 
эффектов. 

2. Уравнения (1.2) в П Н П ОТО и их интегрирование. Уравнения (1.2) имеют три 
содержательных уравнения при а = i, fl — j , г ф j . В остальных случаях они обращаются в 
тождества. Таким образом, в ПНП ОТО нужно расшифровать уравнения 

DSij и1 DS>° «•' DSi0 Г ' / . " , ч 

•dT + ^ " 5 Г " ^"rfT = °' гфз' (2Л) 

Применяя аппроксимационную процедуру Эйнштейна — Инфельда к уравнениям (2.1), ис
пользуя метрику пространства-времени из [2], (1.1), (1.2), равенства (1.4) — (1.6) и помня, 
что ньютоновское движение происходит в плоскости х1Ох2 (ж3 = 0, и3 — 0), а производную 
по s можно заменить на производную но х° (х° = ct), которую будем обозначать точкой 
над коренной буквой (da/dx° — а), получаем после достаточно продолжительных вычислений 
обыкновенные дифференциальные уравнения для релятивистских поправок к S1*, т.е. урав-

з 
вения для S%i : 

5 
Sij = A i j , %фз> ~ (2-2) 
5 6 

где 

4 й = ( ^ + ^ 7 / » ) [ ( i ^ ' - b ^ ^ i ^ ^ t ^ i ' i i - ^ i ' j ^ l + J i r i ' ^ - S V 1 ) , (2-3) 6 V гл 6 /I-4- 2 ' з \ 2 / 3 - J з з 

АМ = (~^+l*7p)\(^z1i1+x2i*)s34(^x1^ (2.4) 
6 Л- Т О ' l - ч ^ ; ' 3 ^ i ' 3 J 3 3 . , 

• A13=[(^ + l^p)^^(x41+x43) + K(i4i + i3xa)]s". ' (2.5) 

Все величины справа в равенствах (2.3) — (2.5) являются ньютоновскими. 
Интегрирование уравнений (2.2) проведем в полярных координатах г, (р, которые связаны 

с декартовыми равенствами х1 -- гсоз^з, х2 = г sin ip. От переменной интегрирования t пе
рейдем к переменной </?, воспользовавшись интегралом площадей в НИ ОТО г2ф = С3 = const, 
а г заменим, воспользовавшись ньютоновским решением (см. [2], (2.3), (2.5)): 

1 l + ecos<z) 2ттрр2 . 4ттрр2 4 , , 4т , , , 
_ = Z. ~j-~e(p sin <p + -~пг + П^рр е2 - тгщРР е c o s 2V- (2.6) 
г р М ЗА/ М ЗАГ r v ' 

В результате необходимых преобразований и вычислений с точностью до релятивистских ве
ковых членов с учетом только первой степени р и не выше второй степени эксцентриситета 
е, находим: .: • ':;,К" ...о •'."'"* « 

5
2 3 = / л 2 3 Л = / - ^ А 2 3 < ^ ^ 7 р ^ 

ь , / б J C 3 6 2 з з 2 з L р \ 3 ' 

+ ^-7г7/эр2(4 - 7е + 10е2)| р + тт-урр2е \±-{К - 1)£31 sin 4<р -(К- l)S31 sin2 у> - 2{К - 1)S31 cos <p+ 
О j L. XQ 3 3 3 

+ # е£31 sin4 tp + ~KS31 cos3 ̂  + 9KeS31 cos4 ^ + -{K - l)S23 sin3 <̂  - 4Kef3 sin3 y> cos ip-
3 *5 3 3 о 3 3 

-4JRr5 ,23sin<^cos293-8iire523sm^cos3gj-f 4523sin^]v>, (2.7) 
3 3 ' 3 J 
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r,=/4M*=/54',*,=5*T^*-1)(jr-ri)»'+f[5(Jir-1''^(|+«-T'a)-
-4тг7рр2е2 - К ( | + 7е2)тг7/>Р2 ~ - — ] ^ + тг7/>р2е [—(JT - 1)523 sin 4у - (if - 1)52 3 sin2 <p+ 

+(6ЙГ - 4)52 3 cos у + (6 - 2К)531 sin у> + 2 # 5 3 1 sin у cos2 ц> + SKeS31 sin y> cos3 ip+ 
3 3 3 3 

. . . +4KeS23cos4ip + 2KSmsin3ip + 4KeS23sin4 <p]<p, J (2.8) 
3 3 3 - 1 

51 2 = 2ж^pp2e(3 sin if - Kesm2p)Sl2<f. (2-9) 

3. Обсуждение полученных результатов . Чтобы выяснить физический смысл полу
ченных результатов, перейдем от тензора S1' = A35iJ + А55и + . . . в ПНП ОТО к соответству-

3 5 
ющему релятивистскому вектору 5*. Переход совершается, как известно [4, 5], по формуле 

§h = ^\f-9/9oo^jkSij, (3.1) 

где д = |^а/з| — определитель 4-го порядка, составленный из компонент метрического тензора 
9<*р\ 1̂23 ~ 1) Sijk — антисимметрический символ по всем индексам. Пользуясь значениями 
да/3 в ПНП ОТО (см. [1, 4]), находим, что 

"3 
Sk — Sk + А ( Sk — Г ЙОО 5j;}, (3.2) 

3 \ 5 2 2 3 / 

1 -• 1 •• 2 'YM / Г 2 . \ 
где 5* = ~SijkS'}, Sk = ~fiijkSiJ, hoo = L— + 4тг7р — - Л 2 ) . Следовательно, 

3 2 3 5 2 5 2 Г V 3 У 

5 i = 5 2 3 , S2 = S31, S3 = S13, 5i = 52 3 , 5 2 = 5 3 1 , 5з = 512- (3.3) 
3 3 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 

Вычислим модуль вектора £ = (51а52,53) в ПНП ОТО по известной формуле скалярно
го квадрата в трехмерном искривленном пространстве с метрическим тензором 7!J' = ~9ij, 
которая с учетом (3.2) принимает вид 

\~S\ = tflSiSj)1'2 - (-g'iSiSi)1'2 = [(1 + А2Лоо)*«ЗД]1Л! = 1̂ 1 + А2(5,- 5»/j5[ - ftoojSl), (3.4) 
3 5 

где \S\ — xfSi + Si + Si = const — ньютоновский модуль собственного углового момента 
частицы, Si Si = Si Si3+ 5 2 5 2 + Sa Sa-

3 5 3 5 3 5 3 5 
Раскроем подробнее релятивистскую добавку к \S\ в (3.4), пользуясь (2.7) — (2,9) и связью 

(3.3). Учитывая только вековые члены с р и е не выше чем в первой и второй степенях 
соответственно и сделав для упрощения записи переобозначения 151 на 5, \S\ на 5, Si на 

з 
Si, находим: 

5 = 5 ~ ^ 5 с 2 — 1 2Ч> + ~Л<Г^ ^ + ^ ' ^ 5) 
где 

Л = §(l- Jfif)(155iS a-4e51
2+4e5'2

2) , (3.6) 

2 О 
-В = S: 52 Г^-(31ЛГ - 30) + ^{ЪК - 3) - --{К + 8) + \{К - 1) sin 4у - 2( # - 1)е sin2 <p+ 

-о 3 3 о 

+2(2К - 1)е cosy + ^ # е cos3 ср + ЪКе2 sin4 у + 13Же2 cos4 у] + 4е sin у 5 2 [ i ( # - 1) sin2 if-

~Kcos2<p- A'ecosy(l + cos2^)! + 2esiny 52
2(1 + 4A'ecos3y) - 5 |(1 -f 2Jfecosy) . (3.7) 
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Итак, в ПНП ОТО модуль собственного углового момента вращающейся частицы S меня
ется вековым образом по формуле (3.5). '•'••• 

Исследуя структуру релятивистских поправок к S, заметим, что в случае Si = О, S2 — 0, 
53 ф 0 (ньютоновский вектор углового момента S перпендикулярен плоскости ньютоновской 
орбиты частицы хъ — 0) формула (3.5) сильно упрощается: 

§ = S[l - c~227r7pp2esin у>(1 + 2Ке сову>)у>]. (3.8) 

Если к тому же орбита круговая (е = 0), то S = S — const. Если 5,- ф 0, но е = 0, то 
- 1М{К + 8) 2ъ1Рр\К + 8) 
5 _ 5 - - ^ ^ — 5 x 5 8 V - ^ biS2V. (3.9) 

Чтобы найти углы й,-, которые образует релятивистский вектор 5 с осями координат 
Ох*, введем в рассмотрение три бесконечно малых вектора й,ж, направленных соответственно 
по осям Ох\ координаты которых определяются по формуле d{X = (eildxl,ei2dx'2,Siadx3), 
где £,-_,- = 1, если г = j , и % = 0, если г ф j . Тогда dix = (da;1,0,0), d2x = (0,efe2,0), 
d3x — (0, 0, da;3). Воспользовавшись скалярным произведением векторов S и d(X (S • d,x = 
|5j • \d,:x\ cos а,-), находим (с точностью до вековых членов, р и е в первой и второй степенях 
соответственно): .-'•*><.-; •••^•. •••- ...-; 

S ^ s Sj6ijdxj §{ / , 1 N 
cos a,- = -—=•— = —— —-—-—~ = — 1 + —гЛоо = 

S\dtx\ 5(-д,кЬ;<1х>6{кйх*у/* S ^ 2c* Г J . . . . . . . 

где 5г, согласно (3.3), берутся из (2.7) — (2.9). Выражение (3.10) указывает на то, что углы 
а,- меняются вековым образом в отличие от ньютоновских углов a,- = const. В частном случае, 
в котором получена формула (3.8), формулы (3.10) приводят к cos»! = 0, cosa2 = 0, т.е., 

—* 
как и в НП ОТО, вектор 5 перпендикулярен плоскости ньютоновской орбиты. 

Если Sii ф 0, но е = 0, то 
_ г ± т _ 1 _ _ _ U 1 U H _ т _ _ _ ^ + ^ J ; . 

Релятивистские поправки к CGSOJJ = S,/S и к 5 в пределах Солнечной системы при 
р ~ 10~18 -г- 10"20г • см - 3 в общем случае имеют следующий порядок: cosa,- = (58-/5)[1 ± 
(10~8 — 10~10)<^], S = 5[1 ± (10~8-f 10—10)y?]- Например, для Земли последнее равенство долж
но приводить к изменению продолжительности суток (периода Т вращения вокруг оси) по 
формуле f = Т[1± 5(10-1 -М0"3)е] за 100 лет. , . , . , < . 

S u m m a r y 
A system of differential equations, which describes the rotational movement of a particle in post-Newtonian 

approximation of general relativity, is introdused and integrated. The system was derived on the basis of Papapetru's 
equations with some additional conditions on Sa^ : S * = KS*JUJ. Numeric estimates for some peculiarities of 
rotational movement of a particle are obtained. 

•t 
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cosat = ^{l+ -{~~-r--S1o2(~- + -~~-~)<р+ ^-]}. (3.11) 
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