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ДВИЖЕНИЕ РЕЛЯТИВИСТСКОГО ЦЕНТРА МАСС  
СИСТЕМЫ ДВУХ ТЕЛ В СРЕДЕ1

Аннотация. Выведены в декартовой системе координат в ньютоновской теории тяготения уравнения движения 
системы из двух тел, движущихся в среде. Система координат барицентрическая, т. е. в ней центр масс двух тел не-
подвижен. С помощью аппроксимационной процедуры Эйнштейна – Инфельда из полевых уравнений Эйнштейна 
найдено гравитационное поле, создаваемое системой «два тела – среда», а затем получены уравнения движения тел  
в этом поле. Показано, что в постньютоновском приближении общей теории относительности центр масс двух тел, 
движущихся в газопылевой разреженной среде постоянной плотности, определенный по аналогии с ньютоновским 
центром масс, смещается по циклоиде, хотя в ньютоновском приближении он неподвижен, т. е. движение по циклоиде 
происходит относительно барицентрической ньютоновской неподвижной системы отсчета. Даны численные оценки 
для величины этого смещения, которое при популярном значении плотности среды ρ = 10–21 г·см–3 может достигать 
порядка 106 км за один оборот двух тел вокруг их смещающегося центра масс. В случае равенства масс тел их реля-
тивистский центр масс, как и их ньютоновский центр масс, неподвижен. Выдвинута гипотеза о том, что для любых 
эллиптических орбит двух тел и неоднородного распределения газопылевой среды качественная картина движения 
релятивистского центра масс двух тел не изменится.

Ключевые слова: общая теория относительности, пробное тело, уравнения движения, центр масс, постньюто-
новское приближение
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MOTION OF THE RELATIVISTIC CENTER OF MASS OF THE TWO-BODY SYSTEM IN THE ENVIRONMENT

Abstract. The motion equations for a system of two bodies moving in a medium are derived in the Cartesian coordinate 
system in the Newtonian theory. The coordinate system is barycentric, that is, the center of mass of the two-body system is 
immobile. Using the Einstein – Infeld approximation procedure, the gravitational field created by the “two bodies – medium” 
system was found from the Einstein field equations, and then the equations of motion of the bodies in this field were obtained.

It is shown that in the post-Newtonian approximation of the general theory of relativity, the center of mass of two bodies 
moving in a gas – dust rarefied medium of constant density, determined by analogy with the Newtonian center of mass, is 
displaced along the cycloid, although in the Newtonian approximation it is stationary, i.e. the movement along the cycloid oc-
curs with respect to the barycentric Newtonian fixed reference frame. Numerical estimates are given for the magnitude of this 
displacement. Given a popular value of the medium density ρ = 10–21 g·cm–3 its order can reach 106 km per one rotation of two 
bodies around their center of mass. In the case of the equality of masses of the bodies, their relativistic center of mass, like 
their Newtonian center of mass, is immobile.

It has been hypothesized that for any elliptical orbits of two bodies and an inhomogeneous distribution of the gas – dust 
medium the qualitative picture of motion of the relativistic center of mass of the two bodies will not change.
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Введение. Белорусская школа по проблеме релятивистского движения тел в космосе присту-
пила к разработке теории движения тел астрономического типа в среде в 1983 г. В работах [1–4] 
были решены следующие задачи.

Рассмотрена материальная система: точечное тело массой M и газопылевой шар радиусом R, 
плотность которого ρ = const и центр совпадает с точечным телом. В постньютоновском прибли-
жении (ПНП) общей теории относительности (ОТО) с помощью аппроксимационной процедуры 
Эйнштейна – Инфельда из полевых уравнений Эйнштейна найдена метрика псевдориманова 
пространства-времени, описывающего гравитационное поле рассматриваемой системы [1].

В [2] были выведены и проинтегрированы уравнения движения (УД) пробного тела в грави-
тационном поле, полученном в работе [1]. Предсказывается существование новых релятивист-
ских эффектов: обратное смещение периастра (перигелия) и увеличение эксцентриситета орбиты 
пробного тела в постньютоновском приближении общей теории относительности.

Более сложные задачи решены в исследованиях [3, 4]: в ПНП ОТО при ρ = const получено 
гравитационное поле газопылевого шара с двумя притягивающими центрами (телами). В этом 
поле выведены уравнения движения центров и проведено интегрирование этих УД. Рассмотрен 
также вопрос о влиянии лобового сопротивления среды на движущиеся в ней тела. Сделаны чис-
ленные оценки всех полученных релятивистских эффектов. Однако не выяснялся закон движе-
ния центра масс двух тел в среде в ПНП ОТО. В ньтоновском приближении (НП) общей теории 
относительности уравнения движения двух тел A и B имеют вид (см. [4, формула (13.1)])
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где ma, mb – массы тел A и B, координаты которых , ; 1,2,i ia b i =  так как движение тел происхо-
дит в одной плоскости, в которой введена прямоугольная декартова система координат 

1 2 1 2 1 2; ( , ), ( , )x Ox a a a b b b= =


  – радиус-векторы тел A и B; t – время; γ – ньютоновская посто-
янная тяготения; ρ = const – плотность газопылевой среды в шаре, центр которого находится  
в начале координат O.

Известно (см., напр., [5, § 8; 6]), что в ньтоновском приближении общей теории относительно-
сти координаты ci центра масс (центра инерции) 1 2( , )C c c  системы двух тел 1 2 1 2( , ), ( , )A a a B b b   
в пустоте определяются формулой
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из которой для УД (1), (2) при ρ = 0 и при ρ = const ≠ 0 немедленно следует, что
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если в пустом пространстве введена барицентрическая система координат, определяемая равен-
ствами

 0.i i
a bm a m b+ =  (5)
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Будем в дальнейшем предполагать, что равенства (5) выполняются.
В постньютоновском приближении общей теории относительности центр масс 1 2( , )C c c

   вво-
дится по формуле, аналогичной формуле (3) ньютоновской теории тяготения (см. [6, (23.46)]):
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где знак «~» (тильда) над буквами означает, что эти величины рассматриваются в ПНП ОТО, в част-
ности, ,i ia b  могут быть решениями системы релятивистских УД:
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В (7) и (8) функции ( ) ( ),i i
a g b gf f  являются релятивистскими удельными силовыми добавками, ко-

торые найдены с помощью аппроксимационной процедуры Эйнштейна – Инфельда (см. [6, (6.22)])  
и не зависят от гравитационного поля газопылевого шара. Структура ( )

i
a gf  следующая:
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где c – скорость света в вакууме; точка над буквой означает производную по времени t, а запя-
тая – частную производную по ai, as и третью частную производную по as, ak, ai соответственно; 

( )( );s s s s
abr a b a b a b= - = - -



  индексы s, k, i принимают значения 1, 2, так как движение тел А, В 
плоское; по повторяющимся индексам подразумевается суммирование. Силовая добавка ( )

i
b gf  

получается из ( )
i

a gf  с помощью перестановки значков a ↔ b; ( )
i

b gf  назовем аналогом ( ).i
a gf

Функции ( ) ( ),i i
a g b gf fρ ρ  в (7), (8) возникают благодаря учету воздействия сил гравитационного 

поля газопылевого шара на движение тел А и В, но без учета лобового сопротивления газопыле-
вой среды движению этих тел (см. [3, 4]). Имеем:
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где интегралы ( 0,1,2,3)i
avI v =  вычисляются по объему VR газопылевого шара, и выражения для 

этих интегралов следующие (см. [3, 4]):
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В (11) r′  – радиус-вектор точки ( ),iM x ′′  принадлежащей газопылевому шару, который зани-

мает область VR; векторы '
lR


 имеют координаты: ' 2 2 2 3 2 2 3
1 ( ) ( ) , , ,R R x x x x ′ ′ ′ ′= ± - - 
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 Поэтому концы век-

торов '
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 всегда определяют точки на двух половинах сферы 
2 2 21 2 3 2 ,x x x R+ + =  ограничиваю-

щей газопылевой шар, которые находятся на концах перпендикуляров к соответствующим коор-
динатным плоскостям 2 3 1 3 1 2, , .x Ox x Ox x Ox

Силовую добавку ( )
i

b gf ρ  из (8) получаем путем замены значков a ↔ b в (10), (11) и ее называем 
аналогом ( ).i

a gf ρ

Отметим, что при выводе силовых добавок ( )
i

a gf ρ  и ( )
i

b gf ρ  была использована не только ап-
проксимационная процедура Эйнштейна – Инфельда, когда величины разлагались в ряды по ма-
лому параметру λ ~ v/c, но еще осуществлялось и разложение по малому параметру ρ с учетом 
его только в первой степени.

Система уравнения движения (7), (8) проинтегрирована, найдены траектории движения тел 
А и В, эффекты роста эксцентриситетов орбит, эффекты обратного смещения перицентров орбит 
и другие деформации орбит (см. [4, § 13]). Но движение центра масс материальной системы из 
газопылевого шара и двух тел А и В в постньютоновском приближении общей теории относи-
тельности не исследовалось

.

Постановка задачи и ее решение. Будет решатьcя следующая 
З а д а ч а. Для описанной во «Введении» материальной системы в ПНП ОТО найти в соответ-

ствии с (6) координаты центра масс .iC  Отметим, что сформулированная задача, насколько из-
вестно авторам, решается впервые.

Р е ш е н и е. В ньтоновском приближении общей теории относительности задача уже решена 
соотношениями (1)–(5). Для решения задачи в ПНП ОТО еще нужны am  и ,bm  входящие в (6), 
которые найдены в [3]:
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Выражение для bm  получаем из (12) заменой значков a ↔ b; bm  назовем аналогом .am
Рассмотрим случай круговых движений тел A и B внутри газопылевого шара. Тогда величи-
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     постоянны, что упрощает решение задачи, 
в частности сразу позволяет составить в соответствии с (6) систему УД для центра масс:
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Подставив в (13) значения ,i ia b

  из (7), (8), am  из (12) и аналог ( ) ( ), ,i i
b a g a gm f f ρ  из (9), (10), (11)  

и их аналоги ( ) ( ), ,i i
b g b gf f ρ  находим систему УД центра масс :C
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Вычислив или осреднив входящие в систему (14) интегралы ,i i
av bvI I  (некоторые из них вы-

числены в [4]) и помня, что рассматривается случай круговых движений ( a  и b


 – не равные 
нулю постоянные величины), после достаточно длинных и утомительных вычислений находим 
решение задачи Коши для системы (14) при начальных условиях (0) 0, (0) 0 :i ic c= =
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в ньтоновском приближении общей теории относительности. Величина N = const и определяется 
выражением
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Обсуждение результатов, численные оценки. Согласно уравнениям (15) центр масс C  дви-
жется по циклоиде с базой на положительной части координатной оси Ox2, если N > 0, и на отри-
цательной части, если N < 0. В случае ma = mb имеем a b=



  и N = 0, т. е. центр масс покоится  
в начале координат. Если начальные условия расположения тел A и B изменить, то ориентация 
циклоиды также изменится.

Рассмотрим систему двух тел A и B, близких по своим характеристикам к системе Солнце – 
Юпитер. Принимаем: ma = 2·1033 г, mb = 2·1030 г, 107,78 10 см,a = ⋅

   
137,78 10  см;b = ⋅



  движения тел – 
круговые; плотность газопылевого шара 18 22 3(10 0 ) г см ;- - -ρ = ÷ ⋅   его радиус 18 20(10 10 ) см.R = ÷   
Скорость света с = 3·1010 см·с–1, ньютоновская постоянная тяготения γ = 6,67·10–8 см3·г–1·с–2. 
Расстояние между телами A и B 0 .r a b= +



  Для наблюдаемых планетарных туманностей,  
в частности Солнечной системы, наиболее популярными являются следующие значения плотно-
сти ρ = 10–21 г·см–3 и радиуса R = 1018 см (см. [7, c. 61–80; 8–10]). Тогда при указанных значениях 
величин имеем параметрические уравнения циклоиды

 
1 10 2 106,316 10 (1 cos ), 6,316 10 ( sin ).c c= - ⋅ - φ = - ⋅ φ- φ   (17)

За один оборот системы тел A–B, т. е. при изменении ϕ от 0 до 2π, что соответствует во време-
ни примерно 12 годам, ее центр масс переместится по циклоиде (17) из начала координат в точку 

11
1(0, 4 10 ),C - ⋅  что должно вызвать «опускание» системы тел A–B на расстояние 4·1011 см.

Чтобы судить о законах движения тел A и B, нужно еще (кроме обсуждаемого здесь воздействия 
гравитационного поля газопылевого шара на движение тел) оценить релятивистские поправки  
в постньютоновском приближении общей теории относительности, которые найдены в [6, § 30]. 
Эти поправки Δai, Δbi к ньютоновским координатам тел ai, bi при выполнении начальных усло-
вий (при t = 0 (или ϕ = 0) и их производные по времени (или по ϕ) равны нулю) имеют вид

 

[ ] [ ]1 2
0 0 02 2 2 2

3,5 2 3,5
(cos 1), ( sin ),

( ) ( )
b b

a b a b

m m
a t a t t

c m m c m m
g g

D = ω - D = ω - ω
+ +

 (18) 

 [ ] [ ]1 2
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3,5 2 3,5
(cos 1), ( sin ),

( ) ( )
a a

a b a b

m m
b t b t t

c m m c m m
g g

D = - ω - D = - ω - ω
+ +

 (19)

где [ ] 2 23,5 3 5 3 .a a b bm m m m= + +  Для рассматриваемой системы тел A и B легко находим численные 
оценки коэффициентов в (18), (19) и оценки ,i ia bD D  за один оборот, которые находятся в ин-
тервале от 5·102 до 7·106 см, т. е. максимальная релятивистская поправка на 4–5 порядков меньше 
смещения центра масс согласно (17): за один оборот 2 114 10 см.c ≈ ⋅  
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Величина смещения центра масс системы двух тел в газопылевом шаре может оказаться на 
несколько порядков меньше, если распределение газопылевой среды в шаре будет неоднородным 
и величина плотности ρ будет убывать к его периферии.

Исследование по выяснению подобной ситуации авторы предполагают представить в следу-
ющей работе.
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