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В статье рассматривается подход к оценке напряжений и деформаций, возникающих на стенках 

замкнутых пор цилиндрического и сферического типа под действием внутренних и внешних воздействий. 
Приведены схемы реологических моделей пористых сред. Для упругой модели получены значения радиаль-
ных и окружных напряжений в зависимости от приложенных нагрузок, внутреннего и внешнего радиусов 
поры и нелинейного смещения точек поры при ее деформировании. 

Ключевые слова: пора, напряжение, деформация, реологическая модель, цилиндрические координа-
ты, внутренняя и внешняя нагрузка. 

The article considers an approach to the assessment of stresses and deformations arising on the walls of 
closed pores of cylindrical and spherical type under the influence of internal and external influences. The schemes 
of rheological models of porous medium are given. For the elastic model, the values of radial and circumferential 
stresses are obtained depending on the applied loads, the internal and external pore radii and the nonlinear dis-
placement of the pore points during its deformation. 

Key words: pore, voltage, deformation, rheological model, cylindrical coordinates, internal and external load. 

Введение 

Пористые материалы используются практически 
во всех отраслях промышленности, строительства, 
горного дела и сельского хозяйства [1-8]. Основные 
вопросы современного сельскохозяйственного маши-
ностроения связаны с повышением надежности и сни-
жением металлоемкости конструкций сельскохозяй-
ственных машин и орудий, в том числе связанные с 
износом почвообрабатывающих рабочих органов, 
уплотнением и разуплотненнием почв. Точность проч-
ностных расчетов зависит, во многом, от учета свойств 
материалов и их структуры. На деформирование пори-
стых тел существенное влияние оказывает строение 
пор, их форма и размеры, распределение в теле и т.д. 
Поры в теле, как правило, распределены случайно. 

Известно, что при деформировании материалов 
наличие пор может как уменьшать, так и увеличивать 
энергетические затраты. Например, многослойные 
пористые преграды проявляют демпфирующие свой-
ства, защищающие конструкции от ударных и взрыв-
ных воздействий [5]. Преграды в виде каскадов, пле-

теных сеток, различных решеток играют роль демп-
фера и поэтому могут снижать энергию статических и 
динамических нагрузок. В случае замкнутых пор, 
заполненных воздухом или жидкостью, пористый 
материал повышает энергетические затраты на де-
формирование. 

В почвогрунтах, в зависимости от их типа и 
нагружения, при деформировании можно наблюдать 
два вида переукладки твердых частиц: плотная, когда 
твердые частицы не деформируются и полностью не 
замыкают поры, второй вид переупаковки предпола-
гает разрушение твердых частиц и частичное или 
полное замыкание пор. 

В почвах поры могут быть частично или полно-
стью заполнены водой. Степень водонасыщения и 
тип самих пор (замкнутые, полузамкнутые и откры-
тые) влияют на процесс деформирования, так как из-
меняют параметры физических свойств. 

В случае открытых пор, заполненных воздухом, 
например, пористых тел типа пенопластов, сухих 
почв, график зависимости напряжение (σ) от, дефор-
мации (ε) показан на рис.1. 
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Данный график подобен классической диаграмме 
«напряжение-деформация» сплошных материалов. От-
личие участков упругости и пластичности связано с 
существенно меньшим пределом текучести σТ (точка А) 
и большим участком пластического течения (АВ), кото-
рый зависит от процесса замыкания пор. После частич-
ного или полного замыкания пор происходит упрочне-
ние материала, т.е. деформирование возможно при зна-
чительном увеличении напряжений (участок (ВС). 

Цель работы – изучить существующие модели 
пористых сред и предложить математические зависи-
мости для определения геометрических параметров и 
напряженного состояния стенок пор в зависимости от 
действующих внешней и внутренней нагрузок.  

Основная часть 

Исследованию математических моделей пори-
стых тел со сложной реологией посвящены работы 
[6-8; 10-13]. Наиболее общая механическая модель, 
упруговязкопластических пористых тел, соответ-
ствующая рассмотренной диаграмме, показана на 
рисунке 2.  

Данная модель состоит из двух частей [7]. Пер-
вая часть предполагает упругое деформирование до 
закрытия пор. При дальнейшем увеличении нагрузки 
до предела текучести σТ = K, в теле появляются де-

формации, связанные с вязкопластическими упроч-
няющимися свойствами. 

Если тело после замыкания пор проявляет упру-
гопластические свойства, то механическая модель 
может быть представлена на основе реологической 
модели Прандтля (рис. 3а). 

В модели, представленной на рисунке 3б, замы-
кание пор проходит одновременно с пластическим 
течением. 

В данной работе рассмотрим подход к оценке 
напряженного и деформированного состояния сече-
ния стенки поры, которая образована двумя поверх-
ностями с радиусами – наружным rн и внутренним rв. 
Считаем, что внешняя и внутренняя поверхности 
нагружены равномерно распределенными нагрузка-
ми, соответственно, Рн и Рв (рис. 4). Данное сечение 
может принадлежать как к сферической, так и к ци-
линдрической форме поры или составлять отдельную 
часть более сложной конфигурации. В случае сфери-
ческой поры сечение проходит через точку О центр 
сферы и перпендикулярно оси симметрии, проходя-
щей через точку О. 

Внешнее нагружение может быть представлено 
гидростатическим давлением или монотонно возрас-
тающим. Внутреннее давление может быть обуслов-
лено сжатым воздухом или жидкостью. 

В сечении выделим некоторый элемент АВСD 
стенки поры (рис. 5). 

В цилиндрической системе координат r, θ, Z рас-
смотрим равновесие элемента АВСD стенки поры. 
Предположим, симметричность поры и однородность 
материала стенок поры, составляющих ее толщину, а 
координатные оси r, θ, Z совпадающими с главными 
направлениями напряженного и деформированного 
состояния. Ось Z выберем cовпадающей с осью сим-
метрии, перпендикулярной плоскости сечения и про-
ходящей через точку О. 

Пусть на площадках стенок поры, перпендику-
лярных оси симметрии, действуют 
напряжения  

,z
z

P
F  

где Рz – осевая нагрузка, Н; 
F – площадь поперечного сечения 

сферы, м2. 
Для элементарного объема стенки 

поры со сторонами АВСD и толщиной 
dz будут выполняться уравнения равно-
весия сил, приложенных к рассматрива-
емой оболочке сходящихся к оси Z , т.е. 
можно записать: 
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Рисунок 1. Диаграмма «напряжение-деформация» 

для пористых материалов: 
участок ОА соответствует упругому деформи-

рованию, АВ – пластическому; 
ВС – упрочнению; σТ – предел текучести 

 
Рисунок 2. Механическая модель упруговязкопластических  
пористых тел: σ – напряжение; εо – пористость; Е – модуль 

упругости; K= σT – коэффициент пластичности;  
η – коэффициент вязкости; С – коэффициент упрочнения 
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Данное условие равновесия обеспечивает сохра-
нение начальной пористости почвы По [8]. В случае 
сферы 

3

3 3 ,oв
o

oн oв

r
r r

       (3) 

где rон – начальный наружный радиус поры, м; 
rов – начальный внутренний радиус поры, м. 
В случае цилиндра 

2

6 2 2 .oв

oн oв

r
r r

 

Распишем уравнения системы (2). 
Первое уравнение системы (2) (рис. 5) будет [9] 

, ( )в н
z z zP dF dF dF drd  

или 

,в н
z z z        (4) 

где ,в н
z z – напряжение на верхней и нижней 

поверхностях элемента АВСD, Па. 
Рассмотрим второе уравнение системы (2), в ко-

тором силы будут действовать со стороны АВ и СD. В 
этом случае имеем:  

( )

(СД)

cos
2

cos
2

АВ
d

dr dz

d
dr dz

 

или 
     (5) 

Третье уравнение системы (2) будет [9] 

r( ) ( )

2 sin 0.
2

r rd r dr d dz rd dz
d

drdz (6) 

 

 
Рисунок 3. Модели пористых упругопластических тел 

 
Рисунок 4. Схема сферической нагруженности 

поры 

 
Рисунок 5. Схема поры равновесного и  

деформированного состояния 
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При малых углах d  можно сделать замену 

sin
2 2

d d
, а также отбрасывая величины второго 

порядка малости rd dr , путем несложных преобра-
зований получим дифференциальное уравнение рав-
новесия элементов стенок пор: 

rrd
dr r

.      (7) 

Уравнение (7) выражает связь между радиаль-
ным r  и окружным  напряжениями. Если пред-
положить, что на стенке поры основное влияние ока-
зывают радиальные напряжения, то можно считать

const.  Тогда из уравнения (7) получим: 

1ln ln .r r C  
Полагая начальные условия в виде 

;o r ror r , получим: 

ln ln
(1 ) .

o or r

r r
r roe e   

Рассматриваемый элемент АВСD после дефор-
мирования примет положение АВСD (рис. 5) [9]. 

Относительная деформация вдоль r будет 
/ / ( )

.

r
A В АВ dr du dr

АВ dr
du
dr

    (8) 

Относительная окружная деформация 
/ /

( )
.

A D АD
АD

rd ud rd u
rd r

    

 (9) 

Откуда 
u r .     (10) 
Получим 

.
ddu

r
dr dr

    (11) 

С учетом (8) уравнение (11) связывают радиаль-
ные и окружные деформации 

r
d

r
dr

.     (12) 

При перемещении точек стенки поры изменится 
пористость, которая будет определяться для полой 
сферы [8]: 

 

Для полого цилиндра: 

 

где rн и rв –наружный и внутренний текущие ра-
диусы поры, м.  

Согласно работе [8], связь между r и rо в зависи-
мости от изменения объема пор будет в случае сфе-
рической поры 
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В случае полого цилиндра 
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Уравнения (7) и (12) можно использовать в ис-
следовании напряженного и деформированного со-
стояния с учетом реологии свойств материалов, т.е. 
моделями, приведенными в начале статьи. В случае 
упругих свойств материала стенок поры закон Гука 
можно записать в форме: 

    (13) 

,    (14) 

    (15) 
Переход в пластическую область будет опреде-

ляться условием: 

      (16) 

где σr – главное максимальное напряжение, Па; 
– главное минимальное напряжение, Па. 

Если умножить равенство (12) на модуль упруго-
сти Е, и подставив выражения (13) и (14), после неко-
торых преобразований получим уравнение Эйлера [9] 

2
2

2 3 0.r rd d
r r

drdr
  (17) 

Опуская промежуточные выкладки, решения 
уравнения (17) при граничных условиях при r = rов;  
σr = Рн, окончательно можно записать: 

2 2 2 2
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Напряжение σz найдем из равенства 
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которое в случае цилиндрической поры соответ-
ствует закрытию ее на торцах. 

Откуда осевое напряжение, действующее на тор-
цы, будет  

     (18) 

В случае открытой цилиндрической поры осевое 
напряжение равно нулю. 

Заключение 

Предложенные в работе теоретические модели 
упруговязкопластических пористых тел позволяют 
оценить напряженное и деформированное состояние 
цилиндрической и сферической поры в зависимости 
от изменения пористости почвы под действием 
внешних и внутренних нагрузок. 

Получены формулы для определения радиаль-
ных и окружных напряжений, возникающих на стен-
ках поры. 

Полученные результаты могут использоваться 
при исследовании закономерностей деформирования 
различных пористых материалов. 
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