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ВВЕДЕНИЕ 
 
Теория автоматического управления является отраслью науки, 

изучающей системы автоматического управления техническими объ-
ектами независимо от их физической природы (механическими, элек-
тромеханическими, тепловыми, химико-технологическими и т. п.). 
Управление объектом производится управляющим устройством (ре-
гулятором) с целью оптимизации технологического процесса.  
Выполнение практических заданий по дисциплине «Теория ав-

томатического управления» направлено на изучение свойств сис-
тем автоматического управления и их отдельных звеньев. 
В пособии содержатся 17 тем для проведения практических занятий 

по дисциплине «Теория автоматического управления» для студентов, 
изучающих эту дисциплину в рамках направления специальности  
1-53 01 01-09  «Автоматизация технологических процессов и произ-
водств (сельское хозяйство)». Каждое занятие посвящено изучению 
одной темы в соответствии с программой дисциплины. Темы 1–4 отно-
сятся к первому модулю, темы 5–8 – ко второму, темы 9–15 – к треть-
ему, темы 16 и 17 – к четвертому модулю.  
При подготовке к занятию вначале нужно изучить ответы на во-

просы раздела «Вопросы для подготовки к занятию» (они, как пра-
вило, содержатся в разделе «Краткие теоретические сведения»). 
Необходимые сведения из высшей математики, требующиеся для 
усвоения материала, также приведены в разделе «Краткие теорети-
ческие сведения» и оформлены как примечания. Методы решения 
типовых задач по изучаемой теме – в разделе «Примеры решения 
задач». Затем можно переходить к самостоятельному решению за-
дач из соответствующего раздела. В пособии предлагаются как ти-
повые задачи, так и задачи повышенной сложности (отмечены *). 
Для успешного освоения темы рекомендуется решить все предла-
гаемые задачи. 
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Тема 1. ИЗУЧЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОПИСАНИЯ 
ЛИНЕЙНЫХ ЗВЕНЬЕВ 

 
Цель занятия: изучить математическое описание основных  

типов линейных звеньев. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Приведите определение звена направленного действия. 
2. Перечислите виды типовых входных воздействий на объект 

управления. 
3. Как называется реакция системы на единичное ступенчатое 

входное воздействие? 
4. Как называется реакция системы на импульсное входное воз-

действие? 
 

Краткие теоретические сведения 
 

Звено направленного действия – звено, передающее сигнал 
только в одном направлении, – со входа на выход.  
Таким образом, звено преобразует входной сигнал в выходной.  
 
Типовые входные воздействия 
Единичное ступенчатое входное воздействие – воздействие, 

которое мгновенно возрастает от нуля до некоторого значения и 
далее остается постоянным (рис. 1.1). 

 
Рис. 1.1. График единичного ступенчатого воздействия 
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Единичному ступенчатому воздействию соответствует функция 
Хевисайда: 

( )
0, при 0,

( ) 1
1, при 0.

t
x t t

t
<

= =  ≥
           (1.1) 

Импульсное воздействие – одиночный импульс прямоугольной 
формы (рис. 1.2), имеющий бесконечно большую высоту и дли-
тельность, стремящуюся к нулю. 

 
Рис. 1.2. График импульсного воздействия 

 
Импульсное воздействие описывается функцией Дирака (дель-

та-функцией): 

( )
, при 0,

( ) δ
0, при 0,

t
x t t

t
∞ =

= =  ≠
                         (1.2) 

причем 

( )δ 1t dt
+∞

−∞

=∫ . 

Гармоническое воздействие – сигнал синусоидальной формы 
(рис. 1.3), описываемый функцией:  

( )  ( ) sin ω φx t A t= + , (-∞ < t < ∞ ),              (1.3) 

где А – амплитуда сигнала;  
      ω = 2π / Т – круговая частота сигнала (Т – период сигнала);  
      φ – фаза сигнала. 
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Рис. 1.3. График гармонического воздействия 

 
Переходная функция h(t) – реакция звена на единичное ступен-

чатое входное воздействие при нулевых начальных условиях. 
Импульсная переходная функция, или функция веса, или ве-

совая функцией w(t) – реакция звена на импульсное входное воз-
действие при нулевых начальных условиях. 

Математическое описание (математическая модель) звена по-
казывает связь между выходным и входным сигналами звена. 
В ТАУ звенья в основном описываются дифференциальными 

уравнениями (звено тогда называется динамическим). 
Если ДУ линейное (нелинейное), то звено называют линейным 

(соответственно, нелинейным). 
В общем виде линейное дифференциальное уравнение, описы-

вающее звено, можно записать следующим образом: 
1

0 1 11

1

0 1 11

1

0 1 11

( ) ( ) ( )... ( )

( ) ( ) ( )... ( )

( ) ( ) ( )... ( ),

n n

n nn n

m m

m mm m

k k

k kk k

d y t d y t dy ta a a a y t
dt dt dt
d x t d x t dx tb b b b x t

dt dt dt
d f t d f t df tc c c c f t

dt dt dt

−

−−

−

−−

−

−−

+ + + + =

= + + + + +

+ + + + +

              (1.4) 

где y(t), x(t), f(t) – соответственно, выходная, входная величины 
звена и возмущающее воздействие;  
       ai, bi, ci – постоянные коэффициенты;  
       n – порядок уравнения (n ≥ m, n ≥ k). 
 
В ТАУ принято, что ДУ, описывающее звено, должно иметь 

следующий вид: слева – выходная величина и ее производные, 
справа – входная величина и все остальные члены, причем выход-
ная величина y(t) должна иметь коэффициент, равный единице. 
Чтобы привести уравнение (1.4) к такому виду, разделим левую и 
правую его части на an. 
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Приведем математическое описание, формулы и графики, переход-
ные и весовые функции трех основных типов линейных звеньев. 

 
Пропорциональное (усилительное, безынерционное) звено 
Пропорциональное звено описывается следующим уравнением:  

( ) ( ).y t K x t=     (1.5) 

Выходной сигнал такого звена в точности повторяет входной сиг-
нал, усиленный в K раз (выходной сигнал пропорционален входному). 
Параметр K называется коэффициентом передачи (усиления). 
Размерность K – отношение единиц измерения выходного сиг-

нала к единицам измерения входного сигнала. 
Переходная функция пропорционального звена  

0, 0,
( ) ( ) 1( )

, 0.
t

h t Kx t K t
K t

<
= = ⋅ =  ≥

                         (1.6) 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.4. График переходной функции пропорционального звена 
 

Импульсная переходная (весовая) функция  
     пропорционального звена  

0, 0,
( ) ( ) δ( )

, 0.
t

w t Kx t K t
t

≠
= = = ∞ =

                         (1.7) 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.5. График функции веса пропорционального звена 

h 

K 

t 

w 

t 
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Апериодическое звено 1-го порядка (инерционное звено) 
Апериодическое звено 1-го порядка описывается уравнением 

( ) ( ) ( )dy tT y t Kx t
dt

+ = ,                      (1.8) 

где K – коэффициент передачи (усиления), его размерность равна 
отношению единиц измерения выходного сигнала к единицам из-
мерения входного сигнала; 
       T – постоянная времени, с.  
 

Выходной сигнал зависит от времени по экспоненциальному    
закону, переходный процесс – монотонный. 
Переходная функция апериодического звена 1-го порядка  

/( ) (1 )t Th t K e−= − .                                      (1.9) 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.6. График переходной функции апериодического звена 1-го порядка 
 
Импульсная переходная (весовая) функция  

     апериодического звена 1-го порядка  
/( ) t TKw t e

T
−= .                                      (1.10) 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.7. График функции веса апериодического звена 1-го порядка 

K 

T t 0 

w 

h 

1 

t 0 

K < 1 

K > 1 
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Звено чистого запаздывания 
Звено чистого запаздывания описывается уравнением 

( ) ( τ)y t x t= − .    (1.11) 

Выходная величина точно повторяет изменения входной вели-
чины, но с некоторым отставанием по времени, называемым вре-
менем чистого запаздывания (τ, с).  
Переходная функция звена чистого запаздывания  

( ) 1( τ)h t t= − .                                      (1.12) 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.8. График переходной функции звена чистого запаздывания 
 
Импульсная переходная (весовая) функция звена  

     чистого запаздывания  

( ) δ( τ)w t t= − .                                      (1.13) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.9. График функции веса звена чистого запаздывания 

h 

τ t 0 

w 

τ t 0 
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Примеры решения задач 
 

Пример 1.1. Определить математическое описание и переход-
ную функцию делителя напряжения (рис. 1.10). 

 

 
Рис. 1.10. Схема делителя напряжения 

 

Решение. Входной и выходной сигналы звена – соответственно, 
входное U1 и выходное U2 напряжение; R1 и R2 – заданные сопро-
тивления резисторов. Выполняются следующие соотношения: 

1 1 2( ) ( ) ( ),U t R R I t= +  2 2( ) ( ),U t R I t= ⋅  2 2

1 1 2

( ) ,
( )

U t R
U t R R

=
+

 

2
2 1

1 2

( ) ( ).RU t U t
R R

=
+

 

Обозначим K = 2

1 2

R
R R+

. Размерность Oм
Oм

K K  =  
 (безразмер-

ный коэффициент). 
Получаем ( ) ( )y t K x t=  – уравнение, описывающее связь вход-

ного и выходного сигналов делителя напряжения. 
Делитель напряжения является пропорциональным звеном. 
Коэффициент усиления K показывает величину отношения зна-

чения  выходного сигнала к значению входного. 
Найдем переходную функцию делителя напряжения. Для этого в 

качестве входного сигнала возьмем единичное ступенчатое воздей-
ствие ( ) 1( )x t t= . Подставим сигнал в уравнение звена, получим 
переходную функцию: 

R2 U2 = y(t) U1 = x(t) 

R1 
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0, 0,
( ) ( ) 1( )

, 0.
t

h t Kx t K t
K t

<
= = ⋅ =  ≥

 

Ответ: делитель напряжения описывается пропорциональным 
звеном, уравнение ( ) ( )y t Kx t= , переходная функция ( ) 1( )h t K t= ⋅ . 
Пример 1.2. Определить математическое описание и  переход-

ную функцию термосопротивления Pt100 (рис. 1.11).  

 
Рис. 1.11. Схематичный процесс нагрева термосопротивления Pt100 

 
Решение. Если датчик (термосопротивление Pt100) поместить в 

камеру с теплым воздухом, температура которого θ, будут изме-
няться температура θt и сопротивление Rt самого датчика: от возду-
ха к датчику будет передаваться теплота Q.  
За время dt от воздуха датчику будет передано количество теп-

лоты dQ, Дж:  

( )θ θ ,tdQ k dt= −  
где k – теплопроводность чувствительного элемента (ЧЭ) датчика, 
Дж/(ºC·c).  
 
Эта теплота приведет к изменению температуры ЧЭ dθt:  

θtdQ cd= , 

где с – теплоемкость ЧЭ (зависит от его массы и удельной тепло-
емкости), Дж/ºC.  

 
Получим:  

( )θ θ θ ;t tk dt cd− =  
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θ θ θ.t
t

dc
k dt

⋅ + =                        (1.14) 

Считаем, что сопротивление металла линейно зависит от темпе-
ратуры:  

( )0 1 θ ,t tR R A= +  

где 3 13,9 10 CA − −≈ ⋅ °  (для Pt100). 
 
Выразим температуру θt через Rt:  

0

1 θ ,t
t

R A
R

= +   
0

1 θ ,t
t

R A
R

− =  
0

1 1 θ ,t
t

R
A R A

⋅ − =     
0

1 1θ .t tR
R A A

= −  

Подставим полученное выражение для θt  в уравнение (1.14), 
получим:  

0

0

1 1
1 1 θ

t

t

d R
R A Ac R

k dt R A A

 
− 

 ⋅ + − = , 

0 0

( )1 1 1( ) θ( )t
t

dR tc R t t
k R A dt R A A

⋅ ⋅ + = + , 

0 0
( ) ( ) θ( )t

t
dR tc R t R R A t

k dt
⋅ + = + . 

Обозначим: Т = c
k

 – постоянная времени, с, K = 0R A  – коэффи-

циент усиления, Ом/°С. 
Получим итоговое дифференциальное уравнение:  

( ) ( ) ( ).dy tT y t Kx t
dt

+ =  
Термосопротивление Pt100 является апериодическим звеном 

первого порядка. 
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Найдем переходную функцию термосопротивления Pt100. В ка-
честве входного сигнала возьмем единичное ступенчатое воздейст-
вие ( ) 1( )x t t= . Подставим сигнал в уравнение звена, получим: 

( ) ( ) 1( )dy tT y t K t
dt

+ = ⋅  

или 
( ) ( )dy tT y t K

dt
+ = .                           (1.15) 

Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение.  
Переходная функция h(t) – решение этого уравнения при нуле-

вых начальных условиях. 
Найдем переходную функцию h(t), для чего решим уравнение 

(1.15). Решение будет иметь вид: 

y(t) = y1(t) + y*(t),   (1.16) 

где y1(t) – общее решение соответствующего однородного уравнения; 
      y*(t) – частное решение исходного неоднородного уравнения.  
 
Соответствующее однородное уравнение имеет вид: 

1
1

( ) ( ) 0dy tT y t
dt

+ = .   (1.17) 

Проинтегрируем уравнение (1.13):  

1

1

( ) 1
( )

dy t dt
y t T

= − , 

1

1

( ) 1
( )

dy t dt
y t T

= −∫ ∫ , 

1
1ln ( ) lny t t C
T

= − + . 

Получим общее решение однородного уравнения (1.17): 
/

1( ) t Ty t Ce−= .            (1.18) 
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Частное решение исходного неоднородного уравнения (1.15) 
будем искать в том же виде, что и правая часть уравнения (1.18):  

/
*( ) ( ) t Ty t C t e−= .            (1.19) 

Подставим в уравнение (1.15):  
/

/( ( ) ) ( )
t T

t Td C t eT C t e K
dt

−
−+ = , 

/ / /
  

1( ) ( ) ( )t T t T t TT C t e T C t e C t e K
T

− − − ′ + − + = 
 

, 

/
 ( ) t TT C t e K−′ = , 

/( ) t TKC t e
T

′ = , 

/ / /( ) t T t T t TK tC t e dt K e d Ke
T T

= = =∫ ∫ . 

Тогда из уравнения (1.19) получим:  
/ / /

*( ) ( ) .t T t T t Ty t C t e Ke e K− −= = =  

Общее решение исходного неоднородного уравнения (1.15) в 
форме уравнения (1.16) следующее: 

/
1 *( ) ( ) ( ) .t Ty t y t y t Ce K−= + = +  

Найдем частное решение уравнения (1.11), соответствующее на-
чальному условию (0) 0y = . Получим:  

0/ 00 1 ,TCe K Ce K C K C K−= + = + = ⋅ + = +  
откуда  

C K= − . 
Окончательно получим переходную функцию апериодического 

звена 1-го порядка:  
/( ) ,t Th t Ke K−= − +  
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/( ) (1 ).t Th t K e−= −  

Ответ: термосопротивление Pt100 описывается апериодиче-

ским звеном 1-го порядка, уравнение ( ) ( ) ( ),dy tT y t Kx t
dt

+ =  пере-

ходная функция /( ) (1 ).t Th t K e−= −  
Пример 1.3. Определить математическое описание трубы с вен-

тилятором (рис. 1.12).  

 
Рис. 1.12. Схема движения потока воздуха в трубе с вентилятором 

 
Решение. Температура потока воздуха на выходе из трубы точ-

но равна температуре воздуха после вентилятора (у нагревателя), 
но с некоторым отставанием по времени (время запаздывания). 
Время запаздывания τ (с) зависит от расстояния L (м) и скорости 
движения потока воздуха v (м/с):  

τ .L
v

=  

Получим итоговое уравнение звена:  

( ) ( τ)y t x t= − .           (1.20) 

Труба с вентилятором описывается звеном чистого запаздывания. 

Размерность [ ]мτ τ
м/с

с  =  
 – время чистого запаздывания. 

Найдем переходную функцию трубы с вентилятором. Входным 
сигналом является единичное ступенчатое воздействие ( ) 1( )x t t= . 
Подставим его в уравнение звена (1.20), получим: 

v 
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( ) ( τ) 1( τ)h t x t t= − = − . 
Ответ: труба с вентилятором описывается звеном чистого запазды-

вания, уравнение ( ) ( τ)y t x t= − , переходная функция ( ) 1( τ)h t t= − . 
Пример 1.4. Найти функцию веса w(t) апериодического звена  

1-го порядка по известной переходной функции: /( ) (1 ).t Th t K e−= −  
Решение. Воспользуемся соотношением ( ) ( )w t h t′= , получим: 

/ / /1( ) ( ) ( (1 )) ( ( ) )t T t T t TKw t h t K e K e e
T T

− − −′ ′= = − = − − = , 

/( ) t TKw t e
T

−= . 

Ответ: функция веса апериодического звена 1-го порядка 
/( ) t TKw t e

T
−= . 

Пример 1.5. Найти переходную функцию h(t) апериодического 

звена 1-го порядка по известной функции веса: /( ) t TKw t e
T

−= . 

Решение. Из соотношения ( ) ( )w t h t′=  следует, что необходимо 
проинтегрировать заданную функцию веса, получим: 

/ / /( ) ( ) ( / ) ,t T t T t TKh t w t dt e dt K e d t T Ke C
T

− − −= = = − − = − +∫ ∫ ∫   

где С – произвольная постоянная. 
 
Найдем значение С из начального условия (0) 0h = : 

0/ 0,TKe C−− + =  

0,K C− + =  

.C K=  

Окончательно получим: 
/( ) (1 ).t Th t K e−= −  

Ответ: переходная функция апериодического звена 1-го поряд-
ка /( ) (1 ).t Th t K e−= −  
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Задания для самостоятельного решения 
 

Задание 1.1. Определить математическое описание заданного 
объекта, записать вид звена и найти переходную функцию. Данные 
по вариантам приведены в табл. 1.1. 

Таблица 1.1 

Исходные данные для задания 1.1 

Вариант Объект Вариант Объект 

Вариант 1 Рычаг Вариант 6 Помещение  
с электронагревателем 

Вариант 2 Редуктор Вариант 7 Помещение  
с водонагревателем 

Вариант 3 Мостовая схема Вариант 8 Резервуар с водой 
Вариант 4 Потенциометр Вариант 9 Ленточный транспортер 

Вариант 5 Электрический 
RC-фильтр Вариант 10 

Трубопровод  
гидравлической  
системы 

 
Задание 1.2.* Найти функцию веса w(t) по известной переход-

ной функции h(t) (варианты 1–10) либо переходную функцию h(t) 
по известной функции веса w(t) (варианты 11–20). Данные по вари-
антам приведены в табл. 1.2. 

Таблица 1.2 

Исходные данные для задания 1.2 

Вариант Функция Вариант Функция 

Вариант 1 h(t) = 5t Вариант 11 w(t) = 7t 
Вариант 2 h(t) = 10 Вариант 12 w(t) = 3 
Вариант 3 h(t) = 15t Вариант 13 w(t) = 5t 
Вариант 4 h(t) = 5t2 Вариант 14 w(t) = 18 
Вариант 5 h(t) = 20 Вариант 15 w(t) = 7t + 3 
Вариант 6 h(t) = 5t2 + 5t Вариант 16 w(t) = 6 
Вариант 7 h(t) = 18 Вариант 17 w(t) = 15t 
Вариант 8 h(t) = t2 + 8t Вариант 18 w(t) = 2t + 5 
Вариант 9 h(t) = 4t Вариант 19 w(t) = 5t + 2 
Вариант 10 h(t) = t2 + 5t + 10 Вариант 20 w(t) = 8t + 13 
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Тема 2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ  
ЛИНЕЙНЫХ ЗВЕНЬЕВ 

 
Цель занятия: научиться определять передаточные функции 

линейных звеньев. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Приведите формулу прямого преобразования Лапласа. 
2. Приведите формулу обратного преобразования Лапласа. 
3. Раскройте физический смысл преобразования Лапласа. 
4. Сформулируйте основное свойство преобразования Лапласа. 
5. Приведите определение передаточной функции. 

 
Краткие теоретические сведения 

 
Преобразование Лапласа L – преобразование функции x(t) пе-

ременной t в функцию Х(s) комплексной переменной s, называемой 
«оператор Лапласа», по формуле  

0

( ( )) ( ) ( ) stL x t X s x t e dt
∞

−= = ∫ .                             (2.1) 

Функция x(t), входящая в интеграл Лапласа (формула (2.1)), на-
зывается оригиналом, результат интегрирования – функция Х(s) – 
изображением функции x(t) по Лапласу. 
Это преобразование устанавливает соответствие между функци-

ей действительной переменной t и функцией комплексной пере-
менной s: 

s = σ + jω, 

где σ = Re s – абсцисса абсолютной сходимости; 
       j – мнимая единица; 
      ω = Im s – угловая частота, имеющая размерность рад/с. 

 
Физический смысл преобразования Лапласа – переход от вре-

менного описания сигнала к частотному. 
Обратное преобразование Лапласа L–1 позволяет по изображению 

найти оригинал. Общая формула обратного преобразования Лапласа: 
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ω
1

ω

1( ( )) ( ) ( ) ,
2π

c j
st

c j

L X s x t X s e ds
j

+
−

−

= = ∫     (2.2) 

где с – абсцисса сходимости функции Х(s). 
 
Для большинства функций, встречающихся на практике, составлены 

таблицы соответствия между оригиналами  и изображениями (табл. 2.1). 

Таблица 2.1 

Преобразование Лапласа некоторых функций 

Оригинал x(t) Изображение X(s) Оригинал x(t) Изображение X(s) 

δ-функция 1 1(t – α) α1 se
s

−  

1 1
s

 αte−  1
αs +

 

t 2
1
s

 αtte−  2
1

( α)s +
 

2t  
3

2
s

 αn tt e−  1
1

( α)ns ++
 

nt  
1
!

n
n

s +  αα(1 )te−−  
1

( α)s s +
 

 
Сведения из курса высшей математики  

В случае, когда оригинал имеет вид 2 eαt (C cos(ωt) – D sin(ωt)), 

изображение будет иметь вид .
ω ω

C jD C jD
s a j s a j

+ −
+

− − − +
 

При нахождении изображений сложных функций удобно поль-
зоваться свойствами преобразования Лапласа. Основные свойства 
приведены в табл. 2.2. 
Передаточная функция – отношение изображения Лапласа вы-

ходной величины Y(s) к изображению Лапласа входного воздейст-
вия X(s) при нулевых начальных условиях:  
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( )( ) .
( )

Y sW s
X s

=                                       (2.3) 

Заметим, что при использовании таблиц для выполнения обрат-
ного преобразования Лапласа часто бывает необходимо выполнить 
разложение имеющейся дроби на сумму простейших дробей, т. к. 
исходная дробь в таблице отсутствует. 

Таблица 2.2 

Основные свойства преобразования Лапласа 

Оригинал x(t) Изображение X(s) Свойство 

a∙x(t) + b∙g(t) a∙X(s) + b∙G(s) Линейность  

x(at) , 0при1 sX a
a a

  > 
 

 Подобие  

x(t – α) e–αs X(s) Запаздывание (теорема 
о смещении аргумента)  

( )dx t
dt

 s⋅X(s) – x(0) Дифференцирование  

0

( )
t

x t dt∫  ( )X s
s

 Интегрирование  

 
Сведения из курса высшей математики  
 
Разложение дроби на сумму простейших дробей 
Для выполнения прямого и обратного перехода с помощью дан-

ных табл. 2.1 часто бывает необходимо выполнять разложение по-
лученного дробно-рационального выражения на сумму простейших 
дробей. Краткое пояснение: пусть имеется правильная рациональ-
ная дробь от переменной x: 
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( )
( )

m

n

P x
Q x

,                           (2.4) 

где Рm(x) и Qn(x) – многочлены степеней m и n соответственно, m < n.  
 
В случае, когда степень числителя не меньше степени знамена-

теля, вначале следует выделить целую часть. 
Многочлен Qn(x) можно разложить на множители не выше вто-

рой степени: 
11 2 2 2

1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,i in nn n
nQ x x x x x x p x q x p x q += − − ⋅⋅⋅ + + + + ⋅⋅⋅ (2.5) 

где х1, х2, … – действительные корни многочлена Qn(x), дискрими-
нанты трехчленов 2

1 1x p x q+ + , 2
2 2x p x q+ + , … меньше нуля, т. е. 

эти трехчлены (значит, и исходный многочлен) имеют пару ком-
плексно сопряженных корней. 
 
Простыми дробями называют дроби следующих четырех типов: 

I. ,A
x a−

 

II. ,
( )k

A
x a−

 2,k ≥  

III. 2 ,Cx D
x px q

+
+ +

 2 4 0,p q+ <  

IV. 2 ,
( )k

Cx D
x px q

+
+ +

 2 4 0,p q+ <  2.k ≥  

Задача разложения правильной дроби на простейшие состоит в 
следующем: некоторую правильную рациональную дробь необхо-
димо представить в виде суммы простейших рациональных дробей 
I, II, III и IV типов.  
Теорема 2.1. О разложении правильной рациональной дроби 

на сумму простых дробей. Каждая рациональная дробь (2.4), зна-
менатель которой имеет вид произведения (2.5), может быть раз-
ложена, и притом единственным образом, на сумму простых 
дробей по правилу: 
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1 2

1 2

1 1

1 1 2 2

1 1
2 2

1 1 1 1

( ) ... ... ...
( ) ( ) ( )

... ...,
( )

i i

i

n nm
n n

n

n n
n

A BP x A B
Q x x x x x x x x x

C x DC x D
x p x q x p x q

= + + + + + + +
− − − −

++
+ + + +

+ + + +

   (2.6) 

где 
1 21 1 1 1, ..., , , ..., , ..., , , ..., , , ...

i in n n nA A B B C D C D  – действительные по-
стоянные числа, часть которых в разложении может обратиться в нуль. 
 
Алгоритм разложения дроби на простейшие  
1. Прежде всего, необходимо убедиться, что многочлен, со-

держащийся в знаменателе правильной рациональной дроби, раз-
ложен на множители так, что данное разложение имеет вид 
произведения (2.5). 

2. Каждому множителю вида x a− , расположенному в знамена-

теле, соответствует дробь вида A
x a−

.  

3. Каждому множителю вида 1( ) ,nx b−  расположенному в зна-
менателе, соответствует сумма из n1 дробей: 

1

1

1 2
2 ... .

( ) ( )
n

n

BB B
x b x b x b

+ + +
− − −

 

4. Каждому множителю вида 2 ,x px q+ +  расположенному в 

знаменателе, соответствует дробь вида 2 .Cx D
x px q

+
+ +

 

5. Каждому множителю вида 2( ) ,inx ux v+ +  расположенному в 
знаменателе, соответствует сумма из ni дробей:  

                                1 1
2 2... .

( )
i i

i

n n
n

E x FE x F
x ux v x ux v

++
+ +

+ + + +
 

Для завершения разложения рациональной дроби на сумму про-
стейших дробей необходимо найти значения чисел 

1 21 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,..., , ,...
i in n n nA A B B C D C D  

Для нахождения неизвестных коэффициентов в разложении 
(2.6) используется метод неопределенных коэффициентов: 
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1. Правую часть записанного равенства приводим к общему 
знаменателю, который совпадает со знаменателем дроби, стоящей в 
левой части этого равенства, – Qn(x). 

2. В числителе левой части получим некоторый многочлен Rm(x) 
с неизвестными коэффициентами. 

3. Используем тот факт, что две дроби равны, когда равны их 
числители и знаменатели. Из того, что знаменатели левой и правой 
частей равенства равны, следует равенство числителей: 

Pm(x) = Rm(x).    (2.7) 

4. Два многочлена равны, если равны коэффициенты при соот-
ветствующих степенях переменной, поэтому в выражении Rm(x) 
раскрываем скобки, группируем слагаемые при одинаковых степе-
нях переменной x и приравниваем полученные коэффициенты к 
соответствующим коэффициентам в Pm(x) (при одинаковых степе-
нях переменной x). В результате получаем систему уравнений для 
определения неизвестных коэффициентов. Решая ее, находим ис-
комые коэффициенты. 

4.* Можно не раскрывать скобки, а находить неизвестные коэф-
фициенты из уравнения (2.7), подставляя вместо переменной неко-
торые числа (как правило, корни знаменателя). 

 
Примеры решения задач 

 
Пример 2.1. Дано дифференциальное уравнение, характери-

зующее динамику технологического объекта: 
2

2

( ) ( ) ( ) ( )6,25 4 ( ) 9 ( ) 1,2 5 .d y t dy t dx t du ty t x t
d t dt dt dt

+ + = − −  

Определить передаточную функцию объекта. 
Решение. Обозначим через Y(s), X(s) и U(s) изображения сигна-

лов y(t), x(t) и u(t), соответственно, и применим к данному диффе-
ренциальному уравнению преобразование Лапласа. 

2

2
( ) ( ) ( ) ( )6,25 4 ( ) 9 ( ) 1,2 5 ,d y t dy t dx t du tL y t L x t

d t dt dt dt
   + + = − −   

  
 

применим первое свойство преобразования Лапласа: 
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( ) ( )
2

2

( ) ( ) ( ) ( )
6, 25 4 ( ) 9 ( ) 1, 2 5 ,

d y t dy t dx t du t
L L L y t L x t L L

d t dt dt dt
+ + = + − + −

       
             

 

по свойству линейности преобразования Лапласа: 

( ) ( )
2

2
( ) ( ) ( ) ( )6,25 4 9 ( ) 1,2 5 ,d y t dy t dx t du tL L Y s L x t L L

d t dt dt dt
       + + = − −       

      
 

применим основное свойство преобразования Лапласа (при нуле-
вых начальных условиях): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )26,25 4 9 1,2 5 .s Y s sY s Y s X s sX s U s+ + = − −  
Данное уравнение можно преобразовать, вынеся Y(s) и X(s) за скобки: 

( )( ) ( )( ) ( )26,25 4 1 9 1,2 5 .Y s s s X s s U s+ + = − −  

Разделив обе части уравнения на коэффициент при Y(s), получаем: 

( ) ( ) ( )2 2
9 1,2 5 .

6,25 4 1 6,25 4 1
sY s X s U s

s s s s
−

= −
+ + + +

 

Если обозначить передаточные функции объекта, как 

( ) 2
9 1,2

6,25 4 1x
sW s

s s
−

=
+ +

        и     ( ) 2
5 ,

6,25 4 1uW s
s s

=
+ +

 

то получим уравнение    

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).x uY s W s X s W s U s= + −  
Структурная схема объекта приведена на рисунке. 

 
 
 

Рис. Структурная схема объекта (к примеру 2.1) 
 

Ответ: ( ) 2
9 1,2 ,

6,25 4 1x
sW s

s s
−

=
+ +

 ( ) 2
5 .

6,25 4 1uW s
s s

=
+ +

 

Wx(s) 

Wu(s) 
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Пример 2.2. Дана передаточная функция объекта управления: 
3

2
7 5,5( ) .

( 0,5)(3 2)
sW s

s s
+

=
− +

 

Определить дифференциальное уравнение, описывающее объект. 
Решение. Для записи дифференциального уравнения необходи-

мо учесть, что по определению ( )( ) ,
( )

Y sW s
X s

=  откуда получим: 

3

2
7 5,5 ( )( ) ;

( 0,5)(3 2) ( )
s Y sW s

s s X s
+

= =
− +

 

по правилу преобразования пропорции получаем: 

Y(s) (s – 0,5)(3s2 + 2) = X(s) (7s3 + 5,5), 

раскроем скобки:  

Y(s) (3s3 + 2s – 1,5s2 – 1) = X(s) (7s3 + 5,5), 

3s3 Y(s) + 2s Y(s) – 1,5s2 Y(s) – Y(s) = 7s3 X(s) + 5,5 X(s). 

Применим обратное преобразование Лапласа: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 3 2 1 33 2 1,5 7 5,5L s Y s sY s s Y s Y s L s X s X s− −+ − − = +  

по первому свойству преобразования Лапласа: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 3 1 1 2 1

1 3 1

3 2 1,5

7 5,5 ,

L s Y s L sY s L s Y s L Y s

L s X s L X s

− − − −

− −

+ + − + − =

= +
 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 3 1 1 2 1

1 3 1

3 2 1,5

7 5,5 .

L s Y s L sY s L s Y s L Y s

L s X s L X s

− − − −

− −

+ − − =

= +
 

Применим основное свойство преобразования Лапласа (при ну-
левых начальных условиях), считая Y(s) и X(s) изображениями сиг-
налов y(t) и x(t) соответственно: 

3 2 3

3 2 3
( ) ( ) ( ) ( )3 2 1,5 ( ) 7 5,5 ( ).d y t dy t d y t d x ty t x t

dt dt dt dt
+ − − = +  
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Ответ: 
3 2 3

3 2 3
( ) ( ) ( ) ( )3 2 1,5 ( ) 7 5,5 ( ).d y t dy t d y t d x ty t x t

dt dt dt dt
+ − − = +  

Пример 2.3. Случай обратного преобразования Лапласа при на-
личии комплексных корней.  
Изображение выходного сигнала Y(s) имеет вид: 

3 2
5,75( ) .

(1,8 5,22 4,3 6,75)
Y s

s s s s
=

+ + +
 

Найти оригинал y(t). 
Решение. Оригинал данной функции отсутствует в таблице ори-

гиналов и изображений. Найдем корни знаменателя, для чего ре-
шим уравнение 

3 2(1,8 5,22 4,3 6,75) 0.s s s s+ + + =  
Получили, что корни знаменателя включают нулевой корень, 

действительный, и пару комплексных корней: 

s0 = 0;  s1 = – 2,54;  s2,3 = – 0,18 ± j·1,20. 

Представим исходную дробь в виде суммы простейших дробей 
с учетом того, что знаменатель может быть представлен в виде:  

( 2,54)( 0,18 1,20)( 0,18 1,20).s s s j s j+ + + ⋅ + − ⋅  
Изображение Y(s) разбивается на сумму четырех дробей: 

0 1 2 3
0 1 2,3

1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) .M M M MY s Y s Y s Y s
s s s s s s s

 
= + + = + + + − − − 

 

Тогда оригинал y(t), согласно данным табл. 2.1, 2.2 и примечанию, 
имеет вид: 

y(t) = y0(t) + y1(t) + y2, 3(t) = M0 + 1
1

S tM e  + 2 еαt (C  cos(ω t) – D  sin(ω t)), 

где α и ω – действительная и мнимая части пары комплексных 
корней s2,3;  
       C и D – действительная и мнимая части пары коэффициентов 
М2 и М3. 
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Для корня s0 = 0: 

0 3 2
1 0

(0) 5,75 5,75 0,85,
(0) 1,8 5,22 4,3 6,75 6,75s

BM
A s s s =

= = = =
+ + +

 

0
0

0,85( ) ,MY s
s s

= =  

y0(t) = M0 = 0,85. 

Для корня s1 = –2,54: 

1 1

1 4 3 2

( ) 5,75
( ) (1,8 5,22 4,3 6,75 ) 's s s s

B sM
A s s s s s= =

= = =
′ + + +

 

1

3 2
5,75 0,18,

7,2 15,66 8,6 6,75 s ss s s =

= = −
+ + +

 

1
1

1

0,18( ) ,
2,54

MY s
s s s

−
= =

− +
 

y1(t) = 1 2 ,54

1
0,18s t tM e e−⋅ = − ⋅ . 

Для корней s2,3 = –0,18 ± j·1,20: 

2 2

2 4 3 2

( ) 5,75
( ) (1,8 5,22 4,3 6,75 ) 's s s s

B sM
A s s s s s= =

= = =
′ + + +

 

2

3 2
5,75 0,34 0,24,

7,2 15,66 8,6 6,75 s s

j
s s s =

= = − + ⋅
+ + +

 

2 3
2,3

2 3

0,34 0,24 0,34 0,24( ) ,
0,18 1,20 0,18 1,20

M M j jY s
s s s s s j s j

− + ⋅ − − ⋅
= + = +

− − + − ⋅ + + ⋅
 

y2,3(t) =2 е–0,18t (–0,34 cos(1,20 t) – 0,24 sin(1,20 t)). 

В итоге получаем оригинал: 

y(t) = 0,85 – 0,18 е–2,54 t – 2 е–0,18 t (0,34 cos(1,20 t) + 0,24 sin(1,20 t)). 

Ответ: y(t) = 0,85 – 0,18 е–2,54 t – 2 е–0,18 t (0,34 cos(1,20 t) +  
+ 0,24 sin(1,20 t)). 
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Задание для самостоятельного решения 
 

Задание. Требуется: 
а) по заданному дифференциальному уравнению определить пе-

редаточные функции; 
б)* изобразить структурную схему объекта; 
в) по заданной передаточной функции записать дифференци-

альное уравнение. 
Данные по вариантам приведены в табл. 2.3. 

Таблица 2.3 

Исходные данные для задания  

Вариант Дифференциальное  
уравнение 

Передаточная  
функция 

Вариант 1 

2

2
( ) ( )6 5 ( )

( )2 ( )

d y t dy t y t
d t dt

du tx t
dt

+ + =

= +
 2

3 5( )
( 2)( 3)

sW s
s s

+
=

− +
 

Вариант 2 

3 2

3 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )2

d y t d y t dy t y t
dt dt dt

du t
dt

+ + + =

=
 

2

2 1( )
3 12
sW s

s s
+

=
+ −

 

Вариант 3 

2

2
( ) ( )6 3 2 ( )

( ) 3 ( )

d y t dy t y t
dt dt

du t f t
dt

+ + =

= −
 

10( )
( 2)( 5)

sW s
s s

−
=

− +
 

Вариант 4 

2

2
( ) ( )5 3 0,5 ( )

( ) ( )2 4 ( )

d y t dy t y t
dt dt

du t df tu t
dt dt

+ + =

= + +

 

3
4( )
3 1
sW s

s s
=

+ −
 

Вариант 5 

2

2
( ) ( )( ) 3 2 ( )

( )3 ( )

dy t d y ty t u t
dt dt

df t f t
dt

+ + = +

+ +
 

2 1
( )

( 3)( 2)( 0,5)

s
W s

s s s

+
=

− + +
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Продолжение таблицы 2.3 

Вариант Дифференциальное 
уравнение 

Передаточная  
функция 

Вариант 6 

3

3
( ) ( )2 ( )

( ) 0

d y t dy t x t
dt dt

df t
dt

+ − +

+ =
 2

3 8( )
5

sW s
s

+
=

+
 

Вариант 7 

2

2
( ) ( )4 ( )

( )6 ( )

d y t dy t y t
dt dt

du t u t
dt

+ + =

= +
 2

5( )
2 3 16

W s
s s

=
+ +

 

Вариант 8 

2

2

2

2

( ) ( ) ( )( )

( )3 ( )

dx t d y t dy ty t
dt dt dt

d f tx t
dt

− + + =

= +
 

2
3 4( )

( 1)( 2)
sW s

s s
−

=
+ −

 

Вариант 9 

3 2

3 2
( ) ( )1,25 4

( ) ( )5 3 ( ) 0

d y t d y t
dt dt

dy t df t f t
dt dt

− +

+ + − =
 

2

2
5( )

( 1)( 3)
sW s

s s
=

− +
 

Вариант 10 

2 3

2 3
( ) ( ) ( )3 4

( )3 2 ( ) ( )

dy t d y t d y t
dt dt dt

df t f t x t
dt

+ + =

= − +
 

3 1( )
( 11)( 7)

sW s
s s

+
=

− +
 

Вариант 11 

3 2

3 2

2

2

( ) ( ) ( )2 2

( )( ) 2

d y t d y t dy t
dt dt dt

d u tu t
dt

− + −

− =
 

2
4( )

( 1)( 12)
sW s

s s
−

=
− +
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Продолжение таблицы 2.3 

Вариант Дифференциальное 
уравнение 

Передаточная  
функция 

Вариант 12 

2

2

( ) ( )( ) 3 ( )

( )2 ( )

d y t dx ty t x t
dt dt

du tf t
dt

+ = + +

+ −

 2 1( )
( 2)( 3)

sW s
s s

+
=

+ +
 

Вариант 13 

( )2 ( ) 4 ( )

( )2 ( ) 0,1

dy t y t u t
dt

dx tf t
dt

+ = − +

+ −
 2

3 5( )
( 2)( 3)

sW s
s s

+
=

− +
 

Вариант 14 

2

2
( ) ( ) ( )2 2

( ) 4 ( ) 0

dy t d y t dx t
dt dt dt
x t y t

− + − −

− + =
 

2

3( )
2 5
sW s

s s
=

+ +
 

Вариант 15 

3

3
( ) ( )2 ( )

( ) 0

d y t dy t x t
dt dt

df t
dt

+ − +

+ =
 

)3(
9)( 2 +

+
=

ss
ssW  

Вариант 16 

2

2
( ) ( )4 ( )

( )6 ( )

d y t dy t y t
dt dt

du t u t
dt

+ + =

= +
 2

5( )
3( 2)

sW s
s s

−
=

−
 

Вариант 17 

2 2

2 2

2

2

( ) ( )( ) 2

( ) ( )3 ( )

d x t d y ty t
dt dt

dy t d f tx t
dt dt

− + +

+ = +
 

2

2
3( )

( 1)( 5)
sW s

s s
=

− +
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Окончание таблицы 2.3 

Вариант Дифференциальное 
уравнение 

Передаточная  
функция 

Вариант 18 

2

2
( ) ( )10 ( ) 2 4

( )3 ( ) 4 5 ( )

d y t dy ty t
dt dt
df tx t u t

dt

+ + −

− = +
 2

1( )
( 1)( 3 )

sW s
s s s

+
=

− +
 

Вариант 19 

2

2

( ) ( )4 12 ( ) 2

( ) ( )

d y t dx ty t
dt dt

x t f t

+ − +

+ =
 2

3 5( )
( 2)( 3)

sW s
s s

+
=

− +
 

Вариант 20 

3 2

3 2

2

2

( ) ( ) ( )2 2

( )( ) 2

d y t d y t dy t
dt dt dt

d u tu t
dt

− + −

− =
 

72
5)( 2 ++

+
=

ss
ssW  
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Тема 3. ИЗУЧЕНИЕ ОПИСАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ЗВЕНЬЕВ  
В ПЕРЕМЕННЫХ СОСТОЯНИЯ 

 
Цель занятия: изучить описание линейных звеньев в перемен-

ных состояния. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Приведите определение переменных состояния. 
2. Запишите общий вид уравнения звена в переменных состояния. 
3. Как называются матрицы А, В, С, D в уравнении звена в пере-

менных состояния? 
4. Приведите формулы перехода от передаточной функции звена 

к уравнению в переменных состояния и обратно. 
 

Краткие теоретические сведения 
 
Переменные состояния 
Звено в общем виде представляется «черным ящиком» с m вхо-

дами и r выходами, с каждым их которых связана соответствующая 
переменная (рис. 3.1). 

 
Рис. 3.1. Схема звена в виде «черного ящика» 

 
Переменные, характеризующие систему, можно разделить на 

три множества: 
1) входные переменные, характеризующие управляющие 

воздействия на вход системы, представим в виде вектора:   

u(t) = (u1(t), u2(t), …, um(t))Т; 

2) переменные состояния – внутренние (промежуточные) 
переменные, совокупность которых полностью характеризует 
свойства системы, представим в виде вектора: 
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x(t) = (x1(t), x2(t), …, xn(t))Т; 
3) выходные переменные представим в виде вектора: 

y(t) = (y1(t), y2(t), …, yr(t))Т. 
Переменные состояния – абстрактные математические 

характеристики, физическая природа которых несущественна.  
 
Уравнения звена в пространстве состояний 
В пространстве состояний непрерывные линейные 

детерминированные системы в каждый момент времени t можно 
описать при помощи следующих матричных уравнений: 

1) уравнение состояния: 

( ) ( ) ( )d t A t B t
dt

= +
x x u ;      (3.1) 

2) выходное уравнение, связывающее вход и выход звена: 

( ) ( ) ( )t C t D t= +y x u ,                                (3.2) 

где матрицы коэффициентов: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
,

... ... ......
...

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
,

... ... ... ...
...

m

m

n n nm

b b b
b b b

B

b b b

 
 
 =
 
 
 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
,

... ... ... ...
...

n

n

r r rn

c c c
c c c

C

c c c

 
 
 =
 
 
 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...
...

m

m

r r rm

d d d
d d d

D

d d d

 
 
 =
 
 
 

, 

A – матрица динамики системы;  
B – распределительная матрица;  
C – выходная  матрица (матрица  наблюдений);  
D – матрица «вход-выход».  
 
Уравнения состояния можно также записать в виде системы 

дифференциальных уравнений 1-го порядка: 
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1
11 1 12 2 1 11 1 12 2 1

2
21 1 22 2 2 21 1 22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

... ... ;

... ... ;

...

... ... .

n n m m

n n m m

n
n n nn n n n nm m

dx a x a x a x b u b u b u
dt

dx a x a x a x b u b u b u
dt

dx a x a x a x b u b u b u
dt

= + + + + + + +

= + + + + + + +

= + + + + + + +

 

• Если элементы матриц зависят от времени, то система 
называется линейной нестационарной.  

• Если элементы матриц выражаются постоянными числами, то 
система называется линейной стационарной.  

 
Составление передаточной функции по уравнениям состояния 
Пусть дана модель в пространстве состояний: 

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

d t A t B t
dt

Y t C t D t

= +

= +

x x u

x u
 

Преобразуем левые и правые части каждого уравнения по Лапласу: 
( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ).
s s A s B s
Y s C s D s

= +
= +

x x u
x u

                                (3.3) 

Преобразуем первое уравнение (3.3) (Е – единичная матрица):  

( ) ( ) ( ).sE A s B s− =x u  
Получим выражение для x (s): 

1( ) ( ) ( ).s sE A B s−= −x u  
Подставим его во второе уравнение (3.3): 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ).Y s C sE A B s D s C sE A B D s− −= − + = − +u u u  
Чтобы определить передаточную функцию, найдем отношение 

изображений выхода и входа: 

1( )( ) ( ) .
( )

Y sW s C sE A B D
U s

−= = − +     (3.4) 
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Сведения из курса высшей математики  

Если квадратная матрица второго порядка (2×2) имеет вид 

,
a b

M
c d

 
=  

 
 

то обратную матрицу можно записать следующим образом: 

1 .
d c

M
b a

− − 
=  − 

 

Составление уравнений состояния по известной  
передаточной функции 
Пусть дана передаточная функция вида 

1
0 1 1

1
0 1 1

( ) ...( ) .
( ) ...

m m
m m

n n
n n

Y s b s b s b s bW s d
U s a s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +
= = +

+ + + +
 

Преобразуем ее следующим образом: 

1 1
0 1 1 0 1 1

( ) ( ) ( ) ( );
... ...m m n n

m m n n

Y s dU s U s X s
b s b s b s b a s a s a s a− −

− −

−
= =

+ + + + + + + +
 

1
0 1 1

1
0 1 1

( ) ( ) ( ... ) ( ),

( ) ( ... ) ( ).

m m
m m

n n
n n

Y s dU s b s b s b s b X s

U s a s a s a s a X s

−
−

−
−

 − = + + + +


= + + + +
 

1
0 1 1

1
0 1 1

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ).

m m
m m

n n
n n

Y s b s X s b s X s b sX s b X s dU s
U s a s X s a s X s a sX s a X s

−
−

−
−

 = + + + + +


= + + + +
   (3.5) 

Применив обратное преобразование Лапласа ко второму 
уравнению (3.5), получим: 

1

0 1 11
( ) ( ) ( )( ) ... ( );

n n

n nn n
d x t d x t dx tu t a a a a x t

dt dt dt

−

−−= + + + +  

1
1 1

1
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) 1... ( ) ( ).
n n

n n
n n

d x t a d x t a dx t a x t u t
dt a dt a dt a a

−
−

−= − ⋅ − − ⋅ − +  

Введем х1 = х, и далее:  
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1
2

2
2

32

1
1

1

1
1 1

1
0 0 0 0

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( );

...
( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) 1... ( ) ( ).

n
n

nn

n n
n n

n n

dx t dx t x t
dt dt

dx t d x t x t
dt dt

dx t d x t x t
dt dt

d x t a d x t a dx t a x t u t
dt a dt a dt a a

−
−

−

−
−

−


= =




= =



 = =


 = − ⋅ − − ⋅ − +


 

Получаем уравнения состояния: 

1

1

1
1

1 2 1
0

0 0 0 0

( ) 0 1 0 ... 0
0

( )0 0 1 ... 0
...... ...... ... ... ... ...

( ).0( ) ( )0 ... ... 0 1
1

( )( ) ...

n
n

nn n n
n

dx t
dt x t

u tdx t x t
dt x ta a a adx t a

a a a adt

−
−

− −

                     = +                − − − −        

 

Получили: 

( ) ( ) ( ),d t A t B t
dt

= +
x x u  

где матрицы имеют следующий вид: 

  

1 2 1

0 0 0 0

0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...

,
0 ... ... 0 1

...n n n

A

a a a a
a a a a

− −

 
 
 
 

=  
 
 

− − − −  
 

0

0
...

.0
1

B

a

 
 
 
 =
 
 
 
 

(3.6) 

Для выходного уравнения из первого уравнения (3.5) получаем: 
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( )

1

1 0
1

( )
...

( ) 0 0 ( ).
( )

( )

m m
n

n

x t

y t b b b du t
x t
x t

−
−

 
 
 = ⋅⋅⋅ ⋅⋅ ⋅ +
 
 
 

 

Таким образом, получили выходное уравнение вида 

( ) ( ) ( ),t C t D t= +y x u  
где матрицы имеют следующий вид: 

( )1 0 0 0 ,m mC b b b−= ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ .D d=            (3.7) 

Каждой передаточной функции соответствует бесчисленное 
множество моделей в пространстве состояний. 
Если передаточная функция неправильная (степень числителя 

больше степени знаменателя), то такую модель нельзя представить 
в пространстве состояний. 

 
Примеры решения задач 

 
Пример 3.1. Составить уравнения RLC-цепи (рис. 3.2) в про-

странстве состояний. 

 
Рис. 3.2. Схема RLC-цепи 

 
Решение. Источник тока i – это входное воздействие u(t). На-

пряжение на резисторе uR – это выходная величина у(t). Состояние 
звена можно полностью охарактеризовать двумя переменными:  

x1(t) = uC – напряжение на конденсаторе С,   
x2(t) = iL – ток в катушке индуктивности L.  
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Общая энергия Е в цепи зависит именно от этих переменных:  
2 20,5( ),L cE Li Cu= +  

поэтому они несут информацию о состоянии системы в текущий 
момент времени t (число переменных состояния равно числу неза-
висимых элементов системы, накапливающих энергию). 
Используя законы Кирхгофа, можно записать: 

,
;

C L

L R C

i i i
u u u

+ =
 + =

  R Lu Ri= . 

,

;

C
L

L
R C

duC i i
dt

diL u u
dt

 + =

 + =


 

1 1 ,

1 .

C
L

L
C L

du i i
dt C C

di Ru i
dt L L

 = − +

 = −


 

Перейдя к обозначениям переменных x1(t), x2(t), u(t), y(t), получим: 

1
2

2
1 2

( ) 1 1( ) ( ),

( ) 1 ( ) ( ).

dx t x t u t
dt C C

dx t Rx t x t
dt L L

 = − +

 = −


 

Отсюда сразу получаем уравнения в переменных состояния в 
матричной форме: 

– уравнение состояния: 

1

1

22

( )
( )0 1/ 1/

( ),
( )( ) 1/ / 0

dx t
x tC Cdt u t
x tdx t L R L

dt

 
  −     

= +      −       
 

 

– выходное уравнение:  
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( ) 1

2

( )
( ) 0 0 ( ).

( )
x t

y t R u t
x t

 
= + 

 
 

Можем также записать: 

( )

0 1/ 1 /( ) ( ) ( ),
1 / / 0

( ) 0 ( ).

C Cd t t u t
L R Ldt

t R t

−   
= +   −   

=

x x

y x
 

Полученная модель – стационарная, т. к. у всех матриц коэф-
фициенты не зависят от времени. 
Если для некоторой RLC-цепи имеем R = 3, L = 1 и С = 1/2, то 

уравнение этой цепи в переменных состояния имеет вид: 

( )

0 2 2( ) ( ) ( ),
1 3 0

( ) 0 3 ( ).

d t t u t
dt
t t

−   
= +   −   

=

x x

y x

 

Заметим. что с помощью полученной модели, изменяя матрицы 
С и D, можно принять за выход любую линейную комбинацию пе-
ременных состояния и входа. 
Можно выбрать другой набор переменных состояния, например:  

*
1 ( ) Cx t u=  и *

2 ( ) ;Lx t u=  

*
1 1
*
2 1 2

( ) ( ),

( ) ( ) ( ).
C

L C L

x t u x t
x t u u Ri x t Rx t

 = =


= = − = −
 

Таким образом, в реальной системе всегда можно образовать 
несколько комбинаций переменных состояния, которые определя-
ют энергию, запасенную в системе, и, следовательно, описывают ее 
динамику. Это дает возможность более широкого выбора перемен-
ных состояния. 

Ответ: 
1

1

22

( )
( )0 1/ 1/

( ),
( )( ) 1/ / 0

dx t
x tC Cdt u t
x tdx t L R L

dt

 
  −     

= +      −       
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( ) 1

2

( )
( ) 0 0 ( ).

( )
x t

y t R u t
x t

 
= + 

 
 

Пример 3.2. Дан объект со следующей моделью в пространстве 
состояний: 

( )3 4 1
, , 1 0,25 , 0.

0,5 0 0
A B C D

−   
= = = =   

   
 

Найти его передаточную функцию. 
Решение. Воспользуемся формулой (3.4), получим: 

( )

( ) ( )

( )

1

1

1

2 2 2

0 3 4 1
( ) ( ) 1 0,25 0

0 0,5 0 0

3 4 1 0,5 111 0,25 1 0,25
0,5 0 4 3 0( 3) 4( 0,5)

1 0,25 4 11 0,25 .
43 2 3 2 3 2

s
W s C Es A B D

s

s s
s ss s

s s s
s s s s s s

−

−

−

 −     
= − + = − + =      

      

−      
= = =      − − −− − −      

  − ⋅ −
= = = −− + − + − + 

 

Заметим, что полученную передаточную функцию можно со-
кратить на s – 1.  

Получим 1( ) .
2

W s
s

=
−

 

Для этой передаточной функции матрицы пространства состоя-
ний имеют вид: 

2, 1, 1, 0.A B C D= = = =  
Вместо исходной модели второго порядка получили модель перво-

го порядка. Оказалось, что при нулевых начальных условиях состоя-
ние объекта определяется одной переменной, а зависимость между 
входом и выходом звена – одним уравнением первого порядка.  

Ответ: 1( ) .
2

W s
s

=
−

 

Пример 3.3. Определить матричную передаточную функцию объек-
та, описываемого следующими дифференциальными уравнениями: 
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1 1 1 1 1 2 2

2 2 1 2 2

5 6 3 4 8 ,
2 2 .

y y y u u u u
y y u u u

+ + = + + +
 + = + +

&& & && & &
& & &

 

Решение. Применим преобразование Лапласа: 
2 2

1 1 2

2 1 2

( 5 6) ( ) ( 3 ) ( ) (4 8) ( ),
( 1) ( ) ( ) 2( 1) ( ),
s s Y s s s U s s U s
s Y s sU s s U s

 + + = + + +


+ = + +
 

или 

1 1 2

2 1 2

4( ) ( ) ( ),
2 3

( ) ( ) 2 ( ).
1

sY s U s U s
s s

sY s U s U s
s

 = + + +

 = +
 +

 

Тогда матричная передаточная функция будет иметь вид: 

11 12

21 22

4
( ) ( ) 2 3( ) .
( ) ( ) 2

1

s
W s W s s sW s
W s W s s

s

 
   + += =   
    + 

 

Ответ: 

4
2 3( ) .

2
1

s
s sW s

s
s

 
 + +=  
  + 

 

Пример 3.4. Определить матричную передаточную функцию 
объекта, если известны матрицы А, В и С: 

1 2
,

3 5
A

− 
=  − − 

 0 1
,

2 0
B  

=  
 

 1 0
.

0 1
C  

=  
 

 

Решение. Исходя из заданных матриц, запишем дифференци-
альные уравнения состояния объекта: 

1 1 2 2

2 1 2 1

1 1

2 2

2 ,
3 5 2 ,
,
.

x x x u
x x x u
y x
y x

= − + +
 = − − +
 =
 =

&
&  
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Применим преобразование Лапласа: 

1 1 2 2

2 1 2 1

1 1

2 2

( ) ( ) 2 ( ) ( ),
( ) 3 ( ) 5 ( ) 2 ( ),

( ) ( ),
( ) ( ).

sX s X s X s U s
sX s X s X s U s
Y s X s
Y s X s

= − + +
 = − − +
 =
 =

 

Из первого уравнения системы выразим Х1 (s): 

2 2
1

2 ( ) ( )( )
1

X s U sX s
s

+
=

+
.                                     (3.8) 

Из второго уравнения системы выразим Х2 (s): 

1 1
2

3 ( ) 2 ( )( )
5

X s U sX s
s

− +
=

+
.                 (3.9) 

Для того, чтобы выразить Х1  (s) через U1(s) и U2 (s), подставим 
выражение (3.9) в выражение (3.8), получим:  

1 2
1 2

4 ( ) ( )( 5)( )
6 11

U s U s sX s
s s

+ +
=

+ +
. 

Таким же образом подставляем выражение (3.8) в выражение 
(3.9) и получаем X2 (s) через U1 (s) и U2 (s): 

2
1 2

2 2
( )(2 12 10) ( )( 3 15)( )

( 6 11)( 5)
U s s s U s sX s

s s s
+ + + − −

=
+ + +

. 

Так как Y1 (s) = X1 (s) и Y2 (s) = X2 (s), получим систему уравне-
ний, в которой при переменных управления находятся искомые 
матрицы: 

1 1 22 2

2 1 22 2

4 5( ) ( ) ( ),
6 11 6 11

2( 1) 3( ) ( ) ( ).
6 11 6 11

sY s U s U s
s s s s

sY s U s U s
s s s s

+ = + + + + +
 + − = +
 + + + +

 

Матричная передаточная функция имеет вид: 
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2 2

2 2

4 5
6 11 6 11

2( 1) 3
6 11 6 11

s
s s s s

s
s s s s

+ 
 + + + + 

+ −  + + + + 

. 

Ответ: 
2 2

2 2

4 5
6 11 6 11( )

2( 1) 3
6 11 6 11

s
s s s sW s

s
s s s s

+ 
 + + + +=  

+ −  + + + + 

. 

 
Задания для самостоятельного решения 

 
Задание 3.1. Выполнить задание примера 3.3. Данные по вари-

антам приведены в табл. 3.1. 
Задание 3.2. Выполнить задание примера 3.4. Данные по вари-

антам приведены в табл. 3.2. 
Задание 3.3.* Составить уравнения в пространстве состояний для 

объекта управления, рассмотренного при выполнении задания 1.1 
(при выполнении задания воспользоваться решением примера 3.1). 

Таблица 3.1 

Исходные данные для задания 3.1 

Вариант Дифференциальные 
уравнения Вариант Дифференциальные 

уравнения 

Вариант 1 
1 1 1 1

1 1 2 2

2 1 2 2

2 2 4 4 ,
5 5 .

y y y y
u u u u

y u u u

+ + + =
= + + +
 = + +

&&& && &
&&& & &

&
 

Вариант 6 1 1 1 2

2 1 1 2

8 4 ,
3 6 .

y u u u
y u u u

= + +
 = + +

&& &
&

 

Вариант 2 
1 1 1

1 2 2

2 2 1 1 2

2 3
6 3 ,

.

y y u
u u u

y y u u u

+ = +
 + + +
 + = + +

& &
&

&&& && && & &&&
 

Вариант 7 

1 1 1

1 1 1

2 2

2 1 2 2

2 8 2
8 6 24
2 2 ,

3 .

y y y
y u u
u u

y u u u

+ + +
+ = + +
+ +
 = + +

&&& && &
&& &

&&& &
&

 

Вариант 3 
1 1 2

2 2 1

1 1 1 2

3 4 ,
10

10 8 80 .

y u u
y y u

u u u u

= +
 + = +
+ + + +

& &
& &&&

&& & &
 

Вариант 8 

1 1 1

1 2

2 2 1

2 2

2 6
12 ,

2
3 .

y y u
u u

y y u
u u

+ = +
+ +
 + = +
+ +

& &
&

&
&
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Окончание таблицы 3.1 

Вариант Дифференциальные 
уравнения Вариант Дифференциальные 

уравнения 

Вариант 4 

1 1 1

2 2

2 1 1

2 2

3 3
8 24 ,

6
2 .

y y u
u u

y u u
u u

+ = +
+ +
 = + +
+ +

& &
&& &

&
&

 Вариант 9 

1 1 1

1 1 2 2

2 2 1

2 2

7 12
4 3 ,

5
5 .

y y y
u u u u

y y u
u u

+ + =
= + + +
 + = +
+ +

&& &
& &

&
&&&

 

Вариант 5 

1 1 1

1 2

2 2 1 2

2 2

7
7 ,

3
7 12 .

y y u
u u

y y u u
u u

+ = +
+ +
 + = + +
+ +

& &

& & &&
&

 

Вариант 10 

1 1 1

1 2

2 2 1

2 2

3 5
15 ,

3
7 21 .

y y u
u u

y y u
u u

+ = +
+ +
 + = +
+ +

& &&
&

& &
&

 

Таблица 3.2 

Исходные данные для задания 3.2 

Вариант Матрицы  
коэффициентов Вариант Матрицы  

коэффициентов 

Вариант 1 

3 3
,

2 4

0 1 1 0
,

3 0 0 1

A

B C

− 
=  − 

   
= =   

   
 

Вариант 6 

2 8
,

1 4

0 1 2 1
,

3 0 0 2

A

B C

− 
=  − 

   
= =   

   
 

Вариант 2 

1 5
,

5 1

0 1 10 0
,

6 0 0 1

A

B C

− 
=  − 

   
= =   

   
 

Вариант 7 

3 4
,

4 5

0 5 1 0
,

6 0 1 1

A

B C

 
=  − 

   
= =   

   
 

Вариант 3 

1 2
,

2 3

0 8 1 0
,

1 0 0 1

A

B C

− 
=  − 

   
= =   

   
 

Вариант 8 

5 7
,

8 4

0 3 2 0
,

7 0 0 1

A

B C

− 
=  − 

   
= =   
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Окончание таблицы 3.2 

Вариант Матрицы  
коэффициентов Вариант Матрицы  

коэффициентов 

Вариант 4 

4 2
,

8 3

0 1 1 0
,

1 0 0 1

A

B C

− 
=  − − 

   
= =   

   
 

Вариант 9 

9 8
,

3 3

0 1 1 1
,

3 0 0 1

A

B C

 
=  − 

   
= =   

   
 

Вариант 5 

5 10
,

6 3

0 5 1 1
,

1 0 0 2

A

B C

− 
=  − 

   
= =   

   
 

Вариант 10 

9 8
,

5 1

0 5 1 0
,

1 0 0 2

A

B C

− 
=  − 

   
= =   
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Тема 4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ЛИНЕАРИЗАЦИЯ  
ХАРАКТЕРИСТИК ЛИНЕЙНЫХ ЗВЕНЬЕВ 

 
Цель занятия: научиться проводить линеаризацию характери-

стик линейных звеньев. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Приведите определение статической характеристики. 
2. Приведите определение частотной передаточной функции. 
3. Приведите определение АЧХ. 
4. Приведите определение ФЧХ. 
5. Приведите определение АФЧХ. 
6. Как называется график АФЧХ? 
7. Приведите определение линеаризации. 
 

Краткие теоретические сведения 
 

Линеаризация 
Линеаризация – замена исходного нелинейного уравнения при-

ближенным линейным. 
Пусть исходное уравнение имеет вид: 

( , )dy f x y
dt

= .                 (4.1) 

Линеаризацию проводят в окрестности рабочей точки (х0, y0). 
Линеаризованное уравнение записывают в малых отклонениях Δ 

от рабочей точки: 

0 0, .y y y x x x∆ = − ∆ = −                    (4.2) 

Целью линеаризации является получение линейного уравнения:  

1 2
d y k x k y
dt
∆

= ∆ + ∆ .                  (4.3) 

Обычно Δ не указывают, понимая, что уравнение записано в от-
клонениях: 
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1 2
dy k x k y
dt

= + .    (4.4) 

Коэффициентами при переменных в линеаризованном уравне-
нии являются значения производных исходной функции по этим 
переменным в рабочей точке. 
Таким образом, чтобы найти коэффициент k1, нужно продиффе-

ренцировать функцию f(x, y) по переменной х, и в полученное вы-
ражение подставить значения х0 и y0: 

1 0 0( , ).xk f x y′=                 (4.5) 

Аналогично, чтобы найти коэффициент k2, нужно продиффе-
ренцировать функцию f(x, y) по переменной у, и в полученное вы-
ражение подставить значения х0 и y0: 

2 0 0( , ).yk f x y′=     (4.6) 

 
Статическая характеристика 
Статическая характеристика звена (системы) – зависимость 

между постоянным входным воздействием и постоянной выходной 
величиной звена (системы) в установившемся режиме (после окон-
чания переходного процесса): 

y = f(x).          (4.7) 

Линеаризованная статическая характеристика имеет вид: 

,y k x∆ = ∆             (4.8) 

где коэффициент k находится путем подстановки значения х0 в 
производную ( ) :f x′  

0( ).k f x′=             (4.9) 

При этом Δ также можно не указывать, понимая, что уравнение 
записано в отклонениях. 
Частотные характеристики 
Реакцию звена при гармоническом входном воздействии описы-

вают частотные характеристики звена. 
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Наиболее часто используют следующие частотные характери-
стики: 

– амплитудная частотная характеристика (АЧХ); 
– фазовая частотная характеристика (ФЧХ); 
– амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ). 
Пусть на вход звена в момент времени t = 0 подано гармониче-

ское воздействие вида 

sinω ,xx A t=                  (4.10) 

где Аx – амплитуда;  
      ω – угловая частота этого воздействия. 
 
По окончании переходного процесса на выходе звена будут су-

ществовать гармонические колебания с той же частотой, что и 
входные колебания, но отличающиеся в общем случае по амплиту-
де и фазе, т. е. в установившемся режиме выходная величина звена 
имеет вид: 

sin(ω φ),yy A t= + ∆    (4.11) 

где Аy – амплитуда выходных установившихся колебаний; 
      Δφ – разность фаз между выходным и входным гармоническим 
сигналами. 
 
Амплитудная частотная характеристика (АЧХ) А(ω) – за-

висимость отношения амплитуд выходного и входного гармониче-
ских сигналов от частоты в установившемся режиме: 

(ω) .y

x

A
A

A
=            (4.12) 

Фазовая частотная характеристика (ФЧХ) φ(ω) – зависи-
мость разности фаз (фазового сдвига) между выходным и входным 
сигналами от частоты в установившемся режиме: 

φ(ω) φ.= ∆          (4.13) 

Если в выражение передаточной функции звена W(s) подставить 
s = jω, то полученная частотная передаточная функция W(jω) пред-
ставляет собой комплекснозначную функцию ω и является ампли-
тудно-фазовой частотной характеристикой (АФЧХ).  
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График АФЧХ (годограф Найквиста) является совместным гра-
фиком АЧХ и ФЧХ на комплексной плоскости. 
Частотная передаточная функция W(jω) является комплексной 

величиной и может быть записана в виде: 

( ω) Re(ω) Im(ω).W j j= +        (4.14) 

Модуль частотной передаточной функции W(jω) есть амплитуд-
ная частотная характеристика А(ω): (ω) ( ω) ,A W j=  аргумент – 
фазовая частотная характеристика φ(ω): φ(ω) arg ( ω).W j=  
Для построения АЧХ и ФЧХ по частотной передаточной функ-

ции используют формулы: 

2 2(ω) Re (ω) Im (ω),A = +  Im(ω)φ(ω) arctg .
Re(ω)

=        (4.15) 

 
Примеры решения задач 

 
Пример 4.1. Получить уравнение связи между уровнем воды в 

баке h, м, и расходом воды Q, м3/с (рисунок), и линеаризовать его.   
 

 
Рис. Схема расчета расхода воды  

 
Решение. Пусть расход вытекающей воды – q, м3/с, скорость 

вытекания воды – v, м/с, S – площадь бака, м2, S0 – площадь попереч-

Q 

h 
q 

S 

S0 
Выход 

Вход 
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ного сечения, м2. По закону Бернулли, 
2ρρ ,

2
vgh =  откуда 2 .v gh=  

Тогда 

0 0 02 2 α ,q S v S gh S g h h= = = =  

где 0α 2S g=  – постоянный коэффициент, м5/2 ·с–1. 
 
За малое время Δt расходы можно считать постоянными, тогда 

изменение уровня  

( ) α ,Q q Q q Q hh t t t
S S S S S

 −  ∆ = ∆ = − ∆ = − ∆       
 

α .h Q h
t S S

∆
= −

∆
 

Переходя к пределу при Δt → 0, получим дифференциальное 
уравнение  

( ) 1 α( ) ( ),dh t Q t h t
dt S S

= −   (4.16) 

связывающее уровень воды в баке h, м, и расход воды Q, м3/с. 
Линеаризуем уравнение (4.16) в окрестностях рабочей точки 

(Q0, h0). Выполняется начальное условие: 

0 0
1 α 0.Q h
S S

− =  
Запишем малые отклонения 0 0, .Q Q Q h h h∆ = − ∆ = −  
Продифференцируем уравнение (4.16) по каждой из переменных: 

1 α 1( ) ( ) ;

1 α α( ) ( ) .
2 ( )

Q t h t
Q S S S

Q t h t
h S S S h t

∂  − = ∂  
∂  − = − ∂  

 

Тогда по формуле (4.3) получаем:  
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0

1 α ,
2

d h Q h
dt S S h
∆

= ∆ − ∆  

0

α 1 .
2

d h h Q
dt SS h
∆

+ ∆ = ∆  

Обозначим: 
0

α ,
2hk

S h
=  1 .Qk

S
=  

Окончательно получаем линеаризованное уравнение в отклоне-
ниях от рабочей точки (знак Δ не ставим): 

( ) ( ) ( ).h Q
dh t k h t k Q t

dt
+ =  

Ответ: ( ) ( ) ( ).h Q
dh t k h t k Q t

dt
+ =  

Заметим, что: 1) коэффициент kh зависит от h0, т. е. от выбора 
рабочей точки, при выборе другой рабочей точки коэффициент kh 
получится другой, в этом проявляется нелинейность объекта; 
2) полученное линеаризованное уравнение в отклонениях справедли-
во только при малых отклонениях от рабочей точки (Q0, h0).  
Пример 4.2. Дана передаточная функция 

( ) .
1

KW s
Ts

=
+

 

Определить частотные характеристики звена (АЧХ, ФЧХ и 
АФЧХ). 
Решение. Запишем частотную передаточную функцию в виде 

выражения (4.14), заменив s на jω и преобразовав: 

( ω)
ω 1
KW j

Tj
=

+
 = 

1 ω
K
jT+

 = (1 ω)
(1 ω)(1 ω)

K jT
jT jT

−
+ −

 = 2 2

ω
1 ω

K j KT
T

−
+

 = 

= 2 21 ω
K

T+
 – j 2 2

ω
1 ω

KT
T+

 = Re(ω) + j Im(ω). 

Построим АЧХ по формуле (4.15): 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

ω ω(ω)
1 ω 1 ω 1 ω 1 ω

ω (1 ω ) 1 .
1 ω 1 ω1 ω 1 ω

K KT K K TA
T T T T

K K T K T KK
T TT T

   = + = + =   + +    + +

+ +
= = = =

+ ++ +

 

Построим ФЧХ по формуле (4.15): 

2 2

2 2

ω
1 ωφ(ω) arctg arctg( ω ).

1 ω

KT
T TK

T

−
+= = −

+

 

Ответ: 
2 2

(ω) ,
1 ω

KA
T

=
+

 φ(ω) arctg(ω ).T= −  

Пример 4.3. Определить сигнал х2(t) на выходе звена по известному 
входному сигналу х1(t)  и передаточной функции звена W(s):  

1( ) 2sin10 ,x t t=           4( ) .
0,1 1

W s
s

=
+

 

Решение. Известно, что при воздействии входного сигнала  
x1(t) = X1 sin ωt на звено выходной сигнал х2(t) по истечении време-
ни переходного процесса также будет гармоническим, но отли-
чающимся от входного амплитудой и фазой: 

( )2 1( ) (ω) sin ω φ(ω) ,x t A X t= +         (4.17) 

где A(ω) – АЧХ звена;  
      φ(ω) – ФЧХ звена. 
 
Следовательно, для определения х2(t) необходимо найти A(ω), 

φ(ω) и воспользоваться выражением (4.17). 
По передаточной функции, с использованием формул (4.15), 

найдем:  

2

4(ω) ,
0,1ω 1

A =
+

  φ(ω) = –arctg 0,1 ω. 
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Из заданного входного сигнала видно, что входная частота 
равна ω = 10, тогда: 

2

4 4(10) 2 2,
20,1 10 1

A = = =
⋅ +

πφ(10) arctg(0,1 10) arctg1 .
4

= − ⋅ = − = −  

Подставим полученные выражения в формулу (4.17): 

( )2( ) 4 2 sin 10 π / 4 .x t t= −  

Ответ: ( )2( ) 4 2 sin 10 π / 4 .x t t= −  
 

Задания для самостоятельного решения 
Задание 4.1. В окрестности точки установившегося режима  

(х0, у0) аналитически линеаризовать нелинейное уравнение y = f(x). 
Данные по вариантам приведены в табл. 4.1. 
Задание 4.2. По заданным передаточным функциям определить 

частотные характеристики звена (АЧХ и ФЧХ). Данные по вариан-
там приведены в табл. 4.2. 
Задание 4.3.* Выполнить задание примера 4.3. Данные по вари-

антам приведены в табл. 4.3. 
Таблица 4.1 

Исходные данные для задания 4.1 

Вариант х0 у0 y = f(x) 
Вариант 1 2 4,5 y = x2 + 1/x 
Вариант 2 1 2 y = x2 + 1/x 
Вариант 3 3 10 y = x2 + 3/x 
Вариант 4 2 6,5 y = x2 + 5/x 
Вариант 5 2 5,5 y = x2 + 3/x 
Вариант 6 2 4,5 y = x2 + 1/x 
Вариант 7 1 2 y = x2 + 1/x 
Вариант 8 2 24 y = 3x3 
Вариант 9 1 3 y = 3x3 
Вариант 10 3 81 y = 3x3 
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Окончание таблицы 4.1 

Вариант х0 у0 y = f(x) 

Вариант 11 2 16 y = 2x3 
Вариант 12 2 8 y = x3 
Вариант 13 2 5 y = x2 + 2/x 
Вариант 14 1 3 y = x2 + 2/x 
Вариант 15 1 4 y = 2x3+ 2x 

Вариант 16 2 12 y = x3+ 2x 
Вариант 17 3 9 y = x2 
Вариант 18 2 16 y = 4x2 
Вариант 19 1 8 y = 3x3+ 5/x 
Вариант 20 2 34,5 y = 4x3+ 5/x 
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Таблица 4.2 

Исходные данные для задания 4.2 

Вариант а) б) Вариант а) б) 

Вариант 1 ( ) 2W s s=  1 2

( ) ,
( 1)( 1)

KW s
T s T s

=
+ +

 

где K = 3; T1 = 2;  T2 = 3 
Вариант 11 

1( )W s s
s

= +

 

2

1( ) ,
( 1)

W s
Ts

=
+

  

где T = 2 

Вариант 2 2( ) 4W s s=
 

1
2

2

( 1)( ) ,
( 1)
K T sW s
T s

+
=

+
 

где K = 3; T1 = 2;  
T2 = 3 

Вариант 12 
1( ) 5W s s
s

= −
 

1 2

( ) ,
( 1)( 1)

KsW s
T s T s

=
+ +

где  K = 3; T1 = 2;  
T2 = 3 

Вариант 3 1( )W s
s

=  
1

2
2

( 1)( ) ,
( 1)

K T sW s
s T s

+
=

+
 

где  K = 3; T1 = 2;  T2 = 3 
Вариант 13 2 1( )W s s

s
= +

 

1 2

( ) ,
( 1)( 1)

KW s
s T s T s

=
+ +

где  K = 3; T1 = 2;   
T2 = 3 

Вариант 4 2

1( )W s
s

=
 

2( ) ,
( 1)

KW s
s Ts

=
+

 

где  K = 3; T = 2 
Вариант 14 2 3( ) 2W s s

s
= −

 

1

2

( 1)( ) ,
( 1)

K T sW s
T s

+
=

+
 

где  K = 3; T1 = 2;  T2 = 3 

Вариант 5 ( ) 2 1W s s= +
 

2( ) ,
( 1)

KsW s
Ts

=
+

 

где  K = 3; T = 2 
Вариант 15 2

1( )W s s
s

= +
 

1

2

( 1)( ) ,
( 1)

K T sW s
s T s

+
=

+
 

где  K = 3; T1 = 2;  T2 = 3 
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Окончание таблицы 4.2 

Вариант а) б) Вариант а) б) 

Вариант 6 ( ) 2 1W s s= −  

2( ) ,
( 1)

KW s
Ts

=
+

 

где K = 3; T = 2 
Вариант 16 2

2( )W s s
s

= −
 

1

2

( 1)( ) ,
1

Ks T sW s
T s

+
=

+
 

где K = 3; T1 = 2;   
T2 = 3 

Вариант 7 1( ) 2W s
s

= +  
1

2
2

1( ) ,
( 1)

T sW s
T s

+
=

+
 

где T1 = 2;  T2 = 3 
Вариант 17 

2( ) 6W s s
s

= −
 

( ) ,
( 1)

KW s
s Ts

=
+

 

где K = 3; T = 2 

Вариант 8 1( ) 3W s
s

= −  
1

2
2

1( ) ,
( 1)
T sW s

s T s
+

=
+

 

где T1 = 2;  T2 = 3 
Вариант 18 

3( ) 5W s s
s

= +
 

( ) ,
1

KsW s
Ts

=
+

 

где K = 3; T = 2 

Вариант 9 1( ) 2W s
s

= − +  2

1( ) ,
( 1)

W s
s Ts

=
+

 

где   T = 2 
Вариант 19 2 3( ) 7W s s

s
= −

 

( ) ,
1

KW s
Ts

=
+

 

где K = 3; T = 2 

Вариант 10 
1( ) 4W s
s

= − −
 

2( ) ,
( 1)

sW s
Ts

=
+

 

где T = 2 
Вариант 20 

2( ) 4
2 1

W s s
s
= +

+ −
 

1

2

1( ) ,
1

T sW s
T s

+
=

+
 

где T1 = 2;  T2 = 3 
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Таблица 4.3 

Исходные данные для задания 4.3 

Вариант Входное воздействие Передаточная функция 

Вариант 1 1( ) 5sinx t t=  4( )W s
s

=  

Вариант 2 1( ) 8sin 0,25x t t=  10( )
4 1

W s
s

=
+

 

Вариант 3 1( ) 2sin10x t t=  ( ) 2W s s=  

Вариант 4 1( ) 4sin 25x t t=  ( ) 10(4 1)W s s= +  

Вариант 5 1( ) 3sin 4x t t=  2 1( )
4 1

sW s
s

+
=

+
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Тема 5. ИЗУЧЕНИЕ УСТРОЙСТВА, ФУНКЦИОНАЛЬНОГО 
СОСТАВА И ПРИНЦИПОВ ДЕЙСТВИЯ СИСТЕМ 

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 
 

Цель занятия: научиться составлять функциональные схемы 
систем автоматического управления. 

 
Вопросы и задания для подготовки к занятию 

 
1. Приведите определения объекта управления, управляющего 

устройства, систем автоматического управления и регулирования. 
2. Приведите определение функциональной схемы САУ. 
3. Перечислите правила построения функциональных схем. 
4. Назовите фундаментальные принципы автоматического 

управления и дайте их определения. 
 

Краткие теоретические сведения 
 

Объект управления (ОУ) – совокупность взаимосвязанных тех-
нических средств и биологических объектов, которыми необходи-
мо управлять для достижения цели. 
Устройство управления, или управляющее устройство (УУ) – это 

техническое устройство для управления объектом. 
Система автоматического управления (САУ) – совокупность 

взаимодействующих между собой объекта управления и управляю-
щего устройства, осуществляющая сбор, обработку информации и 
управление объектом без непосредственного участия человека. 
Функциональная схема системы – наглядное графическое изо-

бражение системы в виде взаимосвязанных элементов, выполняю-
щих определенную функцию. 

 
Правила построения функциональных схем 
Элементы функциональной схемы изображаются прямоуголь-

никами, связи между ними указываются линиями со стрелками, 
соответствующими направлению прохождения сигнала. Иногда 
термины заменяют: «управление» – «регулирование», «управляю-
щее устройство» – «регулятор», и рассматривают систему автома-
тического регулирования (САР) как частный случай САУ. 
Наименование функционального элемента в сокращенной форме 
указывается внутри соответствующего прямоугольника. Над  
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линиями связи указывают обозначение сигнала. Под схемой или 
в тексте сокращения и обозначения расшифровываются. 
При описании устройства САР следует перечислить все элементы 

системы, описать связи между элементами, определить функцию, 
выполняемую каждым элементом, составить функциональную схе-
му. При составлении функциональной схемы следует руководство-
ваться общим функциональным составом САР. Как правило, САР 
состоит из объекта управления и регулятора. В характеристике объ-
екта управления (ОУ) необходимо указать, что является ОУ, регули-
руемой величиной, целью управления, управляющим воздействием 
на объект, возмущающими воздействиями, и какое возмущающее 
воздействие принято в качестве основного. Регулятор состоит из из-
мерительного преобразователя (датчика), задающего устройства (за-
датчика), усилительно-преобразовательного устройства, которым 
может быть регулирующий блок, исполнительного устройства (ис-
полнительного механизма и регулирующего органа).  
В каждой конкретной системе указанные функциональные эле-

менты представлены конкретными устройствами. Некоторые функ-
циональные элементы в системе могут отсутствовать. В систему 
могут быть введены дополнительные устройства: механизмы пере-
дачи движения, промежуточные преобразователи, устройства мест-
ной обратной связи и т. д. В конце  следует описать работу системы. 

 
Принципы автоматического управления 
1. Принцип разомкнутого управления: 
– по задающему воздействию. При формировании управляюще-

го воздействия u(t) учитывается только значение задающего воз-
действия yз(t); 

– с компенсацией возмущающего воздействия. Управляющее 
воздействие u(t) формируется так, чтобы компенсировать влияние 
возмущающего воздействия f(t). 

2. Принцип замкнутого управления (управление с обратной свя-
зью, управление по отклонению, управление по ошибке). Управляю-
щее воздействие u(t) формируется так, чтобы компенсировать ошибку 
е(t), где е(t) = yз(t) – y (t) – сигнал ошибки (сигнал рассогласования). 

3. Принцип комбинированного управления. Управляющее воздей-
ствие u(t) формируется в зависимости и от ошибки е(t) = yз(t) – y(t),     
и от возмущающего воздействия f(t). 
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Пример решения задачи 
 

Пример. Составить и описать функциональную схему САР тем-
пературы в климатической камере (рис. 5.1).  
Решение. САР температуры в климатической камере состоит из 

объекта управления и регулятора.  
Объект управления (ОУ) рассматриваемой САР – климатиче-

ская камера 2 с нагревательным элементом 3. Регулируемая величи-
на – температура θ внутри камеры. Цель управления – поддержание 
температуры в климатической камере на постоянном заданном 
уровне. Управляющее воздействие на ОУ – напряжение Uн, пода-
ваемое на нагревательный элемент 3. Основное возмущающее воз-
действие – изменение температуры θн наружного воздуха от 
расчетного номинального значения.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 5.1. Схема системы автоматического регулирования температуры  

в климатической камере:  
1 – датчик (термометр сопротивления); 2 – климатическая камера;  

3 – электрический нагреватель; 4 – автотрансформатор; 5 – редуктор;  
6 – электродвигатель; 7 – потенциометр местной обратной связи;  

8 – дифференциальный усилитель; 9 – мостовая измерительная схема 
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Дополнительными возмущающими воздействиями могут быть, на-
пример, изменения напряжения питания моста Uп и трансформатора U. 

Датчиком (Д) является термометр 1 сопротивления Rд. Входной 
сигнал для термометра сопротивления – температура θ в камере, 
выходной сигнал – величина сопротивления Rд термометра.  

Задатчиком является переменное сопротивление R1. Задающий 
сигнал – величина сопротивления R1, которая в определенном мас-
штабе соответствует заданному значению температуры θз в камере. 

Сравнивающее устройство (СУ) – мостовая измерительная схема 
(М) 9, образованная сопротивлениями Rд, R1, R2 и R3. Для нее входны-
ми сигналами являются величины сопротивлений Rд и R1, выходным 
сигналом является напряжение Uм разбаланса моста, которое в опре-
деленном масштабе соответствует ошибке регулирования. 

Дифференциальный усилитель (ДУ) 8 выполняет функции устрой-
ства сравнения (вычитания) входных сигналов и усиления их разно-
сти. На вход усилителя поступают напряжение Uм разбаланса моста и 
напряжение Uос устройства местной обратной связи. Выходной сигнал 
усилителя – напряжение Uy, подаваемое на электродвигатель 7. 

Исполнительный механизм состоит из электродвигателя (ДВ) 7 
и редуктора (Р) 5. Входной сигнал для электродвигателя – напря-
жение Uу, выходной сигнал – угол φдв поворота вала электродвига-
теля. Входной сигнал для редуктора – φдв, выходной сигнал – 
угол φр поворота вала редуктора. 

Регулирующим органом (РО) является автотрансформатор (АТ) 4. 
Входной сигнал – угол поворота φр, выходной сигнал – напряже-
ние Uн, подаваемое на нагревательный элемент 3 объекта управления.  

Устройство местной обратной связи (УОС) выполнено в виде 
потенциометрического датчика перемещения 6, подвижный кон-
такт которого механически связан с валом редуктора. Входной сиг-
нал УОС – угол φр, выходной сигнал – напряжение Uос. 
На основании вышеизложенного составлена функциональная 

схема системы (рис. 5.2). 
 

 
 
 
 

 
Рис. 5.2. Функциональная схема САР температуры в климатической камере 
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Система работает следующим образом. В установившемся режиме, 
при равенстве значений температуры θ в камере заданной θз,  выход-
ное напряжение Uм  равно 0. При отклонении значений температуры в 
камере от заданных, например, при изменении температуры наружно-
го воздуха θн, сопротивление Rд изменяется, мост разбалансируется. 
Напряжение Uм разбаланса моста является сигналом возникшей 
ошибки системы, оно усиливается усилителем и подается на двига-
тель. Двигатель через редуктор перемещает подвижный контакт авто-
трансформатора, тем самым изменяет напряжение Uн на 
нагревательном элементе в нужную сторону. Если температура в ка-
мере ниже заданной, то напряжение Uн увеличивается, если темпера-
тура выше заданной, то напряжение Uн уменьшается. Одновременно 
выходной вал редуктора перемещает подвижный контакт потенцио-
метрического датчика местной обратной связи, выходное напряжение 
Uoc  которого подается на дифференциальный усилитель, где вычита-
ется из напряжения Uм разбаланса моста. Усилитель усиливает раз-
ность напряжений Uм и Uос. За счет местной обратной связи 
обеспечивается пропорциональная зависимость между напряжением 
Uм и углом φр поворота вала редуктора. Поэтому изменение напряже-
ния Uн на нагревательном элементе (управляющее воздействие на 
объект) пропорционально величине отклонения значений температу-
ры θ в камере от заданного θз значения. В результате температура в 
камере возвращается к заданному значению. 
При непрерывном изменении наружной температуры процесс 

регулирования идет непрерывно. Если наружная температура уста-
новится, то при правильно подобранных параметрах регулятора 
процесс регулирования через некоторое время закончится, и вся 
система придет в новое установившееся состояние. 
В результате рассмотрения устройства и работы системы можно 

сделать следующие выводы: в системе реализован принцип управ-
ления по отклонению (по ошибке); система является стабилизи-
рующей. 
Ответ: построенная САР температуры в климатической камере 

приведена на рис. 5.2. 
 

Задание для самостоятельного решения 
 

Задание. Требуется: 
а) составить функциональную схему заданной САР; 
б)* описать работу САР. 
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Данные по вариантам приведены в таблице (схемы приведены в 
прилож. А). 

Таблица 

Исходные данные для задания 

Вариант Схема Описание САР 

1 А.1 

САР уровня воды в барабане котла 
Система обеспечивает поддержание уровня 
воды в верхнем барабане котла в требуемых 
пределах. К системе предъявляются высокие 
требования, поскольку снижение уровня или 
перепитка котла водой могут привести к 
серьезным авариям: пережогу экранных труб 
или забросу воды в магистральный паропро-
вод. Уровень регулируется за счет изменения 
расхода питающей воды в барабане котла. 
Основное возмущающее воздействие на ко-
тел – изменение расхода пара (изменение на-
грузки котла). Датчик уровня – дифманометр 
с дифтрансформаторным преобразователем 
сигнала. Устройство сравнения выполнено на 
дифференциальном усилителе 

2 А.2 

3 А.3 

САР давления пара в барабане котла 
Система поддерживает на заданном уровне 
давление пара в барабане котла, что необхо-
димо по условиям экономичности и безопас-
ности работы котлоагрегата. Давление 
регулируется путем изменения подачи топли-
ва в топку. Основное возмущающее воздей-
ствие – изменение расхода пара (изменение 
нагрузки котла). Датчик давления – манометр 
с дифтрансформаторным преобразователем 
сигнала. Устройство сравнения выполнено на 
дифференциальном усилителе 
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Продолжение таблицы 

Вариант Схема  Описание САР 

4 А.4 

5 А.5 

САР разрежения в топке 
Система стабилизирует разрежение в верхней 
части топки, что необходимо для нормально-
го топочного режима. Разрежение регулиру-
ется за счет изменения производительности 
дымососа с помощью поворотных заслонок. 
Основное возмущающее воздействие – изме-
нение расхода воздуха в топке. Датчик разре-
жения – дифтигометр, соединенный с верхней 
частью топки. Устройство сравнения выпол-
нено на дифференциальном усилителе 

6 А.6 

САР температуры воздуха в птичнике  
в летний период 

Система стабилизирует температуру воздуха за 
счет изменения воздухообмена. Воздухообмен 
регулируется изменением частоты вращения 
вытяжных вентиляторов. Основное возму-
щающее воздействие – колебание температуры 
наружного воздуха. Датчик температуры – тер-
мометр сопротивления. Устройством сравнения 
является мост. Система импульсно-фазового 
управления (СИФУ) совместно с тиристорным 
блоком и предварительным усилителем обра-
зуют управляемый усилитель 

7 А.7 

8 А.8 

САР температуры в животноводческом 
помещении 

Система стабилизирует температуру в помеще-
нии в зимний период за счет изменения темпера-
туры приточного воздуха, которая регулируется 
путем изменения расхода горячей воды через 
водяной калорифер. Основное возмущающее 
воздействие – изменение температуры наружно-
го воздуха. Датчик температуры воздуха внутри 
помещения – термометр сопротивления. Уст-
ройством сравнения является мост 
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Продолжение таблицы 

Вариант Схема Описание САР 

9 А.9 

САР температуры в животноводческом 
помещении 

Система стабилизирует температуру в поме-
щении за счет изменения мощности, пода-
ваемой на установленный в приточном 
воздуховоде электрокалорифер. Датчик тем-
пературы – термометр сопротивления. Ос-
новное возмущающее воздействие – 
изменение температуры наружного воздуха. 
Устройством сравнения является мост. Сис-
тема импульсно-фазового управления 
(СИФУ) совместно с тиристорным блоком и 
предварительным усилителем образуют 
управляемый усилитель 

10 А.10 

11 А.11 

САР температуры приточного воздуха 
в картофелехранилище 

Система стабилизирует температуру приточ-
ного воздуха, которым вентилируется в пе-
риоды охлаждения холодного и зимнего 
хранения. Температура регулируется путем 
смешивания холодного воздуха, поступаю-
щего через приточную шахту, с более теп-
лым внутренним воздухом хранилища. 
Смешивание наружного и внутреннего воз-
духа осуществляется клапаном, установлен-
ным в приточном канале. Основное 
возмущающее воздействие – изменение тем-
пературы наружного воздуха. Датчик темпе-
ратуры – термометр сопротивления. 
Устройством сравнения является мост 
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Продолжение таблицы 

Вариант Схема Описание САР 

12 А.12 

13 А.13 

САР температуры теплоносителя в агрегате АВМ 
Система стабилизирует температуру теплоносителя 
на выходе из сушильного барабана. Температура 
регулируется путем изменения количества топлива, 
подаваемого насосом 1 в теплогенератор 2. Основ-
ное возмущающее воздействие – изменение темпе-
ратуры наружного воздуха и влажности 
высушиваемого продукта. Датчик температуры – 
термопара. Устройство сравнения выполнено на 
дифференциальном усилителе 

14 А.14 

15 А.15 

САР температуры теплоносителя  
в шахтной зерносушилке  

Система стабилизирует температуру теплоносите-
ля, образованного смесью атмосферного воздуха 
(Qа) с топочными газами (Qг). Температура регули-
руется путем изменения соотношения расходов 
атмосферного воздуха топочных газов с помощью 
поворотной заслонки. Основное возмущающее воз-
действие – изменение температуры наружного воз-
духа. Датчик температуры – термометр 
сопротивления, установленный в канале теплоно-
сителя перед входом в сушилку. Устройством срав-
нения является мост 

16 А.16 

САР температуры воздуха в теплице 
Система стабилизирует температуру воздуха в 
остекленных блочных  теплицах с водяной сис-
темой обогрева. Температура воздуха регулиру-
ется за счет изменения температуры 
теплоносителя с помощью смесительного кла-
пана. Основное возмущающее воздействие – 
изменение температуры наружного воздуха. 
Датчик температуры воздуха в теплице – тер-
мометр сопротивления. На схеме: 1 – измери-
тельный блок, преобразующий величину 
сопротивления датчика температуры в электри-
ческое напряжение. Устройство сравнения вы-
полнено на дифференциальном усилителе  
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Окончание таблицы 

Вариант Схема Описание САР 

17 А.17 

18 А.18 

САР температуры воздуха в теплице  
в летний период 

Система стабилизирует температуру воздуха в остек-
ленных блочных теплицах в летний период. Темпера-
тура воздуха регулируется открытием фрамуг. 
Основное возмущающее воздействие – изменение 
интенсивности солнечной радиации. Датчик темпера-
туры воздуха в теплице – термометр сопротивления. 
На схеме: 1 – измерительный блок, преобразующий 
величину сопротивления датчика температуры в элек-
трическое напряжение. Устройство сравнения выпол-
нено на дифференциальном усилителе 

19 А.19 

САР температуры поливной воды в теплице 
Температура поливной воды регулируется путем из-
менения расхода горячей воды через водонагреватель. 
Возмущающее воздействие – колебание расхода по-
ливной воды, изменение температуры холодной воды, 
поступающей из котельной. Датчик температуры по-
ливной воды – термометр сопротивления. На схеме: 
1 – измерительный блок, преобразующий величину 
сопротивления датчика температуры в электрическое 
напряжение. Устройство сравнения выполнено на 
дифференциальном усилителе 

20 А.20 

САР частоты вращения электродвигателя  
стенда обкатки ДВС 

Система стабилизирует частоту вращения приводного 
асинхронного электродвигателя с фазным ротором, с 
помощью которого производится обкатка ДВС. Час-
тота вращения регулируется путем изменения сопро-
тивления в цепи ротора с помощью регулируемого 
жидкостного реостата 1. Основное возмущающее воз-
действие – изменение момента сопротивления на вале 
ДВС в процессе приработки при холодной обкатке. 
Датчиком регулируемой величины является тахогене-
ратор постоянного тока. Устройство сравнения вы-
полнено на дифференциальном усилителе 
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Тема 6. ИЗУЧЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОПИСАНИЯ 
И СТРУКТУРНЫХ СХЕМ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

 
Цель занятия: изучить правила построения структурных схем 

линейных систем автоматического регулирования. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Приведите определение структурной схемы. 
2. В чем заключается преобразования структурных схем? 
3. Перечислите основные правила преобразования структурных схем. 
 

Краткие теоретические сведения 
 

Структурные схемы 
Структурная схема – графическое изображение математиче-

ской модели (математического описания) системы.  
Элементы структурной схемы: 
1) звенья направленного действия – изображаются прямоуголь-

ником с одним входом и одним выходом, внутри прямоугольника 
записывается передаточная функция; 

2) сумматоры, в которых происходит сложение или вычитание 
сигналов, имеют много входов и только один выход. 
Сумматоры на структурной схеме изображают в виде окружно-

стей, разбитых на секторы. Сектор, к которому подходит вычитае-
мый сигнал, затушевывается (рис. 6.1); 

X3=X1+X2                                        X3=X1 – X2 

 

 
 

Рис. 6.1. Виды сумматоров 
 

3) точки разветвления сигналов (узлы) – обозначаются точками 
в местах пересечения линий. Сигнал при прохождении через узел 
не делится на части; 

X2 

X3 X1   + 

      + 

X3 X1   + 

      – 

X2 
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4) связи, показывающие направления передачи сигналов; в на-
правлениях, противоположных указанным стрелками, сигналы не 
распространяются.  
Линии связи и сумматоры считаются идеальными, т. е. никаки-

ми параметрами не обладают. 
Структурная схема может быть составлена по уравнению систе-

мы в пространстве состояний или по дифференциальным уравне-
ниям системы (cм.: темы 1 и 3).  
Если к звену приложено несколько воздействий, то указываются 

передаточные функции отдельно по каждому воздействию. Со-
гласно принципу суперпозиции, изменение выходной величины 
такого звена равно сумме изменений выходных величин по каждо-
му воздействию. 

 
Правила преобразования структурных схем 
Преобразование структурных схем – целенаправленный пере-

нос элементов структурных схем (звеньев, узлов, сумматоров)  
друг через друга. 
Различные правила преобразования структурных схем  

(табл. 6.1) облегчают определение передаточных функций сложных 
САУ и дают возможность привести многоконтурную систему к 
эквивалентной ей одноконтурной схеме. 

Таблица 6.1 

Правила преобразования структурных схем 

Вид  
преобразования Исходная схема Эквивалентная схема 

1. Перенос 
узла через 
звено вперед 

  

2. Перенос 
узла через 
звено назад 

  

        x                                                   y 

             x  
( )W s  

        x                                                   y 

                                                  y  
( )W s  

        x                                               y 

                           y 

( )W s  

( )W s  

     x                                                   y 

                                                 x 

( )W s  

1( )W s−  
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Продолжение таблицы 6.1 

Вид  
преобразования Исходная схема Эквивалентная схема 

3. Перенос 
сумматора 
через звено 
вперед 

  

4. Перенос 
сумматора 
через звено 
назад 

  

5. Переста-
новка 
узлов 

  

6. Переста-
новка  
сумматоров 

  

7. Перенос 
сумматора 
через узел 
вперед 

  

        x1                                                   y

            x2  
( )W s  

     x1                                               y 

                                            x2  
( )W s  

        x                                                   x 

  x                                                      x  

        x                                               x 

  x                                                 x  

                                                   x3   
        x1                                          y 

            x2  

               x3   
        x1                                          y 

                                   x2  

        x1                                               y 

                           x2 

( )W s  

1( )W s−  

        x1                                               y 

                                         x2 

( )W s  

( )W s  

        x1                           y 

            x2            y   

        x1                           y 

             y              x2   
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Окончание таблицы 6.1 

Вид  
преобразования Исходная схема Эквивалентная схема 

8. Перенос 
сумматора 
через узел  
назад 

  

9. Переста-
новка звеньев 

  

10. Переход 
к единичной 
обратной  
связи 

  

 
 

Примеры решения задач 
 

Пример 6.1. Составить структурную схему САР температуры в 
климатической камере на основании функциональной схемы, по-
лученной при выполнении примера 5.1. 
Решение. Для составления структурной схемы понадобятся переда-

точные функции элементов системы. Введем следующие обозначения: 
Wз(s), Wд(s) – соответственно, передаточные функции задатчика 

и датчика; 
Wм(s) – передаточная функция моста (элемента сравнения);  
Wу(s) – передаточная функция дифференциального усилителя; 
Wдв(s), Wр(s), Wро(s) – соответственно, передаточные функции дви-

гателя, редуктора и регулирующего органа (автотрансформатора); 
Wп(s) – передаточная функция потенциометра местной обрат-

ной связи; 

 x                                                                                     y 
 

 
 

)(1 sW  )(1
2 sW −  )(2 sW  

1 

         x                                                   y 
 1( )W s  2 ( )W s  

         x                                                   y 
 2 ( )W s  1( )W s  

y          x         ε                           y  

           xос  
    

)(1 sW  

)(2 sW  

        x1                           y 

             x1              x2   

        x1                           y 

            x2            x1   
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WОУ(s), WF(s) – соответственно, передаточные функции объекта 
управления по управляющему и возмущающему воздействиям. 
Таким образом, поскольку на объект управления оказывают 

влияние несколько воздействий одновременно, следует указать две 
передаточные функции объекта (отдельно по каждому воздейст-
вию). Кроме того, следует выделить сумматоры входных сигналов 
для сравнивающего устройства и дифференциального усилителя. 
Поскольку имеет место отрицательная обратная связь, покажем это 
затушевыванием соответствующего сектора. 
Полученная структурная схема приведена на рис. 6.2. 

 

 

 

 
Рис. 6.2. Структурная схема САР температуры в климатической камере 

Ответ: искомая структурная схема приведена на рис. 6.2. 
 

Пример 6.2. Преобразовать структурную схему (рис. 6.3), поль-
зуясь правилами (см. табл. 6.1). 

 

 

 

 
Рис. 6.3. Исходная структурная схема 

 
Решение. На первом этапе, по правилу 6 «Перестановка сумма-

торов» поменяем местами сумматоры 1 и 2. 
На втором этапе осуществим перенос узла D через звено W5(s)  

назад (правило 2). При этом в цепи передаточной функции W6(s) 
(на участке от узла D до сумматора 3) появится звено с передаточ-
ной функцией W5(s). 

                                                                                                                                                                θH                       θf 
 
θ3                      R3    e                     UМ    eУ                   UУ                     φДВ                   φР                      UH                      θО      θ 

                                                                    UП 
 
                                   RД 

( )МW s  3 ( )W s  ( )РОW s  

Д ( )W s  

( )УW s  

П ( )W s  

ДВ( )W s  ( )РW s  ОУ ( )W s  

( )FW s  

                                x       1             2                                  A          3       B                                      4     C                          D      y 

2 ( )W s  

7 ( )W s  

4 ( )W s  

6 ( )W s  

1( )W s  3( )W s  5 ( )W s  
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В результате выполнения этих двух пунктов получим модифи-
цированную структурную схему (рис. 6.4). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 6.4. Модифицированная структурная схема 

 
Поменяем местами узлы С и D (правило 5 «Перестановка уз-

лов»). 
Получили преобразованную структурную схему (рис. 6.5). 
 

 

 

 

 
 

Рис. 6.5. Преобразованная структурная схема 
 
Ответ: искомая структурная схема приведена на рис. 6.5. 
 

Задания для самостоятельного решения 
 

Задание 6.1. Составить структурную схему САР на основании 
функциональной схемы, построенной при выполнении задания 5.1. 
Задание 6.2.* Преобразовать заданную структурную схему, 

пользуясь правилами (см. табл. 6.1). Данные по вариантам приве-
дены в табл. 6.2. 

                                x       2             1                                  A          3       B                                      4     C    D                            y 

2 ( )W s  

7 ( )W s  

4 ( )W s  

6 ( )W s  

1( )W s  3( )W s  5 ( )W s  

5 ( )W s  

                                x       2             1                                  A          3       B                                      4     D    C                              y 

2 ( )W s  

7 ( )W s  

4 ( )W s  

6 ( )W s  

1( )W s  3( )W s  5 ( )W s  

5 ( )W s  
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Таблица 6.2 

Исходные структурные схемы к заданию 6.2 

Вариант 1 Вариант 2 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Вариант 3 Вариант 4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

                                x                                                                                                               y 

5 ( )W s  

6 ( )W s  

1( )W s  2 ( )W s  3 ( )W s  

4 ( )W s  

                            x                                                                                                               y 

1( )W s  2 ( )W s  3( )W s  

5 ( )W s  

6 ( )W s  

4 ( )W s  

                                x                                                                                                               y 

5 ( )W s  

6 ( )W s  

1( )W s  2 ( )W s  3( )W s  

4 ( )W s  

                            x                                                                                                               y 
1( )W s  2 ( )W s  3( )W s  

5 ( )W s  

6 ( )W s  

4 ( )W s  

76 
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Продолжение таблицы 6.2 

Вариант 5 Вариант 6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Вариант 7 Вариант 8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

                               x                                                                                                                y 

4 ( )W s  

7 ( )W s  

1( )W s  2 ( )W s  3 ( )W s  

6 ( )W s  

5 ( )W s  

                               x                                                                                                                y 

4 ( )W s  

7 ( )W s  

1( )W s  2 ( )W s  3( )W s  

6 ( )W s  

5( )W s  

                            x                                                                                                              y 

1( )W s  2 ( )W s  3( )W s  

5 ( )W s  

4 ( )W s  

                            x                                                                                                              y 

1( )W s  2 ( )W s  3( )W s  

4 ( )W s  

5( )W s  

77 
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Окончание таблицы 6.2 

Вариант 9 Вариант 10 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

                            x                                                                                y 

1( )W s  2 ( )W s  

3( )W s  

5 ( )W s  

4 ( )W s  

                            x                                                                                y 

1( )W s  2 ( )W s  

3 ( )W s  

5 ( )W s  

4 ( )W s  

78 
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Тема 7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ  
СОЕДИНЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ ЗВЕНЬЕВ 

 
Цель занятия: научиться определять эквивалентные переда-

точные функции соединений линейных звеньев. 
 

Вопросы для подготовки к занятию 
 

1. Перечислите основные виды соединений линейных звеньев. 
2. Приведите формулы эквивалентных передаточных функций 

последовательно соединенных звеньев, параллельно соединенных 
звеньев и звена, охваченного обратной связью. 

3. Приведите формулу передаточной функции разомкнутой цепи.  
 

Краткие теоретические сведения 
 

Принято представлять соединение звеньев в виде одного звена, 
передаточная функция которого носит название эквивалентной пе-
редаточной функции. 
Выделяют три основных вида соединений линейных звеньев – 

последовательное (рис. 7.1), параллельное (рис. 7.2) и встречно-
параллельное, или соединение звеньев с обратной связью (рис. 7.3). 
Последовательное соединение звеньев  

1( )W s  ( )nW s  2 ( )W s  ...  
 

Рис. 7.1. Последовательное  
соединение n звеньев 

Э 1 2( ) ( ) ( ) ( )nW s W s W s W s= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   (7.1) 

 
Эквивалентная передаточная функция последовательного соедине-

ния звеньев равна произведению передаточных функций этих звеньев. 
Параллельное соединение звеньев 
 

1( )W s  

2 ( )W s  

( )nW s  

...  

 
Рис. 7.2. Параллельное  
соединение n звеньев 

 
Э 1 2( ) ( ) ( ) ... ( )nW s W s W s W s= + + +

  
(7.2) 
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Эквивалентная передаточная функция параллельного соедине-
ния звеньев равна сумме передаточных функций этих звеньев. 
Встречно-параллельное соединение звеньев  

( )ПW s  

( )ОСW s  
 

Рис. 7.3. Встречно-параллельное  
соединение n звеньев 

П П
Э

Р П ОС

( ) ( )( )
1 ( ) 1 ( ) ( )

W s W sW s
W s W s W s

= =
+ +   

(7.3) 

 
Эквивалентная передаточная функция встречно-параллельного 

соединения звеньев с отрицательной обратной связью равна пере-
даточной функции прямой цепи, деленной на сумму единицы, 
и передаточной функции разомкнутой цепи. 

Передаточная функция разомкнутой цепи равна произведению 
передаточных функций прямой цепи и цепи обратной связи: 

Р П ОС( ) ( ) ( ).W s W s W s=     (7.4) 

В случае положительной обратной связи знак в знаменателе 
дроби (формула (7.3)) меняется на противоположный. 

 
Пример решения задачи 

 
Пример. Дана структурная схема (рис. 7.4). Записать эквива-

лентную передаточную функцию и рассчитать ее, подставив задан-
ные значения параметров. 
Принять, что:  

1
1

1

( ) ,
1

kW s
T s= +  

2

2
2 1
( ) ,( )T

kW s s s= +
 3

3( ) ,kW s
s

=  

k1 = 0,25, k2 = 0,1, k3 = 0,48, T1 = 0,64, T2 = 0,13. 
 

2( )W s  

1( )W s  

3( )W s   
Рис. 7.4. Структурная схема (к примеру 7.1) 
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Решение. 1. Звено с передаточной функцией W2 расположено 
параллельно с единичной линией (ее передаточную функцию при-
мем за 1), следовательно, по формуле параллельного соединения 
звеньев, получаем выражение для эквивалентной передаточной 
функции W2Э: 

2 2( ) ( ) 1.ЭW s W s= +  

2. Звено с передаточной функцией W1 расположено последова-
тельно с рассмотренным выше соединением с передаточной функ-
цией W2Э, следовательно, по формуле последовательного 
соединения звеньев, получаем выражение для эквивалентной пере-
даточной функции W1Э: 

1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )( ( ) 1).Э ЭW s W s W s W s W s= = +  

3. Звено с передаточной функцией W1Э охвачено отрицательной 
обратной связью с передаточной функцией обратной связи W3, следо-
вательно, по формуле встречно-параллельного соединения звеньев, 
получаем выражение для эквивалентной передаточной функции WЭ: 

1

1 3

1 2

1 2 3

( ) ( ) ( )( )
1 ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

( )( ( ) 1) .
1 ( )( ( ) 1) ( )

П П Э
Э

Р П ОС Э

W s W s W sW s
W s W s W s W s W s

W s W s
W s W s W s

= = = =
+ + +

+
=

+ +
 

Подставим заданные выражения для передаточных функций: 

1 2

1 21 2
Э

1 2 3 31 2

1 2

1
1 ( 1)( )( ( ) 1)( )

1 ( )( ( ) 1) ( )
1 1

1 ( 1)

k k
T s s T sW s W sW s

W s W s W s kk k
T s s T s s

 
+ + ++  = = =

+ +  
+ + + + 

 

1 2 2 1 2 2

1 2 1 2

1 2 2 32 2 3

1 21 2

( 1) ( ( 1))
1 ( 1) ( 1) ( 1)

( ( 1))( 1)1 11 ( 1) ( 1)1 ( 1)

k k s T s k k s T s
T s s T s T s s T s

k k k s T s kk s T s k
T s s T s sT s s T s s

+ + + +
⋅

+ + + +
= = =

+ ++ + ++ ⋅ ⋅ + ++ +
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1 2 2

1 2
2

1 2 1 2 2 3
2

1 2
2

1 2 2 1 2
2

1 2 1 2 1 2 2 3

1 2 2
2

1 2

( ( 1))
( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( ( 1))
( 1) ( 1)

( ( 1)) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ( 1))

( ( 1))
( 1) ( 1)

k k s T s
T s s T s

T s s T s k k s T s k
T s s T s

k k s T s T s s T s
T s s T s T s s T s k k s T s k

k k s T s s
T s s T s k

+ +
+ +

= =
+ + + + +

+ +

+ + + +
= ⋅ =

+ + + + + + +

+ +
=

+ + + 1 2 2 3

.
( ( 1))k s T s k+ +

 

Раскрыв скобки, получим окончательное выражение для эквива-
лентной передаточной функции рассматриваемого соединения звеньев: 

3 2
1 2 1 2 1

Э 4 3 2
1 2 1 2 1 3 2 1 3 1 2 3

( ) .
( ) ( 1)

k k s k T s k sW s
TT s T T s k k T s k k s k k k

+ +
=

+ + + + + +
 

Подставим заданные значения параметров: 
3 2

Э 4 3 2

3 2

4 3 2

3 2

4

0,25 0,1 0,25 0,13 0,25( )
0,64 0,13 (0,64 0,13) (0,25 0,48 0,13 1) 0,25 0,48 0,25 0,1 0,48

0,0325 0,25 0,025
0,0832 0,77 1,0156 0,12 0,012

2,7083 20,83 2,083
6,93 64,

s s sW s
s s s

s s s
s s s s

s s s
s

s
⋅ + ⋅

= =
⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

+
= =

+

+ +
=

+
+ + + +

+
+ + +

+ 3 2 .
17 84,63 10 1s s s+ + +

 

Последнее преобразование выполнено для приведения знамена-
теля передаточной функции к каноническому виду. 

Ответ: 
3 2

Э 4 3 2

2,7083 20,83 2,083( ) .
6,93 64,17 84,63 10 1

s s sW s
s s s s

+ +
=

++ + +  

 
Задания для самостоятельного решения 

 
Задание 7.1. Выполнить задание примера 7.1. Данные по вари-

антам приведены в таблице. 
Задание 7.2.* Записать эквивалентную передаточную функцию 

структурной схемы, полученной при выполнении задания 6.2. 
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Таблица 
Исходные данные для задания 7.1 

Вариант Структурная схема Значения  
коэффициентов 

Вариант 1 

 
1

1( 1)
k

s T s +
 2

2 1
k

T s +
 

3k  

 

k1 = 1,46 
k2 = 0,18 
k3 = 0,25 
T1 = 0,64 
T2 = 0,43 

Вариант 2 

 
1

1 1
k

T s +
 2

2 1
k

T s +
 

3
s
k

 

 

k1 = 0,75 
k2 = 0,22 
k3 = 0,54 
T1 = 0,48 
T2 = 0,15 

Вариант 3 

 
1

1( 1)
k

s T s +
 

3

3 1
k

T s +
 2k  

 

k1 = 0,17 
k2 = 0,27 
k3 = 0,73 
T1 = 0,08 
Т3 = 0,15 

Вариант 4 

 
1

1 1
k

T s +
 

3

3( 1)
k

s T s +
 2k

s
 

 

k1 = 0,14 
k2 = 0,21 
k3 = 0,95 
T1 = 0,66 
Т3 = 0,28 
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Продолжение таблицы 

Вариант Структурная схема Значения  
коэффициентов 

Вариант 5 

 
1

1 1
k

T s +
 

3k
s

 

2k  

4k
s

 

 

k1 = 0,75 
k2 = 0,16 
k3 = 1,01 
k4 =0,47 
T1 = 0,21 

Вариант 6 

 

2
1 2

1
2 1

k
T s T s+ +

 

3

3 1
k

T s +
 2k  

 

k1 = 0,24 
k2 = 0,48 
k3 = 0,75 
T1 = 0,33 
T2 = 0,86 
Т3 = 0,27 

Вариант 7 

 
1

1 1
k

T s +
 

2

2 1
k

T s +
 

3k
s

 

 

k1 = 0,32 
k2 = 0,27 
k3 = 0,61 
T1 = 0,46 
T2 = 0,27 

Вариант 8 

 
1

1 1
k

T s +
 

2

2 1
k

T s +

3k
s

 

 

k1 = 0,75 
k2 = 0,65 
k3 = 0,45 
T1 = 0,08 
T2 = 0,77 
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Продолжение таблицы 

Вариант Структурная схема Значения  
коэффициентов 

Вариант 9 

 

1

1

k
T s

 

2

2 1
k

T s +

3

3

1
k

T s +
 

 

k1 = 1,11 
k2 = 1,04 
k3 =0,63 
T1 = 0,41 
T2 = 0,23 
Т3 = 0,62 

Вариант 10 

 

3k
s

 

1

1 1
k

T s +
 

2

2 1
k

T s +
 

k1 = 1,25 
k2 = 0,84 
k3 = 0,23 
T1 = 0,09 
T2 = 0,34 

Вариант 11 

 

2 2
1 2

1

1
k

T s T s+ +
 

3

3k
T s

 

 

k1 = 0,82 
k3 = 0,44 
T1 = 0,27 
T2 = 0,38 
Т3 = 0,51 

Вариант 12 

 

2 2
1 2

1

1
k

T s T s+ +
 

3

3k
T s

 

 

k1 = 0,85 
k3 = 0,43 
T1 = 0,21 
T2 = 0,32 
Т3 = 0,47 

Вариант 13 

 
1

1 1
k

T s +
 

2

2 1
k

T s +
 

3

3

1
k

T s +
 

 

k1 = 0,13 
k2 = 0,12 
k3 = 1,05 

T1 = T2 = 0,42 
Т3 = 0,01 
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Продолжение таблицы 

Вариант Структурная схема Значения  
коэффициентов 

Вариант 14 

 
2

2 1
k

T s +
 

3

3

1k s
T s

+
 

1k
s

 

 

k1 = 0,52 
k2 = 0,74 
k3 = 0,25 
T2 = 0,62 
Т3 = 0,15 

Вариант 15 

 
2

2 1
k

T s +
 

3

3

1k s
T s

+
 

1k
s

 

 

k1 = 1,12 
k2 = 0,51 
k3 = 0,93 
T1 = 0,36 
T2 = 0,78 
Т3 = 0,62 

Вариант 16 

 
1

1 1
k

T s +
 

3

3 1
k

T s +
 

2k
s

 

4k  

 

k1 = 0,57 
k2 = 0,12 
k3 = 0,1 
k4 =0,25 
T1 = 0,21 
Т3 = 0,66 

Вариант 17 

 

3k
s

 

1k  

2

2 1
k

T s +
 

k1 = 1,05 
k2 = 0,48 
k3 = 0,25 
T2 = 0,31 

Вариант 18 

 

1k  

2

2 1
k

T s +

3k
s

 

 

k1 = 0,1 
k2 = 0,25 
k3 = 0,63 
T2 = 0,43 
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Окончание таблицы 

Вариант Структурная схема Значения  
коэффициентов 

Вариант 19 

 
1k
s

 

3k  

2

2 1
k

T s +
 

4k  
 

k1 = 0,16 
k2 = 0,75 
k3 = 0,08 
k4 = 0,47 
T2 = 0,21 

Вариант 20 

 
1

1 1
k

T s +
 

2k
s

 

3k  
 

k1 = 1,5 
k2 = 0,12 
k3 = 0,51 
T1 = 0,92 
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Тема 8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ  
И ОШИБКИ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ ПО ЗАДАЮЩЕМУ  
И ВОЗМУЩАЮЩЕМУ ВОЗДЕЙСТВИЯМ 

 
Цель занятия: научиться определять передаточные функции 

САР и ошибки САР по задающему и возмущающему воздействиям. 
 

Вопросы для подготовки к занятию 
 

1. Какой формулой определяется передаточная функция САР 
по задающему воздействию?  

2. Какой формулой определяется передаточная функция САР 
по возмущающему воздействию?  

3. Какой формулой определяется передаточная функция ошибки 
САР по задающему воздействию?  

4. Какой формулой определяется передаточная функция ошибки 
САР по возмущающему воздействию? 
 

Краткие теоретические сведения 
 

Перед нахождением передаточных функций систему необходи-
мо привести к одноконтурному виду, избавившись от перекрест-
ных связей и заменив звенья, охваченные местными обратными 
связями и соединенные параллельно, на эквивалентные. 

 
Передаточная функция САР по задающему воздействию 
По определению, передаточная функция определяет взаимо-

связь между изменением регулируемой величины Y и изменением 
задающего воздействия YЗ: 

( ) ( )
( )З

.YY
Y s

W s
Y s

=    (8.1) 

Передаточная функция САР по задающему воздействию вычис-
ляется по формуле 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

П П

Р П ОС

,
1 1YY

W s W s
W s

W s W s W s
= =

+ +
      (8.2) 

где WП(s) – передаточная функция прямой цепи системы;  
      WР(s) – передаточная функция разомкнутой системы;  
      WОС(s) – передаточная функция обратной связи системы. 
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Передаточная функция САР по возмущающему воздействию 
По определению, передаточная функция определяет взаимо-

связь между изменением регулируемой величины Y и изменением 
возмущающего воздействия F: 

( ) ( )
( )

.YF
Y s

W s
F s

=    (8.3) 

Передаточная функция САР по возмущающему воздействию 
вычисляется по формуле 

( ) ( )
( )P

,
1

F
YF

W s
W s

W s
=

+
      (8.4) 

где WF(s) – передаточная функция цепи звеньев от места приложе-
ния возмущающего воздействия до регулируемой величины.  
 
Передаточная функция ошибки CAP  
по задающему воздействию 
По определению, передаточная функция определяет взаимо-

связь между изменением сигнала ошибки ез и изменением задаю-
щего воздействия Yз: 

( ) ( )
( )З

.eY

e s
W s

Y s
=    (8.5) 

Передаточная функция ошибки САР по задающему воздействию 
вычисляется по формуле 

( ) ( )P

1 .
1eYW s

W s
=

+
       (8.6) 

 
Передаточная функция ошибки САР  
по возмущающему воздействию 
По определению, передаточная функция определяет взаимо-

связь между изменением ошибки eF и изменением возмущающего 
воздействия F: 

( ) ( )
( )

.eF
е s

W s
F s

=                       (8.7) 
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Передаточная функция ошибки САР по возмущающему воздей-
ствию вычисляется по формуле 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )OC OC .

1
F

eF YF
P

W s
W s W s W s W s

W s
= − = −

+
    (8.8) 

 
Пример решения задачи 

 
Пример. Дана структурная схема СAP температуры в климати-

ческой камере с водонагревателем (рис. 8.1). 
 

У ( )W s  

П ( )W s  

ДВ ( )W s  З ( )W s  
М ( )W s  Р ( )W s  B ( )W s  ОУ ( )W s  

Д ( )W s  

( )FW s  

Зθ  e  θ  

Hθ  

 
Рис. 8.1. Общий вид структурной схемы САР температуры 

 
Для СAP температуры в климатической камере задающим воз-

действием является заданная температура θз, регулируемой вели-
чиной – температура θ в камере, возмущающим воздействием – 
наружная температура θн. 
Рассматриваемая САР температуры в климатической камере состоит: 
– из объекта управления – климатической камеры;  
– главной обратной связи – датчика;  
– задатчика, для ввода заданного значения регулируемой величины; 
– устройства сравнения – мостовой схемы;  
– составного исполнительного механизма – усилителя, двигателя и 

редуктора, охваченных местной обратной связью – потенциометром;  
– регулирующего органа – вентиля водонагревателя. 
Передаточные функции имеют следующий вид: 

– объект управления по управляющему воздействию:  

( ) 1
ОУ

1

;
1

KW s
T s

=
+
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– объект управления по возмущающему воздействию:  

( ) 2

1

;
1F

KW s
T s

=
+

 

– датчик: ( ) Д
Д

Д

;
1

K
W s

T s
=

+
  

– двигатель: ( ) ДВ
ДВ

ДВ

;
1

K
W s

T s
=

+
 

– задатчик, мост, усилитель, редуктор, вентиль и потенциометр 
соответственно: WЗ(s) = KЗ = KД; WМ(s) = KМ; WУ(s) = KУ; WР(s) = KР; 
WВ(s) = KВ; WП(s) = KП. 
Требуется: 
а) подставить формулы передаточных функций в структурную 

схему САР; 
б) получить выражения для передаточных функций: системы по 

задающему воздействию, системы по возмущающему воздействию, 
ошибки системы по задающему воздействию и ошибки системы по 
возмущающему воздействию;  
в) рассчитать полученные передаточные функции, подставив 

численные значения параметров. 
Численные значения параметров принять равными: 
K1 = 2 °C/B; TД = 1 с; TДВ = 0,5 с; K2 = 1; KМ = 0,2 В/Ом; KР = 0,01;  

T1 = 100 c;  
KУ = 10; KВ = 80В/рад; KД = 1 Ом/°С; KДВ = 1 рад /(с·В); KП = 2. 
Решение. Подставив формулы передаточных функций, получим 

следующую структурную схему (рис. 8.2). 

УK  

ПK  

ДВ

ДВ( 1)
K

s T s +
 ДK  MK  РK  ВK  1

1 1
K

T s +
 

Д

1
1T s +

 

2

1 1
K

T s +
 

Зθ  e  θ  

Hθ  

 
Рис. 8.2. Структурная схема САР температуры 

WЭ(s) 
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Заметим, что коэффициенты передачи датчика и задатчика сов-
падают (для согласованности заданной и измеренной величин), и 
при построении структурной схемы оказалось возможным выпол-
нить перенос звена через сумматор: звено с передаточной функци-
ей ( )З ДW s K=  расположено правее сумматора. 
Получим выражения для искомых передаточных функций.  
В первую очередь, следует привести рассматриваемую струк-

турную схему к одноконтурному виду.  
Заменим звенья, охваченные местной обратной связью с коэф-

фициентом передачи КП, т. е. усилитель, двигатель, редуктор и по-
тенциометр, одним эквивалентным звеном с эквивалентной 
передаточной функцией Wэ(s) (см. рис. 8.2). Передаточная функция 
звена, охваченного отрицательной обратной связью, определяется 
по формуле (7.3), передаточная функция последовательного соеди-
нения звеньев определяется по формуле (7.1). 
Для эквивалентной передаточной функции получаем: 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

ДВ У ДВ Р
У Р

ДВ ДВ
Э

ДВ У ДВ Р П
У Р П

ДВ ДВ

У ДВ Р

ДВ У ДВ Р П

1 1

1 1
1 1

.
1

K K K K
K K

s Т s s Т s
W s K K K K K

K K K
s Т s s Т s

K K K
s Т s K K K K

+ +
= = =

+ +
+ +

=
+ +

 

Для рассматриваемого примера передаточная функция САР по за-
дающему воздействию (см. формулу (8.1)) показывает взаимосвязь 
между изменением температуры в климатической камере θ и измене-
нием заданного значения температуры θз. По формуле (8.2) получаем: 

( )
( )( )( )

( )( )( )( )

Д М У ДВ Р В 1

ДВ У ДВ Р П 1

Д М У ДВ Р В 1

ДВ У ДВ Р П 1 Д

1 1

1
1 1 1

YY

K K K K K K K
s Т s K K K K Т s

W s K K K K K K K
s Т s K K K K Т s Т s

+ + +
= =

+
+ + + +

    (8.9) 

( )
( )( )( )( )

Д М У ДВ Р В 1 д

ДВ У ДВ Р П 1 д Д М У ДВ Р В 1

1
.

1 1 1
K K K K K K K Т s

s Т s K K K K Т s Т s K K K K K K K
+

=
+ + + + +
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Подставляем в полученное выражение численные значения па-
раметров и, после промежуточных преобразований, получаем: 

( ) ( )
( )( )( )( )

3,2 1
0,5 1 0,2 100 1 1 3,2YY

s
W s

s s s s
+

= =
+ + + + +

 

( )

( )

4 3 2

4 3 2

3,2 1
50 150,5 120,5 21,2 3,4

16 1
.

250 752,5 667,5 106 17

s
s s s s

s
s s s s

+
= =

+ + + +
+

=
+ + + +

        (8.10) 

В последнем преобразовании домножили числитель и знамена-
тель на 5. 
Поскольку в данном случае возмущающее воздействие – изме-

нение температуры θн наружного воздуха приложено к объекту 
управления, то WF(s) является передаточной функцией объекта 
управления по возмущающему воздействию. 
Для рассматриваемого примера передаточная функция САР по 

возмущающему воздействию (см. формулу (8.3)) показывает взаимо-
связь изменения температуры в климатической камере θ и изменения 
температуры наружного воздуха θн. По формуле (8.4) получаем: 

( )

( )( )( )( )

2

1

Д М У ДВ Р В 1

ДВ У ДВ Р П 1 Д

1

1
1 1 1

YF

K
T sW s K K K K K K K

s Т s K K K K Т s Т s

+= =
+

+ + + +

   (8.11) 

( )( )( )
( )( )( )( )

2 ДВ У ДВ Р П Д

ДВ У ДВ Р П 1 Д Д М У ДВ Р В 1

1 1
.

1 1 1

K s Т s K K K K Т s

s Т s K K K K Т s Т s K K K K K K K

+ + +
=

+ + + + +
 

Подставляем в полученное выражение численные значения па-
раметров и, после промежуточных преобразований, получаем 

( ) ( )( )( )
( )( )( )( )

1 0,5 1 0,2 1
0,5 1 0,2 100 1 1 3,2YF

s s s
W s

s s s s
+ + +

= =
+ + + + +
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( )( )

( )( )

2

4 3 2

2

4 3 2

0,5 0,2 1
50 150,5 120,5 21,2 3,4

2,5 5 1 1
.

250 752,5 667,5 106 17

s s s
s s s s

s s s
s s s s

+ + +
= =

+ + + +

+ + +
=

+ + + +

            (8.12) 

Для рассматриваемого примера передаточная функция ошибки 
САР по задающему воздействию (см. формулу (8.5)) показывает 
взаимосвязь изменения отклонения температуры в климатической 
камере от заданного значения е (ошибки САР) и изменения задан-
ного значения температуры θз. По формуле (8.6) получаем: 

( )

( )( )( )( )
Д М У ДВ Р В 1

ДВ У ДВ Р П 1 Д

1

1
1 1 1

eYW s K K K K K K K
s Т s K K K K Т s Т s

= =
+

+ + + +

 (8.13) 

( )( )( )( )
( )( )( )( )

ДВ У ДВ Р П 1 Д

ДВ У ДВ Р П 1 Д Д М У ДВ Р В 1

1 1 1
.

1 1 1

s Т s K K K K Т s Т s

s Т s K K K K Т s Т s K K K K K K K

+ + + +
=

+ + + + +
 

Подставляем в полученное выражение численные значения па-
раметров и, после промежуточных преобразований, получаем: 

( ) ( )( )( )( )
( )( )( )( )

0,5 1 0,2 100 1 1
0,5 1 0,2 100 1 1 3,2eY

s s s s
W s

s s s s
+ + + +

= =
+ + + + +

 

( )( )( )

( )( )( )

2

4 3 2

2

4 3 2

0,5 0,2 1 100 1
50 150,5 120,5 21,2 3,4

2,5 5 1 1 100 1
.

250 752,5 667,5 106 17

s s s s
s s s s

s s s s
s s s s

+ + + +
= =

+ + + +

+ + + +
=

+ + + +

 (8.14) 

Для рассматриваемого примера передаточная функция ошибки 
САР по возмущающему воздействию (см. формулу (8.7)) показыва-
ет взаимосвязь изменения отклонения температуры в климатиче-
ской камере от заданного значения е (ошибки САР) и изменения 
температуры наружного воздуха θн. По формуле (8.8) получаем: 
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( ) ( ) ( ) ( )( )2

OC 4 3 2

2,5 5 1 1 1
250 752,5 667,5 106 17 1eF YF

s s s
W s W s W s

s s s s s
+ + +

= − = − ⋅ =
+ + + + +

 

2

4 3 2
2,5 5 1 .

250 752,5 667,5 106 17
s s

s s s s
+ +

= −
+ + + +

                (8.15) 

Ответ: 

( ) ( )
4 3 2

16 1
;

250 752,5 667,5 106 17YY
s

W s
s s s s

+
=

+ + + +
 

( ) ( )( )2

4 3 2

2,5 5 1 1
;

250 752,5 667,5 106 17YF

s s s
W s

s s s s
+ + +

=
+ + + +

 

( ) ( )( )( )2

4 3 2

2,5 5 1 1 100 1
;

250 752,5 667,5 106 17eY

s s s s
W s

s s s s
+ + + +

=
+ + + +

 

( )
2

4 3 2
2,5 5 1 .

250 752,5 667,5 106 17eF
s sW s

s s s s
+ +

= −
+ + + +

 

 
 

Задания для самостоятельного решения 
 

Задание 8.1. Выполнить задание примера 8.1. Данные по вари-
антам приведены в таблице. Прочерк в столбце KП означает, что на 
структурной схеме отсутствует местная обратная связь. 
Задание 8.2.* Рассчитать передаточные функции САР и ошибки 

САР по задающему и возмущающему воздействиям для САР, рас-
смотренной при выполнении задания 7.1 (считать, что WF(s) = 1). 
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Таблица 

Исходные данные для задания 8.1 

Параметры 
Вариант K1 K2 T1, c KД TД, с KУ KДВ KР KВ KП KМ TДВ, с 

Вариант 1 0,5 1 600 0,4 30 10 0,017 0,1 25 – 1 0,5 
Вариант 2 0,2 1 400 0,2 10 25 0,004 0,1 25 – 0,4 0,5 
Вариант 3 1 1 170 0,4 7 50 0,018 0,1 50 1 0,2 0,5 
Вариант 4 10 1 100 0,4 10 10 0,001 0,1 25 – 0,2 0,5 
Вариант 5 30 0,6 70 0,2 10 100 0,035 0,1 1 – 2 0,5 
Вариант 6 0,1 1 200 0,4 10 25 0,04 0,1 40 0,4 1 0,5 
Вариант 7 2 1 20 0,2 2 50 0,062 0,2 50 2 0,5 0,5 
Вариант 8 1 1 20 0,2 2 20 0,01 0,1 50 – 0,5 0,5 
Вариант 9 100 1 25 0,2 2 5 0,04 0,2 1 –6,2 5 0,5 
Вариант 10 0,5 0,5 50 0,2 0,5 80 0,025 0,2 75 – 0,1 0,5 
Вариант 11 8 1 160 0,5 8 30 0,11 0,3 5 –0,1 2 0,5 
Вариант 12 0,2 1 200 0,4 15 10 0,025 0,2 5 – 0,5 0,5 
Вариант 13 1 1 400 0,2 10 10 0,03 0,1 30 1 10,1 0,5 
Вариант 14 20 0,7 100 0,4 10 70 0,3 0,1 0,1 –0,2 1 0,5 
Вариант 15 2 0,4 3 0,1 0,3 60 0,8 0,1 20 2 0,1 0,5 

96 
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Окончание таблицы 

Параметры 
Вариант K1 K2 T1, c KД TД, с KУ KДВ KР KВ KП KМ TДВ, с 

Вариант 16 10 1 160 5 8 6 0,1 0,2 0,1 – 0,1 0,5 
Вариант 17 25 0,4 8 0,1 0,1 10 0,1 0,1 5 –0,5 0,1 0,5 
Вариант 18 2 1 40 0,4 5 4400 0,2 0,2 31 – 0,1 0,5 
Вариант 19 20 0,7 100 0,1 10 10 0,2 0,1 0,1 – 2 0,5 
Вариант 20 5,3 1 40 0,2 5 45 0,3 0,2 10 20,5 5 0,5 

97 
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Тема 9. ОЦЕНИВАНИЕ СТАТИЧЕСКОЙ ТОЧНОСТИ 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ  

ПО ЗАДАЮЩЕМУ И ВОЗМУЩАЮЩЕМУ 
ВОЗДЕЙСТВИЯМ 

 
Цель занятия: научиться оценивать статическую точность сис-

тем автоматического регулирования по задающему и возмущаю-
щему воздействиям. 

 
Вопросы и задания для подготовки к занятию 

 
1. Как определяется статическая точность САР по задающему 

воздействию? 
2. Как определяется статическая точность САР по возмущаю-

щему воздействию? 
 

Краткие теоретические сведения 
 

Статическая точность САР по задающему воздействию 
При выполнении анализа статической точности системы по за-

дающему воздействию используют передаточную функцию ошиб-
ки САР по задающему воздействию (см. формулу (8.5)). При этом 
учитывается, что в статике s обращается в нуль.  
Тогда из формулы (8.5) имеем: 

( )
( ) ( )

0
З

,eY s

e s
W s

Y s =
=  

или 

( ) ( ) ( )З0
.eY s

e s W s Y s
=

=                         (9.1) 

Применим к выражению (9.1) обратное преобразование Лапла-
са. Поскольку рассматривается установившийся статический ре-
жим, то ( )( )1

CTL e s e− =  (статической ошибке), ( )
0eY s

W s
=

 
представляет собой постоянную, не зависящую от s. Таким обра-
зом, из выражения (9.1) окончательно получаем зависимость ста-
тической ошибки от изменения задающего воздействия: 
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( )CT З0
.eY s

e W s Y
=

=    (9.2) 

Статическая точность САР по возмущающему воздействию 
Для проведения анализа статической точности системы по воз-

мущающему воздействию принято использовать: 
1) передаточную функцию объекта управления – для определе-

ния статической точности системы при отсутствии регулятора; 
2) передаточную функцию САР по возмущающему воздействию – 

для определения статической точности системы с регулятором; 
3) передаточную функцию ошибки САР по возмущающему воз-

действию – для определения зависимости статической ошибки от 
изменения возмущающего воздействия. 
Анализ производится аналогично определению статической 

точности по задающему воздействию с использованием того факта, 
что в статике s обращается в нуль. 
Тогда для статической точности системы без регулятора по пе-

редаточной функции объекта управления по возмущающему воз-
действию WF(s) (при s = 0) получаем: 

0
( ) .F sY W s F

=
=    (9.3) 

Для статической точности системы с регулятором по передаточ-
ной функции САР по возмущающему воздействию из форму-
лы (8.3) при s = 0 получаем: 

( )
( ) ( )

0
,YF s

Y s
W s

F s =
=  

или 

( ) ( ) ( )
0

.YF s
Y s W s F s

=
=      (9.4) 

Применив к выражению (9.4) обратное преобразование Лапласа 
(причем, ( )

0YF s
W s

=
 также представляет собой постоянную, не зави-

сящую от s), окончательно получаем зависимость выходной вели-
чины от изменения возмущающего воздействия: 

( )
0

.YF s
Y W s F

=
=    (9.5) 
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Рассмотрим передаточную функцию ошибки САР по возму-
щающему воздействию (см. формулу (8.7)). Имеем: 

( )
( ) ( )

0
,eF s

e s
W s

F s =
=  

или 

( ) ( ) ( )
0

.eF s
e s W s F s

=
=         (9.6) 

Применив к выражению (9.3) обратное преобразование Лапласа 
(причем, ( )

0eF s
W s

=
 также представляет собой постоянную, не зави-

сящую от s), окончательно получаем зависимость статической 
ошибки от изменения возмущающего воздействия: 

( )CT 0
.eF s

e W s F
=

=    (9.7) 

 
Пример решения задачи 

 
Пример. Определить статическую точность по задающему и 

возмущающему воздействиям САР температуры в климатической 
камере с водонагревателем (см. пример 8.1). 
Решение. 1. Определим статическую точность САР по задаю-

щему воздействию. 
Воспользуемся формулой (8.13) передаточной функции ошибки 

САР по задающему воздействию, полученной при выполнении 
примера 8.1. 

( )

( )( )( )( )
Д М У ДВ Р В 1

ДВ У ДВ Р П 1 Д

1 .
1

1 1 1

eYW s K K K K K K K
s Т s K K K K Т s Т s

=
+

+ + + +

 

По формуле (9.2), подставив s = 0, получаем: 

CT з
Д М В 1

П

1 θ ,
1

e K K K K
K

=
+

  (9.8) 
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или 

CT з
1 θ ,

1
e

K
=

+
    (9.9) 

где K – коэффициент передачи разомкнутой системы. 
 
Рассчитаем K. Из формулы (9.8) получаем: 

Д М В 1

П

1 0,2 80 2 16.
2

K K K K
K

K
⋅ ⋅ ⋅

= = =                 (9.10) 

После подстановки численного значения K из формулы (9.10) в 
выражение (9.9) получаем:  

еСТ = 0,06 Зθ . 

Таким образом, рассматриваемая система имеет статическую ошиб-
ку, пропорциональную изменению задающего воздействия на систему. 
Из выражения для статической ошибки следует, что величина 

статической ошибки тем меньше, чем больше коэффициент пере-
дачи разомкнутой системы. 
Следует отметить, что в общем случае наличие статической 

ошибки характерно для статических систем. 
В случае, когда статическая ошибка САР по задающему воздей-

ствию отсутствует, система является астатической (примером явля-
ется рассматриваемая САР без местной обратной связи). 

2. Определим статическую точность САР по возмущающему 
воздействию. 
Рассмотрим передаточную функцию объекта управления по 

возмущающему воздействию (из примера 8.1): 

2

1

( ) .
1F

KW s
T s

=
+

 

По формуле (9.3) для объекта управления получаем: 

2 Hθ θ .K=        (9.11) 

Рассмотрим формулу (8.11) передаточной функции САР по воз-
мущающему воздействию (из примера 8.1): 



 

 102 

( )

( )( )( )( )

2

1

Д М У ДВ Р В 1

ДВ У ДВ Р П 1 Д

1 .
1

1 1 1

YF

K
T sW s K K K K K K K

s Т s K K K K Т s Т s

+=
+

+ + + +

 

По формуле (9.4) для САР имеем: 

2
H

Д М В 1

П

θ θ ,
1

K
K K K K

K

=
+

 

или 

2
Hθ θ ,

1
K

K
=

+
                                    (9.12) 

где K – коэффициент передачи разомкнутой системы. 
 
После подстановки численных значений параметров в формулы 

(9.11) и (9.12) получаем зависимость изменения температуры на 
объекте при изменении наружной температуры: 

Hθ θ=  – для объекта без регулятора; 

Hθ 0,06θ=  – для объекта, снабженного регулятором (САР).  
Подставим в формулу (8.15) передаточной функции ошибки 

САР по возмущающему воздействию значение s, равное нулю: 

( ) 1 .
17eFW s = −  

По формуле (9.7) получаем:  

еСТ = –0,06θН. 

Таким образом, температура в климатической камере, не обору-
дованной регулятором, изменяется так же, как изменяется наруж-
ная температура. 
В климатической камере, оборудованной регулятором, измене-

ние температуры уменьшилось по сравнению с изменением наруж-
ной температуры в K + 1 раз. В рассматриваемом примере 
изменение температуры в камере составляет около 6 % от измене-
ния значения наружной температуры. 
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Это свидетельствует о том, что эксплуатационные качества 
климатической камеры, с точки зрения постоянства поддержания 
требуемой температуры, существенно улучшились. 
В этой же системе, но без местной обратной связи, статическая 

ошибка САР по возмущающему воздействию отсутствует. Поэтому 
в статическом режиме при изменении значений наружной темпера-
туры изменений значений температуры внутри климатической ка-
меры, снабженной регулятором, происходить не будет. 
Ответ: для объекта без регулятора Hθ θ ;=  
для объекта с регулятором еСТ = 0,06 3θ  Hθ 0,06θ ,=  еСТ = –0,06θН. 
 

Задания для самостоятельного решения 
 

Задание 9.1. Выполнить задание примера 9.1 для САР, рассмот-
ренной при выполнении задания 8.1. 
Задание 9.2.* Определить статическую точность САР по за-

дающему и возмущающему воздействиям для САР, рассмотренной 
при выполнении задания 8.2. 
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Тема 10. ОЦЕНИВАНИЕ КАЧЕСТВА РЕГУЛИРОВАНИЯ  
ПО ПЕРЕХОДНЫМ ФУНКЦИЯМ 

 
Цель занятия: научиться оценивать качество регулирования по 

переходным функциям. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Перечислите прямые показатели качества регулирования. 
2. Приведите формулу перерегулирования. 
3. Опишите порядок определения времени регулирования. 
4. Приведите формулу колебательности. 
5. Приведите формулу статической ошибки регулирования. 

 
Краткие теоретические сведения 

 
Качество переходных процессов в линейных системах обычно 

оценивают по переходным функциям. 
Показатели качества управления, определяемые непосредствен-

но по переходным функциям, называют прямыми показателями 
качества управления. 
Переходная функция h(t) – изменение во времени управляемой 

(регулируемой) величины системы при подаче на систему единично-
го воздействия (задающего или возмущающего). 
Обычно рассматривают две переходные функции – переходную 

функцию по задающему воздействию (задающее воздействие YЗ = 1, 
возмущающее воздействие F = 0), и переходную функцию по возму-
щающему воздействию (задающее воздействие YЗ = 0, возмущающее 
воздействие F = 1). Для обеих переходных функций можно рассчи-
тать все прямые показатели качества (рис. 10.1 и 10.2). 
К прямым показателям качества регулирования будем относить: 
– перерегулирование σ; 
– быстродействие (определяется временем регулирования tрег); 
– число колебаний N; 
– колебательность С; 
– статическую ошибку еСТ. 
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Рис. 10.1. Определение прямых показателей качества регулирования по переходной функции по задающему воздействию 
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Рис. 10.2. Определение прямых показателей качества регулирования по переходной функции по возмущающему воздействию 
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Перерегулирование (σ, %) характеризует отклонение регули-
руемой величины от своего установившегося значения и определя-
ется по формуле: 

– для переходной функции по задающему воздействию:  

max, 1 уст

уст

σ 100 %,
Y Y

Y
−

= ⋅                  (10.1) 

где Ymax, 1 – максимальное значение регулируемой величины в пе-
реходном процессе;  
      Yуст – установившееся значение регулируемой величины; 
 

– для переходной функции по возмущающему воздействию:  

max, 1 устσ 100 %,
( )F

Y Y
F t

−
= ⋅   (10.2) 

где F(t) – величина возмущающего воздействия (для переходной 
функции обычно равна 1). 
 
В процессах сельскохозяйственного производства нормальным 

считается перерегулирование σ ≤ 30 %.  
Время регулирования (tрег, с) определяется как интервал време-

ни от начала переходной функции до момента, когда отклонение 
регулируемой величины от ее нового установившегося значения 
становится меньше определенной, достаточно малой величины ∆: 

Y(t) – Yуст≤ ∆.                                   (10.3) 

Для переходной функции по задающему воздействию обычно в 
качестве ∆ берут от 1 % до 5 % от установившегося значения регу-
лируемой величины: 

∆ = 1–5 % Yуст.                                   (10.4) 

Для переходной функции по возмущающему воздействию в ка-
честве Δ берут от 1 % до 5 % от максимального отклонения регу-
лируемой величины от установившегося значения:  

∆ = 1–5 % Ymax, 1.                                  (10.5) 
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Если установившееся значение не равно 0, Δ можно определить 
так же, как и для переходных функций по задающему воздействию. 
Таким образом, для определения времени регулирования tрег 

следует (см. рис. 10.1 и 10.2): 
1) рассчитать величину ∆; 
2) провести горизонтальные линии выше и ниже линии устано-

вившегося значения регулируемой величины, на расстоянии ∆ от 
нее (построить «коридор» размером 2∆); 

3) определить точку пересечения графика переходной функции 
с одной из построенных горизонтальных линий, такую, что, начи-
ная с этой точки, с увеличением времени t переходная функция не 
выходит за пределы построенного коридора; 

4) опустить из этой точки перпендикуляр на ось времени t и оп-
ределить значение времени регулирования tрег. 
На графиках для переходной функции по задающему воздейст-

вию (см. рис. 10.1) и для переходной функции по возмущающему 
воздействию (см. рис. 10.2) показаны дополнительные построения, 
которые нужно произвести для определения прямых показателей 
качества регулирования по переходным функциям. 
Время регулирования выражается в секундах. Чем меньше вре-

мя регулирования tрег, тем выше быстродействие системы, и тем 
лучше качество регулирования. 
Число колебаний (N) определяется числом перерегулирований 

за время переходного процесса (до вхождения переходной функции 
в коридор 2Δ). Рассчитывается одинаково при рассмотрении пере-
ходных функций по задающему и по возмущающему воздействиям. 
Выражается целым числом. 
Обычно приемлемым числом колебаний считается N < 2–3. 
Колебательность (С) оценивается отношением соседних максималь-

ных отклонений регулируемой величины от установившегося значения: 

max,2 уст 2

max, 1 уст 1

 = = .
Y Y AC
Y Y A

−
−

                                 (10.6) 

Также рассчитывается одинаково при рассмотрении переходных 
функций по задающему и по возмущающему воздействиям. Выра-
жается десятичной дробью. 
Чем меньше колебательность, тем лучше считается качество 

управления. 
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Статическая ошибка системы еСТ рассчитывается по формуле 
еСТ = YЗ − Yуст,                                      (10.7) 

где YЗ – заданное значение регулируемой величины. 
 
Хотя формула статической ошибки одна и та же при рассмотрении 

переходных функций по задающему и возмущающему воздействиям, 
следует помнить, что в первом случае YЗ = 1, во втором YЗ = 0. 
Таким образом, получаем, что для переходной функции по за-

дающему воздействию 
еСТ = YЗ − Yуст = 1 − Yуст,                           (10.8) 

для переходной функции по возмущающему воздействию  
еСТ = YЗ − Yуст = 0 − Yуст = − Yуст.                   (10.9) 

 
Пример решения задачи 

 
Пример. Даны графики переходных функций САР температуры в 

климатической камере по задающему (рис. 10.3) и возмущающему 
(рис. 10.4) воздействиям. Определить показатели качества регулиро-
вания.  
Решение. Рассмотрим переходную функцию по задающему воз-

действию (см. рис. 10.3).  
Определим по рисунку значения основных величин, требуемых 

для расчета показателей качества регулирования: 
– заданное значение регулируемой величины Yз = 1; 
– установившееся значение регулируемой величины Yуст = 0,94; 
– максимальное значение регулируемой величины Ymax, 1 = 1,4; 
– второе максимальное значение регулируемой величины     

Ymax, 2 = 1,05; 
– для нахождения ∆ по формуле (10.4) примем ∆ = 0,05Yуст,     

получим: ∆ = 0,05 · 0,94 = 0,047. 
Для определения времени регулирования проведем горизонталь-

ную линию, показывающую верхнюю границу коридора 2∆ 
(в нашем случае его можно называть «5%-ный коридор») на уровне: 

Yуст + ∆ = 0,94 + 0,047 = 0,987; 
и горизонтальную линию, показывающую нижнюю границу кори-
дора 2∆ на уровне: 

Yуст – ∆ = 0,94 – 0,047 = 0,893. 
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Рис. 10.3. Переходная функция по задающему воздействию САР температуры в климатической камере 
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Рис. 10.4. Переходная функция по возмущающему воздействию САР температуры в климатической камере 
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Кроме того, нанесем на график статическую ошибку еСТ и время 
регулирования tрег (см. рис. 10.3). 
Рассчитаем показатели качества. 
Перерегулирование. По формуле (10.1) получаем: 

1,4 0,94σ 100 % 48,94%.
0,94
−

= ⋅ =  

Время регулирования. Определив по графику переходной функ-
ции точку пересечения переходной функции с построенным 5%-ным 
коридором так, что, начиная с этой точки, с увеличением времени t 
переходная функция находится внутри построенного коридора, 
опустим из этой точки перпендикуляр на ось времени. Получим: 

tрег ≈ 168 с. 

Число колебаний. Посчитаем число перерегулирований, нахо-
дящихся за пределами построенного 5%-ного коридора. Имеем: 

N = 2. 

Колебательность. По формуле (10.6) получим:  

1,05 0,94 0,11 = = = 0,24.
1,4 0,94 0,46

C −
−

 

Статическая ошибка. Поскольку рассматривается переходная 
функция по задающему воздействию, применим формулу (10.8), 
получим: 

еСТ = 1 – 0,94 = 0,06. 

Следует заметить, что можно было применять непосредствен-
но формулу (10.7). 
Рассмотрим график переходной функции по возмущающему 

воздействию (рис. 10.4), из данных которого видно: 
– заданное значение регулируемой величины YЗ = 0; 
– значение возмущающего воздействия F = 1; 
– установившееся значение регулируемой величины Yуст = 0,042; 
– максимальное значение регулируемой величины Ymax, 1 = 0,065; 
– второе максимальное значение регулируемой величины     

Ymax, 2 = 0,047; 
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– для нахождения ∆ по формуле (10.5) примем ∆ = 0,05Ymax, 1, 
получим:  

∆ = 0,05·0,065 = 0,00325. 

5%-ный коридор определяется горизонтальными линиями, про-
веденными на уровнях: 

Yуст + ∆ = 0,042 + 0,00325 = 0,04525; 

Yуст – ∆ = 0,042 – 0,00325 = 0,03875. 
На графике также показаны статическая ошибка ест и время ре-

гулирования tрег (см. рис. 10.4). 
Рассчитаем показатели качества. 
Перерегулирование. По формуле (10.2) получим: 

0,065 0,042σ 100 % 54,76 %.
0,042F

−
= ⋅ =  

Время регулирования. Определив точку, начиная с которой, 
с увеличением времени t, переходная функция находится внутри 
построенного 5%-го коридора, опустим из этой точки перпендику-
ляр на ось времени. Получим: 

tрег ≈ 210 с. 

Число колебаний. Посчитаем число перерегулирований, нахо-
дящихся за пределами построенного 5%-го коридора. Имеем: 

N = 2. 

Колебательность. По формуле (10.6) получим: 

0,047 0,042 0,005 = = = 0,22.
0,065 0,042 0,023

C −
−

 

Статическая ошибка. Поскольку рассматривается переходная 
функция по задающему воздействию, применим формулу (10.9), 
получим: 

еСТ = – 0,042. 

Заметим, что в этом случае также можно было применять непо-
средственно формулу (10.7).  
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По результатам расчетов можно сделать следующие выводы. 
1. Для рассмотренной системы перерегулирование σ в обоих 

случаях превышает 30 %, по этому показателю регулирование 
нельзя признать удовлетворительным. 

2. Время регулирования (168 с и 210 с) сопоставимо для двух 
рассматриваемых переходных функций. Для оценки качества регу-
лирования по этому показателю необходимы дополнительные све-
дения о требованиях к рассматриваемому процессу регулирования 
температуры в климатической камере. 

3. Остальные показатели – число перерегулирований (2), коле-
бательность (0,22–0,24) и статическая ошибка (4 %–6 % от измене-
ния соответствующей входной величины) – также сопоставимы для 
двух рассматриваемых переходных функций. Качество системы по 
этим показателям следует считать удовлетворительным. 
Ответ: 1) для переходной функции по задающему воздействию 

σ = 48,94 %, tрег ≈ 168 с, N = 2, С = 0,24, еСТ = 0,06; 
2) для переходной функции по возмущающему воздействию  

σ = 54,76 %, tрег ≈ 210 с, N = 2, С = 0,22, еСТ = – 0,042. 
 

Задание для самостоятельного решения 
 

Задание. Определить показатели качества регулирования:  
а) по переходной функции по задающему воздействию; 
б)* по переходной функции по возмущающему воздействию. 
Данные по вариантам приведены в прилож. Б. 
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Тема 11. ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ КРИТЕРИЕВ 
УСТОЙЧИВОСТИ 

 
Цель занятия: научиться определять устойчивость систем     

автоматического регулирования по критерию Гурвица. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Приведите определение устойчивости.  
2. Как составить характеристическое уравнение системы? 
3. Сформулируйте необходимое условие устойчивости. 
4. Сформулируйте критерий устойчивости. 
5. Сформулируйте критерий Гурвица (алгебраический) устойчи-

вости линейной системы. 
 

Краткие теоретические сведения 
 

Устойчивость – свойство системы возвращаться в исходный 
или близкий к нему установившийся режим после снятия воздейст-
вия, вызвавшего выход из установившегося режима. 
Неустойчивая система является неработоспособной, поэтому 

проверка устойчивости является обязательным этапом анализа сис-
темы. Для проверки устойчивости системы используются следую-
щие теоремы. 
Теорема 11.1. Необходимое условие устойчивости линейной 

системы. Если линейная система устойчива, то все коэффициенты 
характеристического уравнения положительны. 
Теорема 11.2. Критерий устойчивости линейной системы. 

Линейная система является устойчивой тогда и только тогда, когда  
действительные части всех корней характеристического уравнения 
системы отрицательны.  
При нулевых корнях система находится на границе устойчивости.  
Передаточная функция линейной САР в общем случае имеет вид: 

( ) ( )
( )

1
0 1 1

1
0 1 1

... ,

...

m m
m m

n n
n n

B sb s b s b s bW s
a s a s a s a A s

−
−

−
−

+ + + +
= =

+ + + +
 

где m < n. 
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Полином A(s), находящийся в знаменателе передаточной функ-
ции, называется характеристическим полиномом системы, по-
скольку он определяет характер свободного движения системы.  
Уравнение A(s) = 0 называется характеристическим уравне-

нием системы. 
 
Построение определителя Гурвица 
Из коэффициентов характеристического уравнения 

( ) 1
0 1 1... 0n n

n nA s a s a s a s a−
−= + + + + =  

составляется определитель Гурвица (11.1) по следующему правилу. 
По главной диагонали последовательно записываются n коэффици-

ентов характеристического уравнения, начиная с a1. Сверху от элемен-
тов главной диагонали в каждом столбце записываются коэффициенты 
характеристического уравнения с последовательно возрастающими, 
снизу – с последовательно убывающими индексами. На месте коэффи-
циентов с индексами большими n или меньшими 0 записываются нули. 
Полученный определитель содержит n строк и n столбцов: 

1 3 5

0 2 4

1 3

0 2

... 0

... 0
0 ... 0

.
0 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ...

n

n

a a a
a a a

a a
a a

a

∆ =                                                  (11.1) 

Далее составляются диагональные миноры определителя Гурвица: 

1 1 1,a a∆ = =  

1 3
2 1 2 0 3

0 2

,
a a

a a a a
a a

∆ = = −  

1 3 5

3 0 2 4 1 2 3 0 1 5 3 4 2 5 0 3 3 1 1 4

1 3

0 0 ,
0

a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a
∆ = = + + ⋅ − ⋅ − −  

…………………………………………………………………………… 

1.n n na −∆ = ∆  
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Теорема 11.3. Критерий Гурвица (алгебраический) устойчи-
вости линейной системы. Для устойчивости линейной системы 
необходимо и достаточно, чтобы при а0 > 0 все диагональные ми-
норы определителя Гурвица были положительными. 
Заметим, что для характеристических уравнений первой и вто-

рой степеней условия устойчивости сводятся к требованию поло-
жительности всех коэффициентов. 

 
Сведения из курса высшей математики 
1. При нахождении определителя третьего порядка 3∆  удобно 

применять правило треугольников, или правило Саррюса (рис. 11.1). 

 
Рис. 11.1. Схема применения правила Саррюса: произведение элементов в первом 

определителе, которые соединены прямыми, берется со знаком «плюс»;  
соответствующие произведения второго определителя берутся со знаком «минус» 
 
При вычислении определителя третьего порядка по правилу 

Саррюса вычисляют шесть слагаемых: первые три из них записы-
вают со знаком «плюс», последние три – со знаком «минус». Каж-
дое слагаемое является произведением трех элементов матрицы. 
Произведения формируются следующим образом (см. рис. 11.1):  

– со знаком «плюс» записывают произведение элементов глав-
ной диагонали и два произведения элементов, из которых можно 
сформировать треугольник, основание которого параллельно глав-
ной диагонали;  

– со знаком «минус» записывают произведение элементов по-
бочной диагонали и два произведения элементов, из которых мож-
но сформировать треугольник, основание которого параллельно 
побочной диагонали. 

2. При вычислении определителей более высокого порядка 
удобно пользоваться разложением определителя по элементам 
строки (столбца):  
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– определитель равен сумме n слагаемых (по количеству элементов  
в строке или столбце – это количество равно порядку определителя); 

– каждое слагаемое представляет собой произведение трех мно-
жителей:  
а) очередного элемента строки (столбца);  
б) (–1) в степени, равной сумме номеров строки и столбца этого 

элемента;  
в) определителя, полученного из исходного определителя путем 

вычеркивания строки и столбца, в которых расположен этот элемент.  
Для примера покажем разложение определителя матрицы А: 

11 12 13 14 1, 1 1

21 22 23 24 2, 1 2

31 32 33 34 3, 1 3

41 42 43 44 4, 1 4

1,1 1,2 1,3 1,4 1, 1 1,

1 2 3 4 , 1

...

...

...

...
... ... ... ... ... ... ...

...

...

n n

n n

n n

n n

n n n n n n n n

n n n n n n nn

a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a aA

a a a a a a
a a a a a a

−

−

−

−

− − − − − − −

−

 
 
 
 


= 




 

,







 

по элементам первой строки. Получаем: 

22 23 24 2, 1 2

32 33 34 3, 1 3

42 43 44 4, 1 41 1
11

1,2 1,3 1,4 1, 1 1,

2 3 4 , 1
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1 2
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... ... ... ... ... ...
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21 22 24 2, 1 2

31 32 34 3, 1 3
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Как видим, при формировании первого определителя из исходного 
определителя вычеркнули первую строку и первый столбец; при фор-
мировании второго определителя – первую строку и второй столбец 
и т. д.; при формировании последнего определителя из исходного оп-
ределителя вычеркнули первую строку и последний столбец. Обычно 
выбирают ту строку (столбец), в которой (-ом) есть нули. 

 
Примеры решения задач 

 
Пример 11.1. Определить устойчивость САР температуры в 

климатической камере, рассмотренной в примере 8.1. 
Решение. Можно воспользоваться любой из полученных при 

выполнении задания примера 8.1 передаточных функций системы, 
из которых следует, что характеристическое уравнение системы 
имеет вид: 

A(s) = 250s4 + 752,5s3 + 607,5s2 + 106s + 17 = 0. 

Проверим необходимое условие устойчивости. Поскольку все 
коэффициенты характеристического уравнения положительны, то 
выполняется необходимое условие устойчивости, и для определе-
ния устойчивости системы требуется дополнительное исследова-
ние. Воспользуемся алгебраическим критерием Гурвица. 
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Характеристическое уравнение имеет четвертый порядок. Вы-
пишем его коэффициенты: 

а0 = 250, а1 = 752,5, а2 = 607,5, а3 = 106, а4 = 17. 

Определитель Гурвица для системы четвертого порядка имеет вид: 

1 3

0 2 4
4

1 3

0 2 4

0 0
0

.
0 0
0

a a
a a a

a a
a a a

∆ =                       (11.2) 

Подставим в определитель (11.2) значения параметров:  

4

752,5 106 0 0
250 607,5 17 0

.
0 752,2 106 0
0 250 607,5 17

∆ =   (11.3) 

Теперь по критерию Гурвица найдем значения всех диагональ-
ных миноров полученного определителя: 

1 752,5 0,∆ = >  

2

752,5 106
752,5 607,5 250 106

250 607,5
457 143,75 26500 430 643,75 0,

∆ = = ⋅ − ⋅ =

= − = >

 

3

752,5 106 0
250 607,5 17 752,5 607,5 106 250 752,5 0 0 106 17
0 752,5 106

0 607,5 0 250 106 106 752,5 752,5 17 48 457 237,5 0 0
0 2 809 000 9 626 356,25 36 021 881,25 0,

∆ = = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = + + −
− − − = >

 

4 4 3 17 36 021 881,25 612 371 981,25 0.a∆ = ∆ = ⋅ = >  
Поскольку все диагональные миноры положительны, то, по кри-

терию Гурвица, система устойчива. 
Ответ: заданная система устойчива. 
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Заметим, что последний определитель можно было не вычис-
лять, т. к. необходимо проверить только его знак: из положитель-
ности определителя 3∆  и коэффициента 4a  сразу следует 
положительность определителя 4∆ . 
Пример 11.2. Определить устойчивость системы автоматиче-

ского регулирования (рис. 11.2) с помощью алгебраического кри-
терия устойчивости Гурвица. 

 
 

Рис. 11.2. Схема системы автоматического регулирования (к примеру 11.2) 
 
Передаточные функции звеньев имеют следующий вид: 

1 3( ) ;P
sW s

s
+

=   ОУ 3 2
3 1( ) .

2 3 2 1
sW s

s s s
+

=
+ + +

 

Решение. Прежде всего, необходимо отыскать характеристиче-
ское уравнение системы. Для этого вычислим передаточную функ-
цию заданной системы по формуле (8.2): 

( ) ( )
( ) ( )
П

П ОС

,
1

W s
W s

W s W s
=

+
 

где WП(s) – передаточная функция прямой цепи системы;  
      WOC(s) – передаточная функция обратной связи системы. 
 
В данном случае имеем единичную обратную связь, поэтому 

WOC(s) = 1. 
Передаточную функцию прямой цепи найдем по формуле экви-

валентной передаточной функции последовательного соединения 
звеньев (7.1): 

2

П Р ОУ 3 2 3 2
1 3 3 1 (3 1)( ) ( ) ( ) .

2 3 2 1 (2 3 2 1)
s s sW s W s W s

s s s s s s s s
+ + +

= = ⋅ =
+ + + + + +

 

х y 
WP(s) WОУ(s) 
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Подставим полученные выражения в формулу передаточной 
функции системы: 

( )

2 2

3 2 3 2

2 3 2 2

3 2 3 2

2 2

4 3 2 2 4 3 2

(3 1) (3 1)
(2 3 2 1) (2 3 2 1)

(3 1) (2 3 2 1) (3 1)1 1
(2 3 2 1) (2 3 2 1)
(3 1) (3 1) .

2 3 2 9 6 1 2 3 11 7 1

s s
s s s s s s s sW s

s s s s s s
s s s s s s s s

s s
s s s s s s s s s s

+ +
+ + + + + += = =

+ + + + + +
+ ⋅

+ + + + + +

+ +
= =

+ + + + + + + + + +

 

Приравняв к нулю знаменатель полученной передаточной функции, 
получим характеристическое уравнение рассматриваемой системы: 

4 3 22 3 11 7 1 0.s s s s+ + + + =         (11.4) 

Проверим необходимое условие устойчивости. Поскольку все ко-
эффициенты характеристического уравнения (11.4) положительные, 
то выполняется необходимое условие устойчивости, и для определе-
ния устойчивости системы требуется дополнительное исследование. 
Воспользуемся алгебраическим критерием Гурвица. 
Характеристическое уравнение имеет четвертый порядок. Вы-

пишем его коэффициенты: 

а0 = 2, а1 = 3, а2 = 11, а3 = 7, а4 = 1. 

Аналогично примеру 11.1 запишем определитель Гурвица чет-
вертого порядка (формула (11.2)), подставив значения параметров:  

4

3 7 0 0
2 11 1 0

.
0 3 7 0
0 2 11 4

∆ =  

Теперь по критерию Гурвица найдем значения всех диагональ-
ных миноров полученного определителя: 

1 3 0,∆ = >  

2

3 7
3 11 2 7 33 14 19 0,

2 11
∆ = = ⋅ − ⋅ = − = >  
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3

3 7 0
2 11 1 3 11 7 2 3 0 0 1 7 0 11 0 2 7 7 3 3 1
0 3 7

231 0 0 0 28 9 194 0,

∆ = = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =

= + + − − − = >

 

4 4 3 4 194 776 0.a∆ = ∆ = ⋅ = >  

Поскольку все диагональные миноры положительные, то, по 
критерию Гурвица, система устойчива. 
Ответ: система устойчива. 
Пример 11.3. Известна передаточная функция разомкнутой системы:  

500( ) .
(0,02 1)( 1)

W s
s s Ts

=
+ +

 

Определить значение постоянной времени Т, при которой замк-
нутая система окажется на границе устойчивости. 
Решение. Прежде всего, необходимо отыскать характеристиче-

ское уравнение замкнутой системы. Для этого вычислим переда-
точную функцию замкнутой системы по формуле (8.2): 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

П П

Р П ОС

,
1 1

W s W s
W s

W s W s W s
= =

+ +
 

где WП(s) – передаточная функция прямой цепи системы;  
      WР(s) – передаточная функция разомкнутой системы;  
     WOC(s) – передаточная функция обратной связи системы. 
 
В данном случае имеем единичную обратную связь, поэтому  

WOC(s) = 1 и WП(s) = WР(s). 

Получаем: 

( )

500 500
(0,02 1)( 1) (0,02 1)( 1)

500 (0,02 1)( 1) 5001
(0,02 1)( 1) (0,02 1)( 1)

s s Ts s s TsW s s s Ts
s s Ts s s Ts

+ + + += = =
+ + ++

+ + + +
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3 2 2

3 2

500 500
(0,02 1)( 1) 500 0,02 0,02 500

500 .
0,02 (0,02 ) 500

s s Ts Ts s Ts s

Ts T s s

= = =
+ + + + + + +

=
+ + + +

 

Приравняв к нулю знаменатель полученной передаточной функции, 
получим характеристическое уравнение рассматриваемой системы: 

3 20,02 (0,02 ) 500 0.Ts T s s+ + + + =          (11.5) 

Проверим необходимое условие устойчивости. Все коэффици-
енты характеристического уравнения (11.5) должны быть положи-
тельными. Последние два коэффициента удовлетворяют этому 
условию, для двух первых коэффициентов получаем следующую 
систему неравенств: 

0,02 0, 0,
0,02 0; 0,02;

T T
T T
> > 

⇒ + > > − 
 

откуда Т > 0. 
Воспользуемся алгебраическим критерием Гурвица (при Т > 0). 
Характеристическое уравнение имеет третий порядок. Выпишем 

его коэффициенты: 

а0 = 0,02Т;   а1 = 0,02 + Т;   а2 = 1;   а3 = 500. 

Определитель Гурвица для системы третьего порядка имеет вид: 

1 3

3 0 2

1 3

0
0

0

a a
a a

a a
∆ = .                  (11.6) 

Подставим в определитель (11.6) значения параметров:  

3

0,02 500 0
0,02 1 0 .

0 0,02 500

Т
Т

Т

+
∆ =

+
 

Найдем значения всех диагональных миноров полученного     
определителя: 
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1 0,02 ,Т∆ = +  

2

0,02 500
(0,02 ) 1 0,02 500 0,02

0,02 1
10 0,02 9 ,

Т
Т Т Т

Т
Т Т

+
∆ = = + ⋅ − ⋅ = + −

− = −

 

3 3 2 500(0,02 9 ).a Т∆ = ∆ = −  

По критерию Гурвица, для устойчивости линейной системы необ-
ходимо и достаточно, чтобы при а0 > 0 все диагональные миноры оп-
ределителя Гурвица были положительными: 1 0,∆ >  2 0,∆ >  3 0.∆ >  
Получаем следующую систему неравенств: 

0,02 0, 0,02, 0,02,
0,02 9 0, 9 0,02 1/ 450,

500(0,02 9 ) 0; 0,02 9 0; 1/ 450;

Т Т Т
Т Т Т
Т Т Т

+ > > − > −  
  − > ⇒ − > − ⇒ < ⇒  
  − > − > <  

  

⇒  0,02 1 / 450.Т− < <  
Из необходимого условия устойчивости также имеем: Т > 0. 
Окончательно получаем, что, по критерию Гурвица, система 

будет устойчивой, если постоянная времени Т будет удовлетво-
рять неравенству 

0 1/ 450.Т< <  
Система будет на границе устойчивости, когда постоянная вре-

мени Т примет свои граничные значения. Из двух граничных зна-
чений Т = 0 и Т = 1/450 следует отбросить значение Т = 0, так как в 
этом случае изменится тип звена. Следовательно:  

Т = 1/450. 
Таким образом, при значении постоянной времени Т = 1/450 за-

данная система будет на границе устойчивости. 
Ответ: Т = 1/450. 
 

Задания для самостоятельного решения 
 

Задание 11.1. Определить устойчивость заданного звена с по-
мощью алгебраического критерия устойчивости Гурвица. Данные 
по вариантам приведены в табл. 11.1. 
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Таблица 11.1 

Исходные данные для задания 11.1 

Вариант Передаточная функция Вариант Передаточная функция 

Вариант 1 2 2
4( 1)( )
(4 1)

sW s
s s

+
=

+
 Вариант 11 2

2( 1)( )
(4 5 1)

sW s
s s s

+
=

+ +
 

Вариант  2 2 2
5( 1)( )
(2 1)

sW s
s s

+
=

+
 Вариант 12 2

4( 1)( )
(2 1)(5 1)

sW s
s s s

+
=

+ +
 

Вариант 3 3 2
0,5( 1)( )

4 5 6 1
sW s

s s s
+

=
+ + +

 Вариант 13 2
4 5 1( )

( 1) (2 1)
sW s

s s s
+

= ⋅
+ +

 

Вариант 4 3
5(2 1)( )
(3 1)

sW s
s s

+
=

+
 Вариант 14 2 2

2(2 1)( )
(5 1) (4 1)

sW s
s s

+
=

+ +
 

Вариант 5 2
8( 1)( )

(2 1)(4 1)
sW s

s s s
+

=
+ +

 Вариант 15 2 2
2( 1)( )
(5 1)

sW s
s s

+
=

+
 

Вариант 6 
2

2
4(2 3 1)( )

( 1)
s sW s
s s

+ +
=

+
 Вариант 16 2

3(2 1)( )
(4 1)

sW s
s s

+
=

+
 

Вариант 7 2
5( 1)( )

2 (2 1)(3 1)
sW s

s s s
+

=
+ +

 Вариант 17 2
8( 1)( )

(2 1)(5 1)
sW s

s s s
+

=
+ +
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Окончание таблицы 11.1 

Вариант Передаточная функция Вариант Передаточная функция 

Вариант 8 3 2
8(5 1)( )

7 8 9 1
sW s

s s s
+

=
+ + +

 Вариант 18 2
3( 1)( )

(4 2 1)
sW s

s s s
+

=
+ +

 

Вариант 9 
2(4 1)( )

( 1)(2 1)
sW s

s s s
+

=
+ +

 Вариант 19 3 2
2(4 1)( )

3 2 4 1
sW s

s s s
+

=
+ + +

 

Вариант 10 
2

2 2
3( 4 1)( )
(2 3 1)
s sW s

s s s
+ +

=
+ +

 Вариант 20 
2

3 2
4( 1)( )

7 8 9 1
s sW s

s s s
+ +

=
+ + +
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Указание к выполнению задания: воспользуйтесь решением 
примера 11.1. Для получения характеристического полинома рас-
кройте скобки в знаменателе передаточной функции. 
Задание 11.2. Выполнить задание примера 11.2. Данные по ва-

риантам приведены в табл. 11.2. 
Таблица 11.2 

Исходные данные для задания 11.2 

Вариант Передаточные функции 

Вариант 1 P
4 3( ) ;sW s

s
+

=        ОУ 3 2
3 1( )

3 2 1
sW s

s s s
+

=
+ + +

 

Вариант 2 P ( ) 1 2 ;W s s= +         ОУ 4 3 2
3( )

2 2 3 4
W s

s s s s
=

+ + + +
 

Вариант 3 P
3( ) ;sW s

s
+

=         ОУ 3 2
2( )

3 1
W s

s s s
=

+ + +
 

Вариант 4 P ( ) 3 2;W s s= +         ОУ 4 3 2
4( )

4 3 2 2
W s

s s s
=

+ + +
 

Вариант 5 P
6( ) ;W s
s

=                
2

ОУ 3 2
2 1( )

3 3 2 3
sW s

s s s
+

=
+ + +

 

Вариант 6 P ( ) 2;W s =                
2

ОУ 4 3 2
5( )

3 5 1
sW s

s s s s
+

=
+ + + +

 

Вариант 7 P ( ) 3 1;W s s= +         
2

ОУ 4 3 2
3 1( )

2 2 5
s sW s

s s s s
+ +

=
+ + + +

 

Вариант 8 P ( ) 4 1;W s s= +         ОУ 4 3 2
4( )

2 7 6
W s

s s s s
=

+ + + +
 

Вариант 9 P
1( ) ;
2

W s
s

=         ОУ 3 2
2( )

2 4
sW s

s s s
+

=
+ + +

 

Вариант 10 P
3 2( ) ;sW s

s
+

=         ОУ 3 2
2 3( )
2 10

sW s
s s s

+
=

+ + +
 

Вариант 11 P
2( 1)( ) ;sW s

s
+

=       ОУ 2
1( )
3 1

W s
s s

=
+ +

 

Вариант 12 P
3( ) ;

1
W s

s
=

+
           ОУ 2

1( )
4 5 1

W s
s s

=
+ +
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Окончание таблицы 11.2 

Вариант Передаточные функции 

Вариант 13 P 2
4( ) ;

(2 1)
W s

s
=

+
      ОУ 2

2 1( )
(4 1)

sW s
s

+
=

+
 

Вариант 14 P 2
10( ) ;W s
s

=            ОУ 2
1( )

(5 1)
sW s
s

+
=

+
 

Вариант 15 P ( ) 4;W s =           ОУ 4 3 2
5( )

2 3 4 1
sW s

s s s s
+

=
+ + + +

 

Вариант 16 P ( ) 3 5;W s s= + ;         
2

ОУ 4 3 2
3 1( )

2 2 1
s sW s

s s s s
+ +

=
+ + + +

 

Вариант 17 P ( ) 2 1;W s s= +            ОУ 4 3 2
1( )

2 6 7
W s

s s s s
=

+ + + +
 

Вариант 18 P 2
7( ) ;W s
s

=                ОУ 2
1( )

5 3 4
sW s

s s
+

=
+ +

 

Вариант 19 P 2
1( ) ;

(2 1)
W s

s
=

+
      ОУ 2

1( )
16 3

sW s
s s

+
=

+ +
 

Вариант 20 P
6( ) ;

1
W s

s
=

+
           ОУ 2

1( )
5 4 1

W s
s s

=
+ +

 

 
Задание 11.3.* Выполнить задание примера 11.3. Данные по ва-

риантам приведены в табл. 11.3. 
Таблица 11.3 

Исходные данные для задания 11.3 

Вариант Передаточные  
функции Вариант Передаточные  

функции 

Вариант 1 
100( )

(0,02 1)( 1)
W s

s s Ts
=

+ + Вариант 6 2

10( )
(2 3 1)( 1)

W s
s s Ts

=
+ + +

 

Вариант 2 
500( )

(0,01 1)( 1)
W s

s s Ts
=

+ + Вариант 7 
10( )

(3 1)( 1)
W s

s s Ts
=

+ +
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Окончание таблицы 11.3 

Вариант Передаточные  
функции Вариант Передаточные  

функции 

Вариант 3 
100( )

(0,01 1)( 1)
W s

s s Ts
=

+ +
 

Вариант 8 
10( )

(2 1)( 1)
W s

s s Ts
=

+ +
 

Вариант 4 2

10( )
(3 2 1)( 1)

W s
s s Ts

=
+ + +

 

Вариант 9 
10( )

(4 1)( 1)
W s

s s Ts
=

+ +
 

Вариант 5 2
5( )

(3 1)( 1)
W s

s s Ts
=

+ + +
 

Вариант 10 
100( )

(2 1)( 1)
W s

s s Ts
=

+ +
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Тема 12. ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ  
И ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАПАСОВ УСТОЙЧИВОСТИ  

СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЧАСТОТНЫХ  
КРИТЕРИЕВ УСТОЙЧИВОСТИ 

 
Цель занятия: научиться определять устойчивость системы и 

запасы устойчивости по критерию Найквиста. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Сформулируйте критерий Найквиста (частотный) устойчиво-
сти линейной системы. 

2. Изложите понятие и смысл запасов устойчивости по ампли-
туде и фазе. 

3. Изложите порядок определения запасов устойчивости по ам-
плитуде и фазе. 
 

Краткие теоретические сведения 
 

Критерий Найквиста устойчивости линейной системы позволяет 
оценить устойчивость замкнутой САР по ее разомкнутой цепи (по 
амплитудно-фазовой частотной характеристике (АФЧХ) ( ω)W j  
разомкнутой системы).  
Для этого в передаточной функции ( )W s  производят замену 

оператора s на переменную ωj  и на комплексной плоскости при 
изменении частоты от нуля (если это возможно) до бесконечности 
строят АФЧХ ( ω)W j  (годограф Найквиста). 
При этом разомкнутая система может быть: 
– устойчивой (действительные части всех полюсов – левые); 
– неустойчивой (есть правые действительные части полюсов); 
– астатической, или на границе устойчивости (есть нулевые по-

люса, действительные части остальных полюсов могут быть как 
левыми, так и правыми). 
Разомкнутая система устойчива, если устойчивы все отдельные 

звенья системы после приведения ее к одноконтурному виду. Ус-
тойчивость отдельных звеньев определяют по любому из критериев 
устойчивости (обычно по критерию Гурвица). 
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Теорема. Критерий Найквиста (частотный) устойчивости 
линейной системы. Случай 1. Если система в разомкнутом  
состоянии устойчива, то для устойчивости замкнутой системы не-
обходимо и достаточно, чтобы АФЧХ разомкнутой системы при 
изменении частоты от нуля до бесконечности не охватывала точку 
с координатами (–1, j0).  

Im

Re
0

1−

4

3

2

1

а)

Im

Re1−
0

1

2

0ω =0ω =

б)

 
Рис. 12.1. Виды графиков АФЧХ разомкнутых САР 

 
На рис. 12.1, а характеристики 1 и 4 соответствуют устойчивым 

системам. Кривая 1 соответствует абсолютно устойчивой замкну-
той САР (системе, которая остается устойчивой при уменьшении  
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коэффициента передачи разомкнутой цепи), кривая 4 – условно 
устойчивой САР (системе, устойчивой только в некотором диапа-
зоне изменения коэффициента передачи разомкнутой цепи). 
Характеристика 3 соответствует неустойчивой системе, харак-

теристика 2 – нахождению системы на границе устойчивости. Если, 
например, уменьшать коэффициент передачи в неустойчивой сис-
теме, ее АФЧХ будет сжиматься к началу координат, в результате 
чего система станет устойчивой. Наоборот, при увеличении коэф-
фициента передачи характеристика ранее устойчивой системы в 
результате охватит точку (–1, j0), и система потеряет устойчивость.  
Случай 2. Если система в разомкнутом состоянии неустойчива, 

то для устойчивости в замкнутом состоянии необходимо и доста-
точно, чтобы АФЧХ разомкнутой системы охватывала точку с ко-
ординатами (–1, j0) в положительном направлении k/2 раз, где k – 
число корней характеристического уравнения с положительной 
действительной частью (число правых полюсов передаточной 
функции W(s) разомкнутой системы).  
Другими словами, число пересечений ею отрицательной дейст-

вительной полуоси левее точки (–1, j0) сверху вниз должно быть на 
k/2 больше числа пересечений в обратном направлении. 
Правило расчета числа переходов АФЧХ неустойчивой разомк-

нутой системы левее точки с координатами (–1; j0) приведено  
на рис. 12.2. 

                                        Im(W0(jω)) 
                                             
    переходы 
                             –1/2       –1 
                                               
                                         (–1, j0)   0         Re(W0(jω))    
   +1/2      +1 
                      

 
Рис. 12.2. Правило переходов левее точки с координатами  (–1; j0) 
 

В качестве примера (см. рис. 12.1, б) показаны две АФЧХ разомкну-
той системы, неустойчивой в разомкнутом состоянии вследствие нали-
чия правых корней, но устойчивой в замкнутом состоянии.  
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Характеристика 1 соответствует k = 1, характеристика 2 – значе-
нию k = 2 (в первом случае имеем «половину» пересечения дейст-
вительной оси левее точки (–1, j0)). 
Случай 3. Если система в разомкнутом состоянии находится на 

границе устойчивости (является астатической), то для устойчиво-
сти замкнутой системы необходимо и достаточно, чтобы АФЧХ 
разомкнутой системы, дополненная дугой бесконечно большого 
радиуса против часовой стрелки до действительной полуоси, не 
охватывала точку с координатами (–1, j0). 

Физический смысл критерия Найквиста заключается в том, что 
при увеличении частоты входного воздействия сигнал, проходящий 
по цепи обратной связи, оказывается в противофазе с входным. Это 
равносильно замене отрицательной обратной связи положительной. 
Если же при этой частоте разомкнутый контур обладает усилением 
(т. е. Р 1K > ), то замкнутая САР становится неустойчивой (любое 
увеличение сигнала на выходе приводит к увеличению сигнала на 
входе по цепи обратной связи, что вызывает дальнейший рост вы-
ходного сигнала и т. д.). 

 
Применение критерия Найквиста 
При применении критерия Найквиста необходимо предвари-

тельно определить число правых полюсов W(s). Для одноконтур-
ной системы, когда знаменатель W(s) представляет собой 
произведение знаменателей передаточных функций отдельных 
звеньев, это число находится легко, поскольку полюсами W(s) яв-
ляются полюсы передаточных функций отдельных звеньев. У мно-
гоконтурных систем, особенно с перекрестными связями, задача 
определения числа k усложняется, и в этих случаях целесообразно 
отказаться от применения критерия Найквиста. 
При решении практических задач для оценки устойчивости 

САУ не обязательно строить годограф Найквиста. Достаточно в 
частотной передаточной функции разомкнутой цепи ( ω)W j  при-
равнять к нулю мнимую часть и определить из получившегося 
уравнения частоту переворота фазы πω  — частоту, соответст-
вующую повороту радиус-вектора АФЧХ разомкнутой цепи на 
угол π− , т. е. до совпадения с отрицательной вещественной  
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полуосью. Затем подставить получившееся значение в веществен-
ную часть ( ω)W j  и вычислить ее модуль. Если ( )πRe ( ω ) 1W j < , 
то система устойчива, в противном случае – неустойчива. 
Соответственно, условия нахождения системы на границе ус-

тойчивости можно записать, используя вещественную и мнимую 
части частотной передаточной функции разомкнутой цепи: 

( )
( )

π

π

Re ( ω ) 1,

Im ( ω ) 0.

W j

W j

 = −


=
 

 
Оценка устойчивости САУ, содержащих звенья  
чистого запаздывания 
Пусть звено чистого запаздывания с передаточной функцией 
τse−  включено последовательно с системой без запаздывания с пе-

редаточной функцией 0 ( )W s . 
Результирующие передаточная и частотная передаточная функ-

ции разомкнутой цепи будут иметь вид: 
τ

0( ) ( ) ,sW s W s e−=  ωτ
0( ω) ( ω) .jW j W j e−=  

Поскольку 0φ (ω)
0 0( ω) (ω) ,jW j A e=  то 

0(φ (ω) ωτ)
0( ω) (ω) .jW j A e −=  

Таким образом, звено чистого запаздывания вносит лишь допол-
нительный фазовый сдвиг. При этом изменяется АФЧХ, т. е. меня-
ются условия устойчивости (характеристика «закручивается» по 
часовой стрелке). При некотором τ  система станет неустойчивой. 
Пусть АФЧХ устойчивой САУ без запаздывания 0 ( ω)W j  пере-

секает окружность единичного радиуса на частоте среза cpω ω=  

при повороте радиус-вектора АФЧХ на угол cpφ . При введении в 
САУ звена чистого запаздывания на границе устойчивости конец 
этого радиус-вектора совпадет с точкой ( )1, 0j− , и будет справед-
ливым соотношение cp cp гpφ ω τ π− = − ; отсюда можно определить 

граничное (предельное) значение запаздывания грτ  (рис. 12.3): 
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cp
гp

cp

π φ
τ .

ω
+

=  

                          Im(W0(jω)) 
W0(jω) 
 
 
                                               
                                             0         Re(W0(jω))   
                                                      
                                               ϕср 
 
 
 
                      ω = ωср    
 

 
 

–1  

  
Рис. 12.3. Порядок определения граничного запаздывания 

 
Запасы устойчивости 
Запас устойчивости по фазе определяется величиной ∆φ, на кото-

рую должно возрасти запаздывание по фазе, чтобы система оказалась 
на границе устойчивости. Для определения ∆φ проводится дуга радиу-
сом 1 до пересечения с АФЧХ и измеряется угол между действитель-
ной осью и вектором, проведенным из начала координат в точку 
пересечения АФЧХ с окружностью единичного радиуса (рис. 12.4). 

1−

А

1φ

ω = ∞ ω 0=

( ω)W j

Im

Re

 
Рис. 12.4. Порядок определения запасов устойчивости по фазе и по амплитуде  

с помощью АФЧХ разомкнутой системы 
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Запас устойчивости по амплитуде определяется величиной ∆А 
допустимого увеличения АЧХ, при котором система окажется на 
границе устойчивости. Он равен расстоянию от точки пересечения 
АФЧХ разомкнутой системы вещественной оси до точки (–1, j0) (см. 
рис. 12.4). Таким образом, запас устойчивости по амплитуде пред-
ставляет собой запас по коэффициенту передачи разомкнутой систе-
мы по отношению к его критическому по устойчивости значению. 
При проектировании САУ рекомендуется выбирать ∆φ ≥ 30° и 

∆А ≥ 0,7. 
 

Примеры решения задач 
 

Пример 12.1. Дана передаточная функция разомкнутой системы: 

4 3 2

2 1( ) .
2 3 2 3 1

sW s
s s s s

+
=

+ + + +
 

Определить устойчивость замкнутой САР.  
Решение. При выполнении этого задания при построении гра-

фиков можно воспользоваться пакетом MATLAB. 
Введем в MATLAB заданную передаточную функцию командой 

W = tf([2 1],[2 3 2 3 1]) 

и, воспользовавшись командой, рассмотрим реакцию на единичное 
ступенчатое воздействие:  

step(w). 

Полученный график переходного процесса показан на рис. 12.5.  
Как видно из данных графика (рис. 12.5), разомкнутая система 

неустойчива, следовательно, воспользуемся формулировкой случая 
2 критерия Найквиста: 
если разомкнутая система неустойчива, то того, чтобы замкну-

тая система была устойчива, необходимо и достаточно, чтобы 
АФЧХ разомкнутой системы охватывала точку с координатами (–1, 
j0) в положительном направлении k/2 раз, где k – число правых по-
люсов передаточной функции W(s) разомкнутой системы.  
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Рис. 12.5. График переходной функции разомкнутой системы (к примеру 12.1) 

 
Построим АФЧХ разомкнутой системы командой 

nyquist(w). 

Полученная диаграмма Найквиста показана на рис. 12.6. 

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2
Nyquist Diagram

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
Ax

is

 
Рис. 12.6. Диаграмма Найквиста разомкнутой неустойчивой системы (к примеру 12.1) 
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Данные рис. 12.6 показывают, что АФЧХ ни разу не охватывает 
точку (–1, j0), поэтому замкнутая система будет неустойчивой. 
Ответ: замкнутая система неустойчива. 
Заметим, что, запасы устойчивости системы по амплитуде и по фа-

зе можно оценить, используя ЛАЧХ и ЛФЧХ, с помощью команды 

margin(w). 

Соответствующий график показан на рис. 12.7. 
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Рис. 12.7. ЛАЧХ и ЛФЧХ  и запасы устойчивости (к примеру 12.1) 

 
Из данных графика видно (рис. 12.7), что система асимптотически 

устойчива по амплитуде, запас устойчивости по фазе составляет –78,9º. 
Пример 12.2. Определить устойчивость системы 

автоматического регулирования, схема которой приведена на 
рис. 12.8, с помощью критерия Найквиста.  

Рис. 12.8. Схема САР (к примеру 12.2) 

х y 
WP(s) 2 se−  WОУ(s) 



 

 140 

Передаточные функции имеют следующий вид: 

P
1( ) 7 ,W s
s

= +  ОУ
5( ) .

3 1
W s

s
=

+
 

Решение. Для применения критерия Найквиста необходимо 
прежде всего определить устойчивость разомкнутой системы. 
Разомкнутая система (после разрыва обратной связи) 

представляет собой последовательно соединенные объект и 
регулятор, ее передаточная функция запишется в виде:  

2
P ОУ

7 1 5( ) ( ) ( ) .
3 1

ssW s W s W s e
s s

−+
= = ⋅

+
 

Запишем характеристическое уравнение разомкнутой системы: 

(3 1) 0.s s + =  
Корни характеристического уравнения: 

1 0,s =   2 1/ 3.s = −  
По критерию устойчивости получаем, что разомкнутая система 

находится на границе устойчивости. Воспользуемся формулиров-
кой случая 3 критерия Найквиста:  
если разомкнутая система находится на границе устойчивости, 

то для того, чтобы замкнутая система была устойчивой, необходи-
мо и достаточно, чтобы АФЧХ разомкнутой системы, дополненная 
дугой бесконечно большого радиуса против часовой стрелки до 
действительной полуоси, не охватывала точку (–1, j0). 
Запишем выражение для АФЧХ разомкнутой системы: 

35ωarctg2 2 ω5
2 ω

π
2 arctg3ω 2

25 (35ω)7 ω 1 5( ω) ,
ω 3 ω 1

1 9ω ω

j
j e ejW j e

j j e e

−
− ++

= ⋅ =
+

+
 

откуда АЧХ будет равна: 
2

2

25 (35ω)
(ω) ,

1 9ω
A

+
=

+
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ФЧХ будет равна: 

πφ(ω) 2ω arctg 7ω arctg3ω .
2

= − + − −  

Годограф АФЧХ полученной системы построен на рис. 12.9. 
Как видно из данных рисунка, годограф охватывает точку (–1, j0), 
что говорит о том, что замкнутая система неустойчива. 

 
Рис. 12.9. Годограф Найквиста 

 
Ответ: замкнутая система неустойчива. 
Пример 12.3. Пользуясь частотным критерием устойчивости 

Найквиста, получить выражение для оценки устойчивости и опре-
делить граничный коэффициент передачи для САУ, передаточная 
функция разомкнутой цепи которой имеет вид: 

( )( )( )
Р

Р
1 2 ОС

( ) .
1 1 1

KW s
T s T s T s

=
+ + +

 

Решение. Произведем в Р ( )W s  замену оператора s  на перемен-
ную ωj  и выделим в знаменателе получившегося выражения мни-
мую и вещественную части: 
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( )( )( ) ОСОС

Р Р
2

1 2 1 21 2

( ω)
(1 ω ω( ))(1 ω )1 ω 1 ω 1 ω

K KW j
TT j T T j Tj T j T j T

= = =
− + + ++ + +

ОС ОС

Р Р
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

.
1 ω ( ( ) ) ω( (1 ω )) (ω) (ω)

K K
TT T T T j T T T TT u jv

= =
− − + + + + − +

 

По правилам деления комплексных чисел, числитель и знамена-
тель полученного выражения нужно умножить на комплексную 
сопряженную функцию (ω) (ω)u jv− . Но поскольку при определе-
нии частоты переворота фазы мнимая часть приравнивается к нулю 
и знак перед ней не играет роли, то операцию умножения на ком-
плексную сопряженную функцию можно не проводить, приняв:  

( )
ОС

2
π 1 2 π 1 2Im Im ( ω ) (1 ω ) 0,W j T T T TT= = + + − =  

( )
ОС

Р
π 2

π 1 2 1 2

Re Re ( ω ) .
1 ω ( ( ) )

KW j
TT T T T

= =
− − +

 

Выразив из первого уравнения квадрат частоты πω , подставим 
во второе уравнение, тогда  

( )ОС

ОС
ОС ОС

Р Р

1 2
1 2 1 2 oc 1 2

1 2 1 2

 Re .
1 1 11 ( ( ) ) 1

K K
T T T

TT T T T T T TTT T T T T

= =
+ +  

− + + − + + + +  
 

 
При Re 1<  система будет устойчивой. 

На границе устойчивости Re 1= − , т. е.  

( )ОС

ОС

ГР

1 2
1 2

1,
1 1 11

K

T T T
T T T

= −
 

− + + + +  
 

 

( )ОС

ОС

ГР 1 2
1 2

1 1 1 1.K T T T
T T T

 
= + + + + −  

 
 



 

 143 

Зададимся конкретными значениями коэффициентов передачи и 
постоянных времени. Пусть Р 25K = , 1 0,5T =  с, 2 0,1T =  с, ОС 0,05T =  с. 
Тогда по полученным соотношениям получим 2 2

πω 260  c−= , 
Re 1,263 1= > , следовательно, система с такими параметрами будет 
неустойчивой. Ее граничный коэффициент передачи 

( )ГР Р
1 1 10,5 0,1 0,05 1 19,8 .

0,5 0,1 0,05
K K = + + + + − = < 

 
 

Ответ: граничный коэффициент передачи ГР 19,8.K =  
 

Задания для самостоятельного решения 
 

Задание 12.1. Выполнить исследование устойчивости замкну-
той САУ по заданной передаточной функции разомкнутой систе-
мы. Привести: 

– переходную функцию разомкнутой системы; 
– АЧХ и ФЧХ разомкнутой системы; 
– расчет передаточной функции замкнутой системы; 
– годограф Найквиста разомкнутой системы; 
– переходную функцию замкнутой системы; 
– выводы об устойчивости замкнутой системы. 
Данные по вариантам приведены в табл. 12.1. При выполнении 

задания за образец можно взять как пример 12.1, так и пример 12.2. 
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Таблица 12.1 

Исходные данные для задания 12.1 

Вариант Передаточная функция Вариант Передаточная функция 

Вариант 1 4 3 2

2( )
5 5 3 1

W s
s s s s

=
+ + + +

 Вариант 6 5 4 3 2

10( )
3 2 2 1

W s
s s s s s

=
+ + + + +

 

Вариант 2 4 3 2

1( )
0,05 0,1 1

W s
s s s s

=
+ + + +

 

Вариант 7 3 2
3( )

0,1 0,01 0,1 1
W s

s s s
=

+ + +
 

Вариант 3 3 2
1( )

0,1 0,1 1
W s

s s s
=

+ + +
 Вариант 8 3 2

10( )
2 2 1

W s
s s s

=
+ + +

 

Вариант 4 4 3 2
100( )

5 0,1 2 2 1
W s

s s s s
=

+ + + +
 

Вариант 9 3 2
1( )

0,1 0,1 1
W s

s s s
=

+ + +
 

Вариант 5 3 2

1( )
8 4 2 1

W s
s s s

=
+ + +

 Вариант 10 5 4 3 2
10( )

2 3 3 0,5 0,5 1
W s

s s s s s
=

+ + + + +
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Задание 12.2. Выполнить задание примера 12.2. Данные по ва-
риантам приведены в табл. 12.2. 

Таблица 12.2 

Исходные данные для задания 12.2 

Вариант P ( )W s  ОУ ( )W s  Вариант P ( )W s  ОУ ( )W s  

Вариант 1 
13
2s

+  
5

3 1s +
 Вариант 6 

15
2s

+  
6

8s +
 

Вариант 2 
16
s

+  
10

2 1s +
 Вариант 7 

110
s

+  
3

2 3s +
 

Вариант 3 
14
s

+  
10

1s +
 Вариант 8 

24
s

+  
2

3 1s +
 

Вариант 4 
27
s

+  
6

1s +
 Вариант 9 

21
s

+  
4

5 1s +
 

Вариант 5 
26
s

+  
4

2s +
 Вариант 10 

23
s

+  
15

2 1s +
 

 
Задание 12.3.* Определить граничный коэффициент передачи для 

передаточной функции, рассмотренной при выполнении задания 12.2. 
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Тема 13. ИССЛЕДОВАНИЕ УПРАВЛЯЕМОСТИ 
И НАБЛЮДАЕМОСТИ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ 
 

Цель занятия: научиться определять управляемость и наблю-
даемость системы автоматического управления. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Приведите определение управляемости системы автоматиче-
ского управления. 

2. Приведите определение наблюдаемости системы автоматиче-
ского управления. 

3. Сформулируйте критерий Калмана управляемости и наблю-
даемости системы автоматического управления. 

 
Краткие теоретические сведения 

 
Пусть линейная САУ представлена уравнениями в пространстве 

состояний: 

,d A B
dt

= +
x x u  ,C=y x   (13.1) 

где x  – вектор координат состояния системы;  
      u  – вектор управления;  
      y  – вектор измерений на выходе системы:  

1

2 ,
...

n

x
x

x

 
 
 =
 
 
 

x  
1

2 ,
...

m

u
u

u

 
 
 =
 
 
 

u  
1

2 ,
...

q

y
y

y

 
 
 =  
  
 

y  

А, В и С – матрицы коэффициентов: 

11 1

21 2

1

...

...
,

... ... ...
...

n

n

n nn

a a
a a

A

a a

 
 
 =
 
 
 

 
11 1

21 2

1

...

...
,

... ... ...
...

m

m

n nm

b b
b b

B

b b

 
 
 =
 
 
 

 
11 1

21 2

1

...

...
.

... ... ...
...

n

n

q qn

c c
c c

C

c c

 
 
 =  
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Управляемость системы – такое ее свойство, когда под действием 
некоторого управления ( )tu  в течение конечного отрезка времени ее 
можно перевести из любого начального состояния 0x  в конечное 1x . 
В этом случае система называется полностью управляемой. 
Наблюдаемость системы – такое ее свойство, когда путем на-

блюдения (измерения) ее выходных величин ( )ty  на конечном ин-
тервале времени можно определить все координаты состояния 
системы. В этом случае система будет полностью наблюдаемой. 
Теорема 13.1. Критерий Калмана управляемости и наблю-

даемости САУ. Линейная система, заданная уравнениями в про-
странстве состояний (формула (13.1), является: 

– полностью управляемой тогда и только тогда, когда матрица 

P = (B  AB  A2B ··· An –1   B)        (13.2) 

имеет ранг n, где n – порядок системы; 
– полностью наблюдаемой тогда и только тогда, когда матрица 

Q = (CT  ATCT  (AT)2 CT ··· (AT)n –1  CT)   (13.3) 

имеет ранг n, где n – порядок системы. 
 
Сведения из курса высшей математики 
1. Квадратная матрица порядка n (Аn×n) имеет ранг n, если ее оп-

ределитель отличен от нуля: |А| ≠ 0. 
2. Знак Т означает операцию транспонирования матрицы. Что-

бы транспонировать матрицу, необходимо поменять местами 
строки и столбцы: 

11 1

21 2

1

...

...
,

... ... ...
...

n

n

q qn

c c
c c

C

c c

 
 
 =  
  
 

  
11 21 1

1 2

...
... ... ... ... .

...

q
T

n n qn

c c c
C

c c c

 
 

=  
 
 

 

3. При умножении матриц матрица-произведение имеет столь-
ко же строк, сколько первая матрица-множитель, и столько же 
столбцов, сколько вторая матрица-множитель. При этом число 
столбцов первой матрицы-множителя должно совпадать с числом 
строк второй матрицы-множителя: 
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11 12 1

11 12 1 121 22 2
11 1

21 22 2 2

1 2

1 2

1 2

...
... ......

...
... ...... ... ... ...

...
... ... ... ... ... ......

... ...... ... ... ...
...

k

j mk
m

j m
i

i i ik

k k kj km k m

n n nk n k

a a a
b b b ba a a

c c
b b b b

c
a a a

b b b b
a a a

×

×

 
         ⋅ =            
 

1

... .
...

j

n nm n mc c
×

 
 
 
 
 

 

Элемент, находящийся в матрице-произведении в ячейке (i, j), ра-
вен скалярному произведению i-го вектора-строки первой матрицы-
множителя и j-го вектора-столбца второй матрицы-множителя: 

1 1 2 2 ... .ij i j i j ik kjc a b a b a b= + + +  

 
Примеры решения задач 

 
Пример 13.1. Система задана уравнениями в пространстве со-

стояний с известными матрицами А и С: 

0 1 2

0 1 0
0 0 1 ,A
a a a

 
 =  
 − − − 

 ( )1 0 0 .C =  

Определить наблюдаемость системы по критерию Калмана. 
Решение. Чтобы определить наблюдаемость системы по 

критерию Калмана, нужно составить матрицу Q (формула (13.3)) и 
определить ее ранг. 
Имеем систему третьего порядка, поэтому в матрице Q будет 

три столбца: 

( )2( ) .T T T T TQ C A C A C=  

Cначала протранспонируем матрицы С и А: 

0

1

0 1 2 2

0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 ,

0 1

T

T

a
A a

a a a a

−   
   = = −   
   − − − −   

     ( )
1

1 0 0 0 .
0

TTC
 
 = =  
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Найдем элементы второго столбца матрицы Q: 

0 0

1 1

2 03 3 3 1 3 1 3 1

0 0 1 0 1 0 0 ( ) 0 0
1 0 0 1 1 0 0 ( ) 0 1 .
0 1 0 0 1 1 0 ( ) 0 0

T T

a a
A C a a

a a
× × × ×

− ⋅ + ⋅ + − ⋅       
       ⋅ = − ⋅ = ⋅ + ⋅ + − ⋅ =       
       − ⋅ + ⋅ + − ⋅       

 

Для нахождения элементов третьего столбца матрицы Q 
возведем в квадрат матрицу АТ: 

0 0
2

1 1

2 23 3 3 3

0 0 0 1 0 2

1 1 0 1 1 2

2

0 0 0 0
( ) 1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 0 1 ( ) 0 0 0 0 0 ( ) 1 0 ( ) 0 ( ) ( ) ( )
1 0 0 1 ( ) 0 1 0 0 0 ( ) 1 1 ( ) 0 ( ) ( ) ( )
0 0 1 1 ( ) 0 0 0 1

T

a a
A a a

a a

a a a a a a
a a a a a a
a

× ×

− −   
   = − ⋅ − =   
   − −   

⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ − + ⋅ − + − ⋅ −
= ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ − + ⋅ − + − ⋅ −

⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ + ⋅ 2 0 1 2 2 3 3

0 0 2

1 0 1 2
2

2 1 2 3 3

0 ( ) 1 0 ( ) 1 ( ) ( ) ( )

0
0 .
1

a a a a a

a a a
a a a a
a a a

×

×

 
  = 
 + − ⋅ ⋅ − + ⋅ − + − ⋅ − 

− 
 = − − + 
 − − + 

 
Тогда третий столбец матрицы Q равен: 

0 0 2
2

1 0 1 2
2

2 1 2 3 3 3 1

0 0 2

1 0 1 2
2

2 1 2 3 1 3 1

0 1
( ) 0 0

1 0

0 1 ( ) 0 0 0
0 1 ( ) 0 ( ) 0 0 .
1 1 ( ) 0 ( ) 0 1

T T

a a a
A C a a a a

a a a

a a a
a a a a
a a a

× ×

× ×

−   
   = − − + ⋅ =   
   − − +   

⋅ + − ⋅ + ⋅   
   = ⋅ + − ⋅ + − + ⋅ =   
   ⋅ + − ⋅ + − + ⋅   

 

Составим матрицу Q: 

1 0 0
0 1 0 .
0 0 1

Q
 
 =  
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Осталось определить ранг матрицы Q. Воспользовавшись п. 1 (Све-
дения из курса высшей математики), найдем определитель матрицы Q: 

1 0 0
0 1 0 1 0.
0 0 1

Q = = ≠  

Таким образом, rank Q = 3, ранг матрицы Q равен порядку сис-
темы, и, по критерию Калмана, система является наблюдаемой. 
Ответ: система наблюдаема. 
Заметим, что в этом примере видно, что определить наблюдае-

мость системы можно, обладая неполной информацией о системе 
(например, в данном случае неизвестными являлись матрицы B, D 
и некоторые параметры матрицы А). 
Пример 13.2. Дана система, граф состояний которой представ-

лен на рис. 13.1.  

 
Рис. 13.1. Граф состояний системы (к примеру 13.2) 

 
Переменные состояния описываются дифференциальными 

уравнениями: 

1 12 ,x x u= − +&  2 1 23 .x dx x= −&  
Найти условие, при котором система будет управляемой. 
Решение. Для того, чтобы определить управляемость системы 

по критерию Калмана, нужно составить матрицу Р (формула (13.2)) 
и определить ее ранг. 
Имеем систему второго порядка, поэтому в матрице Р будет два 

столбца: 

( ).P B AB=  
Из условия запишем матрицы А и В: 

U(s) Y(s) 

1
s

 

1x  

1
s

 

2x  

d 1 1 

–2 –3 
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2 0
,

3
A

d
− 

=  − 
 1

.
0

B  
=  

 
 

Найдем элементы второго столбца матрицы Р: 

2 2 2 1 2 1 2 1

2 0 1 2 1 0 0 2
.

3 0 1 ( 3) 0
AB

d d d
× × × ×

− − ⋅ + ⋅ −       
= ⋅ = =       − ⋅ + − ⋅       

 

Составим матрицу Р: 

1 2
.

0
P

d
− 

=  
 

 

Осталось определить ранг матрицы Р. Согласно п. 1 (Сведения 
из курса высшей математики), если определитель квадратной мат-
рицы отличен от нуля, то ранг матрицы равен ее порядку. Найдем 
определитель матрицы Р: 

1 2
.

0
P d

d
−

= =  

Таким образом, чтобы ранг матрицы Р был равен порядку сис-
темы, ее определитель d должен быть отличен от нуля: 

0.d ≠                     (13.4) 

Следовательно, по критерию Калмана, рассматриваемая система 
будет управляемой, когда выполняется неравенство (13.4). 
Ответ: 0.d ≠  
Пример 13.3. Дана система, описываемая уравнениями:  

2 0 1
,

1 1 1
d
dt

−   
= +   − −   

x x u            ( )1 1 .=y x  

Определить управляемость и наблюдаемость системы по крите-
рию Калмана. 
Решение. Граф состояний системы представлен на рис. 13.2.  
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Рис. 13.2. Граф состояний (к примеру 13.3) 
 
Для того, чтобы определить управляемость системы по 

критерию Калмана, нужно составить матрицу Р (формула (13.2)) и 
определить ее ранг. 
Имеем систему второго порядка, поэтому в матрице Р будет два 

столбца: 

( ).P B AB=  
Из условия запишем матрицы А и В: 

2 0
,

1 1
A

− 
=  − 

 1
.

1
B  

=  − 
 

Найдем элементы второго столбца матрицы Р: 

2 2 2 1 2 1 2 1

2 0 1 2 1 0 ( 1) 2
.

1 1 1 1 1 1 ( 1) 2
AB

× × × ×

− − ⋅ + ⋅ − −       
= ⋅ = =       − − − ⋅ + ⋅ − −       

 

Составим матрицу Р: 

1 2
.

1 2
P

− 
=  − − 

 

Осталось определить ранг матрицы Р. Найдем определитель 
матрицы Р: 

u y 

1
s

1x  

1
s

2x  

1 1 

-1 

–2 

1 

-1 

–1 
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1 2
1 ( 2) ( 1) ( 2) 2 2 4 0.

1 2
P

−
= = ⋅ − − − ⋅ − = − − = − ≠

− −
 

Таким образом, по критерию Калмана (см. п. 1 (Сведения из курса 
высшей математики)), рассматриваемая система является управляемой. 
Для того, чтобы определить наблюдаемость системы по 

критерию Калмана, нужно составить матрицу Q (13.3) и 
определить ее ранг. 
Имеем систему второго порядка, поэтому в матрице Q будет два 

столбца: 

( ).T T TQ C A C=  

Из условия запишем матрицы А и C: 

2 0
,

1 1
A

− 
=  − 

 ( )1 1 .C =  

Протранспонируем матрицы А и С: 

2 0 2 1
,

1 1 0 1

T
TA

− − −   
= =   −   

 ( )
1

1 1 .
1

TTC  
= =  

 
 

Найдем элементы второго столбца матрицы Q: 

2 2 2 1 2 1 2 1

2 1 1 2 1 ( 1) 1 3
.

0 1 1 0 1 1 1 1
T TA C

× × × ×

− − − ⋅ + − ⋅ −       
= = =       ⋅ + ⋅       

 

Составим матрицу Q: 

1 3
.

1 1
Q

− 
=  

 
 

Найдем определитель матрицы Q: 

1 3
1 1 1 ( 3) 1 3 4 0.

1 1
Q

−
= = ⋅ − ⋅ − = + = ≠  
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Поскольку определитель матрицы Q отличен от нуля, то (см. 
п. 1 (Сведения из курса высшей математики)), rank Q = 2, т. е. ранг 
матрицы Q равен порядку системы. 
Таким образом, по критерию Калмана, рассматриваемая система 

является наблюдаемой. 
Ответ: система управляема и наблюдаема. 
 

Задание для самостоятельного решения 
 

Задание. Система задана уравнениями в пространстве состоя-
ний с известными матрицами А, В и С (D = 0): 

,
a b

A
c d

 
=  

 
 ,

e
B

f
 

=  
 

 ( ).C g h=  

Требуется: 
а) определить порядок системы и записать уравнения системы в 

пространстве состояний; 
б) определить управляемость системы по критерию Калмана; 
в) определить наблюдаемость системы по критерию Калмана. 
г)* изобразить граф состояний системы. 
Данные по вариантам приведены в табл. 13.1. 
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Таблица 13.1 

Исходные данные для задания 13.1 

Вариант a b c d e f g h Вариант a b c d e f g h 

Вариант 1 2 3 4 5 1 1 1 1 Вариант 11 5 1 4 1 0 2 1 1 

Вариант 2 3 7 9 5 2 1 2 1 Вариант 12 3 2 0 1 2 1 2 0 

Вариант 3 3 8 7 5 2 2 1 1 Вариант 13 5 1 5 1 0 2 1 1 

Вариант 4 3 7 9 1 2 1 2 1 Вариант 14 1 0 9 1 2 1 1 0 

Вариант 5 1 5 4 1 2 1 0 1 Вариант 15 5 0 2 5 0 1 0 1 

Вариант 6 3 0 9 5 2 1 0 1 Вариант 16 1 0 9 1 2 1 1 0 

Вариант 7 1 0 2 5 0 1 0 1 Вариант 17 5 0 2 5 0 1 0 1 

Вариант 8 3 2 0 1 2 1 2 1 Вариант 18 5 2 4 1 1 0 0 1 

Вариант 9 2 2 0 1 2 1 2 0 Вариант 19 5 0 8 5 5 1 8 0 

Вариант 10 2 3 4 1 0 2 1 1 Вариант 20 9 0 2 8 0 1 0 1 

155 
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Тема 14. ИЗУЧЕНИЕ СИНТЕЗА СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КОРРЕКТИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ 
 

Цель занятия: научиться определять настройки корректирую-
щих устройств (регулятора) при синтезе системы автоматического 
управления. 

 
Вопросы и задания для подготовки к занятию 

 
1. Приведите определение закона регулирования. 
2. Приведите формулы пропорционального закона регулирования. 
3. Приведите формулы интегрального закона регулирования. 
4. Приведите формулы пропорционально-интегрального закона 

регулирования. 
5. Приведите формулы пропорционально-интегрально-

дифференциального закона регулирования. 
6. Перечислите виды корректирующих устройств. 

 
Краткие теоретические сведения 

 
Типовые законы регулирования 
В САР, как правило, используют типовые регуляторы, входным 

сигналом для которых является величина ошибки регулирования е, 
которая определяется как разность между заданным и текущим 
значениями регулируемого параметра. Выходным сигналом явля-
ется величина управляющего воздействия u, подаваемая на объект 
управления.  
Закон регулирования – математическая зависимость, в соответ-

ствии с которой управляющее воздействие на объект формирова-
лось бы безынерционным регулятором в функции от сигнала 
ошибки. 
Пропорциональный закон (П-закон) регулирования 
Управляющее воздействие пропорционально величине ошибки. 

Например, если регулируемый параметр начинает отклоняться от 
заданного значения, то воздействие на объект следует увеличивать 
в соответствующую сторону. Коэффициент пропорциональности 
обозначают KП: 
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u = KП e.   (14.1) 
Тогда передаточная функция П-регулятора имеет вид: 

WР(s) = KП.   (14.2) 

Достоинство данного закона регулирования – в быстродействии. 
Недостаток – в наличии статической ошибки в системе. 
Интегральный закон (И-закон) регулирования  
Управляющее воздействие пропорционально интегралу от ошибки, 

т. е. чем дольше существует отклонение регулируемого параметра от 
заданного значения, тем больше управляющее воздействие: 

И ( )u K e t dt= ∫ .          (14.3) 

Передаточная функция И-регулятора: 

WР(s) = ИK
s

.          (14.4) 

Достоинство данного закона регулирования – в отсутствии ста-
тической ошибки, т. е. при возникновении ошибки регулятор будет 
увеличивать управляющее воздействие, пока не добьется заданного 
значения регулируемой величины. Недостаток – в низком быстро-
действии. 
Пропорционально-интегральный закон  
(ПИ-закон) регулирования  
Регулятор представляет собой два параллельно работающих ре-

гулятора: П- и И-регуляторы (рис. 14.1). Данное соединение соче-
тает в себе достоинства обоих регуляторов: быстродействие и 
отсутствие статической ошибки.  

 
 
 
 
 

Рис. 14.1. ПИ-регулятор 
 

ПИ-закон регулирования описывается уравнением 

П И( ) ( )u K e t K e t dt= + ∫           (14.5) 

П 

И 

е u 
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и передаточной функцией: 

WР(s) = KП + ИK
s

.   (14.6) 

То есть регулятор имеет два независимых параметра (настрой-
ки): KИ – коэффициент интегральной части и KП – коэффициент 
пропорциональной части. 
Пропорционально-интегрально-дифференциальный закон  
(ПИД-закон) регулирования 
Регулятор можно представить как соединение трех параллельно 

работающих регуляторов (рис. 14.2). Закон ПИД-регулирования 
описывается уравнением 

П И Д
( )( ) ( ) de tu K e t K e t dt K

dt
= + +∫              (14.7) 

и передаточной функцией 

WР(s) = KП + ИK
s

 + KД s.       (14.8) 

 

 

 
 

Рис. 14.2. ПИД-регулятор 

ПИД-регулятор, в отличие от других, имеет три параметра на-
стройки: KП, KИ и KД. ПИД-регулятор используется достаточно час-
то, поскольку он сочетает в себе достоинства всех трех типовых 
регуляторов.  
Корректирующее устройство – это такое устройство, которое 

изменяет форму управляющего сигнала, чтобы получаемая система 
удовлетворяла предъявляемым к ней требованиям. 

Виды корректирующих устройств – последовательные, парал-
лельные (обратные связи), коррекция по внешнему воздействию, 
комбинированные. 
Регуляторы также являются корректирующими устройствами. 

П 

И 
е u 

Д 
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Настройка регуляторов формульным методом 
Изменяя (настраивая) параметры регулятора, можно получить 

различные системы, которые могут как управлять объектом в соот-
ветствии с технологическими требованиями, так и привести его в 
неустойчивое состояние. Поэтому стоит задача, во-первых, опреде-
лить настройки, соответствующие устойчивой системе, и, во-
вторых, выбрать из них оптимальные в соответствии с требования-
ми, предъявляемыми к системе. 
Формульный метод определения настроек регуляторов использу-

ется для быстрой и приближенной оценки значений настроек регуля-
торов. Если объект управления представляет собой инерционное 
звено с запаздыванием, т. е. описывается передаточной функцией 

τ( ) ,
1

sKW s e
Ts

−=
+

   (14.9) 

где K – коэффициент усиления;  
      Т – постоянная времени;  
      τ – запаздывание,  
то настройки П-, И-, ПИ- и ПИД-регуляторов могут быть определе-
ны по приведенным в табл. 14.1 формулам в зависимости от того, 
какой вид переходного процесса требуется получить. Во второй ко-
лонке таблицы приведены формулы для апериодического процесса 
без перерегулирования, в третьей – с перерегулированием 20 %, в 
четвертой – для процесса с максимальным быстродействием (про-
цесс может быть сильно колебательным). 

Таблица 14.1 

Формулы для определения коэффициентов регулятора 

Регулятор Апериодический 
процесс 

Процесс  
с перерегулирова-
нием 20 % 

Процесс  
с минимальным  
временем 

регулирования 

П П
0,3
τ
TK

K
=  П

0,7
τ
TK

K
=  П

0,9
τ
TK

K
=  

И 
1

4,5 τИK
K

=  И
1

1,7 τ
K

K
=  И

1
1,7 τ

K
K

=  
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Окончание таблицы 14.1 

Регулятор Апериодический 
процесс 

Процесс  
с перерегулирова-
нием 20 % 

Процесс  
с минимальным  
временем  

регулирования 

ПИ 
П

0,6
τ
TK

K
= , 

И
1
τ

K
K

=  

П
0,7
τ
TK

K
= , 

И
1
τ

K
K

=  

П τ
TK
K

= , 

И
1
τ

K
K

=  

ПИД 

П
0,95
τ
TK

K
= , 

И 2
0,4
τ
TK

K
= , 

Д
0,38TK

K
=  

П
1,2
τ
TK

K
= , 

И 2
0,6
τ
TK

K
= , 

Д
0,48TK

K
=  

П
1,4
τ
TK

K
= , 

И 2
1,08
τ

TK
K

= , 

Д
0,7TK

K
=  

 
 

Пример решения задачи 
 

Пример. По данным табл. 14.2 построить переходную кривую 
объекта, определить параметры передаточной функции объекта, 
рассчитать настройки ПИД-регулятора, обеспечивающие аперио-
дический процесс. 

Таблица 14.2 

Исходные данные для примера 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Y, °С 0,0 4,4 8,8 12,8 16,0 18,8 21,0 22,2 23,8 24,0 
 
Используются следующие обозначения: Х – входное воздейст-

вие объекта, Y – выходное, τ – запаздывание объекта (в табл. 14.2  
не включено). 

∆X = 0,15 кг/см2; ∆Y = 24 °С;  τ = 1 мин. 
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Решение. По данным табл. 14.2 с учетом запаздывания постро-
им график переходной функции (рис. 14.3). 

 

 
Рис. 14.3. График переходной функции заданного объекта 

 
По виду переходной функции можно определить, что переда-

точная функция объекта соответствует формуле (14.9), т. е. объект 
описывается апериодическим звеном первого порядка с запаздыва-
нием. Определим ее параметры. По условию, τ = 1 мин. Проведем 
графоаналитическую обработку переходной функции (см. рис. 
14.3). Касательная, проведенная к графику к точке t = 1, пересекает 
линию установившегося значения при t = 6, таким образом, полу-
чаем, что Т = 5 мин. Найдем коэффициент передачи K по формуле 

.YK
X

∆
=

∆
 

24 160.
0,15

K = =  

Тогда передаточная функция объекта равна 

160( ) .
5 1

sW s e
s

−=
+

 

По условию, нужно рассчитать настройки ПИД-регулятора, 
обеспечивающие апериодический процесс. Следовательно, можно 
воспользоваться формульным методом.  

Y 

t 
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Передаточная функция ПИД-регулятора приведена в выражении 
(14.8) и имеет три параметра: KП, KИ и KД. В соответствии с форму-
лами (табл. 14.1) найдем значения этих параметров: 

0,95 0,95 5 0,029 687 5,
τ 160 1
TK

KΠ
⋅

= = =
⋅

 

И 2 2

0,4 0,4 5 0,0125,
τ 160 1
TK

K
⋅

= = =
⋅

 

Д
0,38 0,38 5 0,011 875.

160
TK

K
⋅

= = =  

Окончательно получаем, что передаточная функция регулятора 
имеет вид: 

WР(s) = 0,029 687 5 + 0,0125
s

 + 0,011 875 s. 

Ответ: для обеспечения апериодического процесса в систему 
необходимо ввести последовательное корректирующее устройство 
в виде ПИД-регулятора с передаточной функцией 

WР(s) = 0,029 687 5 + 0,0125
s

 + 0,011 875 s. 

 
Задание для самостоятельного решения 

 
Задание. По табличным данным построить переходную кривую объ-

екта, определить параметры передаточной функции объекта, рассчитать 
настройки регулятора, удовлетворяющие заданным требованиям. 
Используются следующие обозначения:  Х – входное воздейст-

вие объекта, Y – выходное, τ – запаздывание объекта (в таблицы 
не включено). 

Вариант № 1. П-закон регулирования, апериодический процесс: 
∆X = 0,15 кг/см2; ∆Y = 27 °С;  τ = 1 мин. 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Y, ºС 0,0 4,0 8,3 12,8 16,5 19,2 21,3 23,3 25,0 27,0 
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Вариант № 2. И-закон регулирования, апериодический процесс: 
∆X = 15 кПа; ∆Y = 150 мм;  τ = 0,15 мин. 

t, 
мин 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50 2,75 3,00 

Y, 
мм 0 9 20 34 52 79 108 124 136 143 148 149,7 150 

Вариант № 3. ПИ-закон регулирования, апериодический процесс: 
∆X = 90 м3/ч;  ∆Y = 150 °С;  τ = 0,1 мин. 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Y, ºС 0 9 20 34 52 79 108 124 136 143 148 149,7 150 

Вариант № 4. ПИД-закон регулирования, апериодический процесс: 
∆X = 0,5 кг/см2;  ∆Y = 8 °С;  τ = 1 мин. 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
Y, ºС 0 0 0,3 0,9 2,3 4 4,9 5,6 6,1 6,6 6,9 7,2 7,4 7,5 7,5 7,5 

Вариант № 5. П-закон регулирования, процесс с 20%-ным пере-
регулированием: ∆X = 0,5 кг/см2;  ∆Y = 36 °С;  τ = 1 мин. 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Y, ºС 0 4,0 8,3 12,8 16,5 19,2 21,3 23,3 25,0 27,0 28,5 
 

t, мин 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 
Y, ºС 30,0 30,8 31,7 32,4 33,0 33,6 34,1 34,7 35,0 35,5 36,0 

Вариант № 6. И-закон регулирования, процесс с 20%-ным пере-
регулированием: ∆X = 0,1 кг/см2;  ∆Y = 7 °С;  τ = 0,35 мин. 

t, мин 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Y, ºС 0,3 1,1 2,4 3,6 4,45 5,1 5,7 6,2 6,5 6,75 6,9 7,0 

Вариант № 7. ПИ-закон регулирования, процесс с 20%-ным пе-
ререгулированием: ∆X = 0,25 кг/см2;  ∆Y = 7,5 °С;  τ = 0,5 мин. 

t, мин 0 0,5 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
Y, ºС 0 0 0,3 0,9 2,3 4 4,9 5,6 6,1 6,6 6,9 7,2 7,4 7,5 7,5 7,5 7,5 
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Вариант № 8. ПИД-закон регулирования, процесс с 20%-ным 
перерегулированием: ∆X = 0,055 кг/см2;   ∆Y = 0,149 %;  τ = 40 с.  

t, мин 0 20 50 80 110 140 170 200 230 260 
Y, % 0 0,009 0,032 0,060 0,089 0,116 0,130 0,141 0,149 0,149 

Вариант № 9. П-закон регулирования, процесс с минимальным 
временем регулирования: ∆X = 0,2 кг/см2;  ∆Y = 23 °С;  τ = 0,5 мин. 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
Y, ºС 0 0,6 1,8 3,6 5,8 8,2 11,2 14 16,4 

 
t, мин 9 10 11 12 13 14 15 16 
Y, ºС 18,2 20,2 21,4 22 22,4 22,6 22,8 23 

Вариант № 10. И-закон регулирования, процесс с минимальным 
временем регулирования: ∆X = 0,2 кг/см2;   ∆Y = 30 °С;  τ = 1 мин. 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Y, ºС 0 2 5 8 10 12 15 18 25 27 30 30 30 

Вариант № 11. ПИ-закон регулирования, процесс с минимальным 
временем регулирования: ∆X = 0,3 кг/см2;  ∆Y = 7,0 °С;  τ = 0,2 мин. 

t, мин 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 

Y, ºС 0 0,42 1,33 2,31 3,43 4,55 5,46 6,02 6,44 6,72 6,86 7,00 

Вариант № 12. ПИД-закон регулирования, процесс с минимальным 
временем регулирования: ∆X = 0,25 кг/см2;  ∆Y = 50 °С;  τ = 2 мин 45 с. 

t, мин 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 

Y, ºС 0 1 5 13 21 30 36 41 45 48 49 50 50 

Вариант № 13. П-закон регулирования, апериодический про-
цесс:  ∆X = 0,08 кг/см2;   ∆Y = 6 °С;  τ = 2 мин. 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Y, ºС 0 0,3 0,9 2 3,2 3,9 4,4 4,8 5,1 5,3 
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t, мин 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
Y, ºС 5,4 5,5 5,5 5,6 5,6 5,7 5,7 5,8 5,8 5,9 

Вариант № 14. И-закон регулирования, апериодический про-
цесс: ∆X = 0,15 кг/см2;  ∆Y = 3,8 т/ч;  τ = 3 мин. 

t, мин 0 9 15 21 27 33 39 45 51 57 63 69 75 78 
Y, т/ч 0 0,65 2,23 2,85 3,2 3,4 3,53 3,62 3,67 3,72 3,75 3,77 3,79 3,8 

Вариант № 15. ПИ-закон регулирования, апериодический про-
цесс: ∆X = 0,2 кг/см2;   ∆Y = 22,6 °С;  τ = 30 с. 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 

Y, ºС 0 2,2 6 9,2 11,6 13,8 15,7 17,5 
 

t, мин 8 9 10 11 12 13 14 

Y, ºС 19,1 20,4 21,3 21,9 22,3 22,5 22,6 

Вариант № 16. ПИД-закон регулирования, апериодический 
процесс: ∆X = 0,1 кг/см2;  ∆Y = 5,5 °С;  τ = 0,55 мин. 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Y, ºС 0 0,133 0,7 2,2 3,733 4,62 5,0 5,23 5,34 5,4 5,43 5,47 5,5 

Вариант № 17. П-закон регулирования, процесс с 20%-ным пе-
ререгулированием: ∆X = 0,3 кг/см2;  ∆Y = 6,5 °С;  τ = 1 мин. 

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Y, ºС 0 0,5 1,6 3,0 4,3 5,2 5,6 6,0 6,2 6,35 6,45 6,5 

Вариант № 18. И-закон регулирования, процесс с 20%-ным пе-
ререгулированием: ∆X = 9 м3/ч;  ∆Y = 150 °С;  τ = 0,1 мин.  

t, мин 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Y, ºС 0 9 20 34 52 79 108 124 136 143 148 149,7 150 

Вариант № 19. ПИ-закон регулирования, процесс с 20%-ным 
перерегулированием: ∆X = 0,055 кг/см2;  ∆Y = 1,5 %;  τ = 40 с.   
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t, мин 0 20 50 80 110 140 170 200 230 260 

Y, % 0 0,09 0,32 0,60 0,89 1,16 1,30 1,41 1,49 1,49 

Вариант № 20. ПИД-закон регулирования, процесс с 20%-ным 
перерегулированием: ∆X = 2 кг/м2;  ∆Y = 14,0 °С;  τ = 0,3 мин. 

t, 
мин 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 

Y, ºС 0 0,84 2,66 4,62 6,86 9,10 10,92 12,04 12,88 13,44 13,72 14,00 
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Тема 15. ИЗУЧЕНИЕ ОПИСАНИЯ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ  
В ПЕРЕМЕННЫХ СОСТОЯНИЯ 

 
Цель занятия: изучить описание систем автоматического 

управления в переменных состояния. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Приведите определения графа состояний системы. 
2. Перечислите правила построения графа состояний системы. 
3. Приведите формулу Мезона. 

 
Краткие теоретические сведения 

 
Граф состояний системы – способ графического представле-

ния уравнений системы в пространстве состояний. 
При построении графа состояний по известной структурной 

схеме прямоугольник структурной схемы соответствует ветви, ли-
ния передачи сигнала – узлу. 

Правила построения графа состояний системы: 
1) каждому узлу (вершине) графа соответствует переменная рас-

сматриваемой системы; 
2) каждая ветвь (ребро) графа имеет узел-начало х – входная ве-

личина, и узел-конец у – выходная величина, получаемая из вход-
ной в результате преобразования (передачи)  ветви; 

3) если из узла выходят несколько ветвей, то все они имеют 
одинаковую входную величину; 

4) если к одному узлу подходят несколько ветвей, то перемен-
ная, соответствующая этому узлу, равна сумме выходных перемен-
ных этих ветвей. 
Узлы графа состояний делятся:  
– на обычные, имеющие как подходящие, так и отходящие ветви; 
– источники, имеющие только отходящие ветви; 
– стоки, имеющие только подходящие ветви. 
Любой узел можно превратить в сток с помощью ветви с пере-

дачей, равной единице.  
Сигнал, который находится в источнике, является независимой 

переменной. 
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Путь между любыми двумя узлами графа – непересекающаяся 
последовательность ветвей между этими узлами с одним и тем же 
направлением стрелки. 
Передача пути Pij – произведение передач ветвей, входящих 

в путь между узлами i и j. 
Контур – замкнутая непересекающаяся последовательность вет-

вей, ориентированная в одном и том же направлении. 
Передача контура Li – произведение передач ветвей, образую-

щих контур. 
Передача графа Тij – отношение выходной величины хj к вход-

ной величине хi, причем хi есть источник, т. е. величина независи-
мая: Тij  = хj / хi. 
Передача графа находится по формуле Мезона: 

[ ]

[ ]

*
1 2

1 1
*

1 2

(1 )(1 )...(1 )
,

(1 )(1 )...(1 )

v v

k k k u
k k

ij
u

P P L L L
T

L L L
= =

∆ − − −
= =

∆ − − −

∑ ∑
             (15.1) 

где Pk – передача k -го пути, число которых равно v;  
      Δk – алгебраическое дополнение k-го пути, представляющего 
собой определитель графа Δ, из которого исключены все контуры, 
которых касается k-й путь (поэтому в числителе знак *); 
      Δ – определитель графа;  
      * – учитываются произведения только не касающихся (даже в 
точке) контуров, число которых равно u.  
 
Заметим, что в случае, когда k-й путь касается всех контуров, Δk = 1. 
Модель системы в виде графа с переменными состояния в узлах 

легко получить по передаточной функции. При этом возможны не-
сколько комбинаций переменных состояния и, следовательно, 
можно изобразить несколько различных графов состояния. В об-
щем случае передаточную функцию можно представить в виде 

1
1 1 0

1
1 1 0

( ) ...( ) ,
( ) ...

m m
m

n n
n

Y s s b s b s bW s
U s s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +
= =

+ + + +
     (15.2) 

где n ≥ m и все коэффициенты а и b – действительные числа.  
 
Умножив числитель и знаменатель на ns− , получим 
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( ) ( 1) ( 1)
1 1 0

1 ( 1)
1 1 0

...( ) .
1 ...

n m n m n n
m

n n
n

s b s b s b sW s
a s a s a s

− − − − + − − −
−

− − − −
−

+ + + +
=

+ + + +
           (15.3) 

В соответствии с формулой Мезона (15.1) видно, что в знаменателе 
расположены коэффициенты передачи контуров с обратной связью, в 
числителе – коэффициенты передачи прямых путей. 
Заметим, что в случае, когда все контуры с обратной связью 

являются касающимися, а все прямые пути, в свою очередь, 
касаются этих контуров, то формула (15.1) принимает вид: 

1

1

Сумма коэффициентов передачи прямых путей .
1 Сумма коэффициентов передачи контуров1

v

k
k

ij v

q
q

P
T

L

=

=

= =
−−

∑

∑
   (15.4) 

Чтобы проиллюстрировать получение сигнального графа в 
терминах переменных состояния, рассмотрим сначала 
передаточную функцию четвертого порядка: 

0
4 3 2

3 2 1 0
4

0
1 2 3 4

3 2 1 0

( )( )
( )

.
1

Y s bW s
U s s a s a s a s a

b s
a s a s a s a s

−

− − − −

= = =
+ + + +

=
+ + + +

 (15.5) 

Поскольку система имеет четвертый порядок, для ее описания 
понадобятся четыре переменных состояния (х1, х2, х3, х4). В формуле 
Мезона знаменатель передаточной функции можно рассматривать 
как 1 минус сумма коэффициентов передачи контуров, числитель – 
как коэффициент передачи прямого пути графа. Граф состояния 
должен содержать минимальное число интеграторов, равное порядку 
системы. Следовательно, для графического представления данной 
системы потребуются четыре интегратора. Соответствующие узлы и 
интеграторы графа состояний даны на рис. 15.1. Наиболее простая 
конфигурация из этих элементов, соответствующая передаточной 
функции, представлена на рис. 15.2, анализируя который можно ви-
деть, что все контуры являются касающимися и, следовательно, пе-
редаточная функция имеет вид выражения (15.5): коэффициент 
передачи прямого пути равен 4

0 /b s , знаменатель равен 1 минус 
сумма коэффициентов передачи всех контуров. 
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Рис. 15.1. Узлы и интеграторы графа для системы четвертого порядка 

Рис. 15.2. Граф состояния для W(s), соответствующей выражению (15.5) 
 
Рассмотрим передаточную функцию четвертого порядка, в ко-

торой числитель является полиномом переменной s: 
3 2 1 2 3 4

3 2 1 0 3 2 1 0
4 3 2 1 2 3 4

3 2 1 0 3 2 1 0

( ) .
1

b s b s b s b b s b s b s b sW s
s a s a s a s a a s a s a s a s

− − − −

− − − −

+ + + + + +
= =

+ + + + + + + +
 (15.6) 

Слагаемые в числителе представляют собой коэффициенты пе-
редачи прямых путей в формуле Мезона. Прямые пути касаются 
всех контуров, поэтому граф состояний выглядит так, как пред-
ставлено на рис. 15.3. 

 
Рис. 15.3. Граф состояния для W(s), соответствующей выражению (15.6) 

 

U(s) Y(s)
1
s

 

4x
 

4x&  

1
s

 

3x  3x&  

1
s

 

2x  2x&  

1
s

 

1x  1x&  

U(s) Y(s) 

1
s

 

4x

1
s

 

3x  

1
s

 

2x  

1
s

 

1x  

1 b0 

-a0 

-a1 
-a2 

-a3 

U(s) Y(s) 

1
s

 

4x
 

1
s

 

3x  

1
s

 

2x  

1
s

 

1x  

1 

b0 

-a0 

-a1 
-a2 

-a3 

b1 

b2 

b3 



 

 171 

Прямые пути имеют коэффициенты передачи 3 / ,b s  2
2 / ,b s 3

1 /b s  
и 4

0 / ,b s  что соответствует числителю передаточной функции. На-
помним, что в числителе формулы Мезона всегда содержатся члены 
числителя передаточной функции, т. е. сумма прямых путей от входа 
системы к ее выходу. Общий вид графа, представляющего переда-
точную функцию, заданную выражением (15.6) на рис. 15.3, включа-
ет в себя n контуров с коэффициентами an и m прямых путей с 
коэффициентами передачи bm. Такое изображение графа состояний 
называется представлением в форме фазовой переменной. 
 

Примеры решения задач 
 

Пример 15.1. Составить граф состояний для RLC-цепи (см. при-
мер 3.1) и найти ее передаточную функцию, воспользовавшись 
формулой Мезона. 
Решение. В примере 3.1 было получено уравнение рассматри-

ваемой RLC-цепи в переменных состояния: 

1

1

22

( )
( )0 1/ 1/

( ),
( )( ) 1/ / 0

dx t
x tC Cdt u t
x tdx t L R L

dt

 
  −     

= +      −       
 

 

или 

1
2

2
1 2

( ) 1 1( ) ( ),

( ) 1 ( ) ( );

dx t x t u t
dt C C

dx t Rx t x t
dt L L

 = − +

 = −


         (15.7) 

2( ) ( ).R Ly t u Ri Rx t= = =  
Передаточная функция рассматриваемой RLC-цепи имеет вид: 

2

( ) α( ) ,
( ) β γ

Y sW s
U s s s

= =
+ +

         (15.8) 

где α, β и γ – функции параметров цепи R, L и С. Значения α, β и γ 
можно определить по графу состояний, отображающему 
дифференциальные уравнения, описывающие электрическую цепь. 
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По уравнениям (15.7) можно составить граф состояний (рис. 15.4). 

Рис. 15.4. Граф состояний для RLC-цепи 
 
На рис. 15.4 через 1/s обозначен символ интегрирования. По 

формуле Мезона (15.1), получаем передаточную функцию: 
2

2 2

2

( ) / ( ) / ( )( )
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.
1

Y s R LCs R LCW s
U s R Ls LCs s R L s LC

R
LCs RCs

= = = =
+ + + +

=
+ +

    (15.9) 

Ответ: искомый граф состояний изображен на рис. 15.4, 
передаточная функция  

( )W s = 2 .
1

R
LCs RCs+ +

 

Пример 15.2. Составить граф состояний системы управления 
(рис. 15.5) в форме фазовой переменной. 

Рис. 15.5. Одноконтурная система управления (к примеру 15.2) 
 

Решение. Запишем передаточную функцию заданной замкнутой 
системы управления: 
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Умножая числитель и знаменатель на s-3, получим: 
1 32

1 2 3
( ) 2 8 6( ) .
( ) 1 8 16 6

Y s s s sW s
U s s s s

− −−

− − −

+ +
= =

+ + +
  (15.11) 

Модель в виде графа в форме фазовой переменной изображена 
на рис. 15.6. В этой модели выходной сигнал образуется как линей-
ная комбинация переменных состояния.  

 
Рис. 15.6. Граф состояний в форме фазовой переменной (к примеру 15.2) 

 
Для данного графа уравнение состояния имеет вид: 
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выходное уравнение: 

( )
1

2

3

( )
( ) 6 8 2 ( ) .

( )

x t
y t x t

x t

 
 =  
 
 

  (15.13) 

Ответ: искомый граф состояний представлен на рис. 15.6. 
 

Задания для самостоятельного решения 
 

Задание 15.1. Составить граф состояний САР, рассмотренной 
при выполнении задания 7.1. 
Задание 15.2.* Составить граф состояний объекта, рассмотрен-

ного при выполнении задания 3.1. 
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Тема 16. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ 
ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ 
 

Цель занятия: научиться определять передаточные функции 
дискретных систем автоматического управления и их устойчивость. 

 
Вопросы и задания для подготовки к занятию 

 
1. Приведите определение решетчатой функции. 
2. Приведите определение дискретного преобразования Лапласа. 
3. Приведите определение Z-преобразования. 
4. Приведите определение дискретной передаточной функции. 
5. Сформулируйте условие устойчивости дискретных систем. 
6. Приведите формулу билинейного преобразования. 
7. Сформулируйте критерий Гурвица устойчивости дискретных 

систем. 
 

Краткие теоретические сведения 
 

Понятие решетчатой функции 
Решетчатая функция – это функция, значения которой опре-

делены лишь в некоторые, тактовые моменты времени:  

x [nT0] = x(t);    t = nT0,   n = 0, 1, 2, ...,  (16.1) 

где k – номер дискреты;  
      Т0 – период дискретизации. 
 
При этом непрерывная функция является огибающей решетча-

той функции.  
Аргумент решетчатой функции, в отличие от непрерывных, за-

ключен в квадратные скобки. 
Заданной непрерывной функции x(t) соответствует однозначная 

решетчатая функция х[nT0] (при заданном Т0). 
Обратного однозначного соответствия между решетчатой и непре-

рывной функцией в общем случае не существует, так как через орди-
наты решетчатой функции можно провести множество огибающих. 
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Часто отсчеты по шкале времени удобно вести в целочисленных 
единицах периода квантования Т0. С этой целью вместо переменной 
t непрерывной функции вводят новую переменную n = t/T0, при этом 
непрерывной функции x(t) будет соответствовать решетчатая 
функция х(n) ≡ xn. 

 
Описание дискретных преобразований 
Дискретное преобразование Лапласа – это преобразование 

решетчатой функции x[nT0] в функцию X*(s) комплексного пере-
менного s, определяемого соотношением: 

0
0

0
( ) [ ] ,snT

n
X s x nT e

∞
−∗

=

= ∑                  (16.2) 

где σ ωs j= +  – оператор Лапласа;  
       x[nT0] – решетчатая функция (оригинал);  
       X*(s) – изображение. 
 
Для обозначения операции дискретного преобразования Лапла-

са используется символ L*: 

( )0( ) [ ] .X s L x nT∗ ∗=     (16.3) 

Из формулы (16.2) непосредственно следует, что изображение ре-

шетчатой функции является периодическим с мнимым периодом 
0

2πj
T

 

в силу периодичности экспоненциальной функции. Таким образом: 

* *

0

2π ( ),jX s m X s
T

 
+ = 

 
 m = 0, 1, 2, …            (16.4) 

Вследствие этого изображение X*(s) рассматривают в полосе 
частот, которая называется основной полосой: 

0

π
T

−  < Im s 
0

π .
T

≤    (16.5) 
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В инженерных расчетах импульсных систем наибольшее рас-
пространение имеет так называемое Z-преобразование, получаю-
щееся из выражения (16.2) заменой  0 :sTz e=  

( )0 0
0

( ) [ ] [ ] .n

n
X z Z x nT x nT z

∞
−

=

= = ∑   (16.6) 

 
Связи между изображениями X(s), X*(s) и X(z) 
Изображение X*(s) решетчатой функции x[nT0] связано с изо-

бражением X(s) порождающей непрерывной функции x(t) следую-
щей зависимостью: 

0 0

1 2π (0)( ) ,
2m

xX s X s j m
T T

∞
∗

=−∞

 
= + + 

 
∑   (16.7) 

для сокращенной записи которой используют следующее обозначение: 

( )( ) ( ) .X s D X s∗ =              (16.8) 

Связь между изображениями X*(s) и X(s) может быть выражена 
другой, более удобной для непосредственного использования, за-
висимостью: 

0 0( )
1 1

1( ) Res ( ) Res ( ) ,
1

i i

r r

T s c T c
i ic s c s

zX s X s X s
e z e

∗
− −

= == =

= =
− −∑ ∑     (16.9) 

где 0 ,sTz e=  si;  
      i = 1, 2, … ;  
      r – полюсы изображения X(s).    
 
При применении формулы (16.9) удобно использовать 

соотношение: 

1

1

1

( ) ( )Res ,
( ) ( )s s

a s a s
b s b s=

=
′

   (16.10) 

где s1 – полюс b(s). 
 
Для Z-изображения выполняется следующее соотношение: 
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00 0

1 2 (0)( ) .
2sTm e z

xX z X s j m
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= + + 

 
∑              (16.11) 

С учетом выражений (16.2) и (16.6), Z-изображение получается 
как результат применения к оригиналу х[nT0] или изображению 
Х(s), L*- или, соответственно, D -преобразования с последующей 
заменой 0 .sTe z=  
В табл. 16.1 представлены Z-изображения некоторых наиболее 

часто встречающихся функций.  
Таблица 16.1 

Z-преобразование некоторых функций 

x(t) X(s) x[nT0] X(z) 
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−
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z d
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Дискретная передаточная функция 
Дискретная передаточная функция – отношение  

Z-преобразований решетчатых функций выходной и входной величин 
звена или системы при нулевых начальных условиях:  
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0

0

( ( )) ( )( ) .
( ( )) ( )

Z y nT Y zW z
Z x nT X z

= =            (16.12) 

Аналогично можно определить дискретную передаточную 
функцию как отношение результатов дискретного преобразования 
Лапласа решетчатых функций выходной и входной величин звена 
или системы при нулевых начальных условиях.  

0

0

( ( )) ( )( ) .
( ( )) ( )

D y nT Y sW s
D x nT X s

∗
∗

∗= =           (16.13) 

Следует отметить, что дискретная передаточная функция уста-
навливает связь только между дискретными значениями непрерыв-
ных сигналов.  
Дискретную передаточную функцию можно получить несколь-

кими способами. 
1. Прямой способ. Находится Z-преобразование входного и вы-

ходного сигналов Y(z) и X(z); определяется дискретная передаточ-
ная функция по формуле (16.12). 

2. Через импульсную переходную характеристику w(t): 

( ) ( ( )).W z Z w t=                            (16.14) 

3. Через переходную характеристику непрерывной части: 

1( ) ( ( )).zW z Z h t
z
−

=    (16.15) 

4. Существуют также приближенные методы определения дис-
кретной передаточной функции. 

 
Определение устойчивости дискретных систем  
в форме Z-преобразования 
Представим σ ωi i is j= +  – корни характеристического уравне-

ния некоторой непрерывной системы. Имеем 
(σ ω ) σ ω , 1, ,i i i ij T T j T

iz e e e i n+= = =  т. е. реальная часть корней is  влияет 
лишь на модуль корней на плоскости ,z  так как σ , 1,iT

iz e i n= = . 
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Условие устойчивости на плоскости комплексного переменного 
s, как известно, имеет вид Re 0, 1, .is i n< =  Отсюда следует, что 
условие устойчивости линейных дискретных систем на плоскости z 
имеет вид: 

1, 1, .iz i n< =                         (16.16) 

Геометрически это условие означает, что на комплексной плоско-
сти z все корни характеристического уравнения устойчивой линей-
ной дискретной системы с дискретной передаточной функцией 
(16.12) располагаются в круге единичного радиуса (рис. 16.1, круг 
заштрихован).  

1

j

iz

Im

Re

           
Рис. 16.1. Корни характеристического уравнения дискретной системы 

 
Действительно, применение Z-преобразования отображает ос-

новную полосу на плоскость z, отрезок мнимой оси 
π / ω π /T T− ≤ ≤  – в окружность единичного радиуса, левую часть 
полосы – в круг единичного радиуса. 

 
Определение устойчивости дискретных систем  
в форме билинейного преобразования (w-преобразования)  
Билинейное преобразование (w-преобразование, преобразование 

Мизеса) отображает круг единичного радиуса в плоскости z во всю 
левую полуплоскость плоскости w при использовании подстановки: 

1
1

wz
w

+
=

−
 или 1.

1
zw
z

−
=

+       
(16.17) 
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Установим связь между плоскостями z и w (рис. 16.2). 
 

 

 

 

 

 

 
Рис. 16.2. Связь между плоскостями z и w 

 
1. Приz = 1, w + 1 = w – 1, что соответствует оси j. 
2. Приz < 1, w + 1 < w – 1 – соответствует левой полу-

плоскости пл. W. 
3. Приz > 1, w + 1 > w – 1 – соответствует правой полу-

плоскости. 
Данная замена преобразовывает круг на плоскости z в левую по-

луплоскость плоскости w, поэтому условие устойчивости на плоско-
сти w имеет вид Re w < 0, что и позволяет сформулировать условие 
устойчивости дискретных систем: дискретная система автомати-
ческого управления устойчива, если все корни ее характеристиче-
ского уравнения расположены в левой полуплоскости плоскости w. 
Следовательно, при использовании билинейного преобразова-

ния условия устойчивости непрерывных систем можно использо-
вать для дискретных систем управления. 

 
Критерий Гурвица 
Критерий устойчивости Гурвица можно использовать при при-

менении билинейного преобразования. Рассмотрим алгоритм его 
использования. 

1. Записываем характеристическое уравнение A(z) = 0: 
1 2

0 1 2 ... 0.n n n
na z a z a z a− −+ + + + =   (16.18) 

–1 1 

+ 

пл. z Im 

Re 

w 
+ 

 –1  +1 –1                        +1      –1         +1 

пл. w Im 

m 

Re 
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2. Выполняем подстановку 1 ,
1

wz
w

+
=

−
 при этом получим характе-

ристическое уравнение А(w) = 0, т. е. в форме билинейного преоб-
разования: 

1 2
0 1 2 ... 0.n n n

na w a w a w a− −′ ′ ′ ′+ + + + =             (16.19) 

3. Составляем определитель Гурвица: 

1 3 5

0 2 4

1 3

       ...  0
       ...  0
 0        ...  0

.
..........................
..........................
 0  0    0   0  

n

n

a a a
a a a

a a

a

′ ′ ′
′ ′ ′

′ ′
∆ =

′

                        (16.20) 

4. Определяем устойчивость так же, как и для непрерывных сис-
тем. Линейная дискретная система устойчива, если при 0 0a′ >  оп-
ределитель Гурвица (формула (16.20)) и все его диагональные 
миноры положительны. 
В частности, критерий Гурвица позволяет найти критические по 

устойчивости значения параметров дискретных систем. 
 

Примеры решения задач 
 

Пример 16.1. Найти изображение Х*(s), соответствующее изо-

бражению по Лапласу: 1( ) .
β

X s
s

=
+

 

Решение. Для нахождения искомого изображения воспользуем-
ся формулой (16.9) D -преобразования в форме: 

0 0

0

0 0 0 0 0 0

β

( β) β β
β

1 1 1( ) Res
β β 1

1 1 1 1 .
( β) 11 1

T s T c
c

T s

T s T T s T T s T
c

X s D
s s e e

e
c e e e e e e

∗
−

=−

− − − − −
=−

 
= = ⋅ = + + − 

= ⋅ = ⋅ =
′+ − − −
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Ответ: 
0

0 0β
( ) .

T s

T s T
eX s

e e
∗

−=
−

 

Пример 16.2. Непрерывная часть системы представляет собой 
интегрирующее звено с передаточной функцией ( ) / .W s k s=  Найти 
дискретную передаточную функцию ( ).W z∗  
Решение. Для нахождения искомой дискретной передаточной 

функции воспользуемся формулой (16.14). 
Найдем функцию веса непрерывной части системы: 

( ) ( )1 1( ) ( ) / .w t L W s L k s k− −= = =  
При этом дискретная (решетчатая) весовая функция представля-

ет собой ступенчатый дискретный сигнал ( ) [ ]w t k nT=  с амплиту-
дой, равной k. 
Тогда, имея в виду, что (в соответствии данными табл. 16.1): 

( )1[ ] ,
1

zZ nT
z

=
−

 

имеем 

( )[ ] ( ).
1

kzZ k nT W z
z

∗= =
−

 

Это выражение представляет собой передаточную функцию им-
пульсного фильтра, которая является дискретным оператором пре-
образования двух последовательно включенных элементов: 
импульсного элемента (ИЭ) и непрерывной части системы (НЧ) 
(рис. 16.3).  

Рис. 16.3. Схема импульсного фильтра 

x(t) y 
НЧ 

y* 

x(nT) 
ИФ 

W*
ф(z) 

ИЭ 
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Ответ: ( ) .
1

kzW z
z

∗ =
−

 

Заметим, что дискретная передаточная функция последователь-
но включенных непрерывных звеньев не равна произведению дис-
кретных передаточных функций этих звеньев, т. к. для этого 
требовалось бы иметь импульсные элементы перед каждым  
непрерывным звеном. Поэтому для нахождения передаточной 
функции сложной дискретной системы необходимо свести всю не-
прерывную часть в одно непрерывное звено, на входе которого 
стоит один импульсный элемент (рис. 16.5). 
Пример 16.3. Передаточная функция непрерывной части систе-

мы имеет вид:  

( ) .
( 1)

kW s
s Ts

=
+

 

Найти дискретную передаточную функцию ( ).W z∗  
Решение. Для нахождения искомой дискретной передаточной 

функции воспользуемся формулой (16.16). 
Найдем переходную характеристику. Изображение выходного 

сигнала находится из выражения ( ) / .W s s  
Разложим дробь ( ) /W s s  на простейшие дроби (см.: Тема 2. 

Краткие теоретические сведения), получим: 

2 2
( ) 1 .

( 1) 1/
W s k T Tk

s s Ts s s s T
− = = + + + + 

 

Тогда  

( )1 /( )( ) .t TW sh t L k T t T e
s

− − = = − + + ⋅ 
 

 

С помощью Z-изображений для типовых функций  (см. табл. 16.1) 
найдем: 

( ) ( )/ 0
2( ) ( ) ,

1 ( 1)
t T Tz T z TzZ h t Z k T t Te k

z z z d
−  −

= − + + = + + − − − 
 

где 0 / .T Td e−=  
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Окончательно по формуле (16.16) получим: 

0 0

0 0
/ /2

1 ( 1)( ) .
1 ( 1) 1T T T T

z Tz T z Tz T T zW z k k T
z z z z e z z e

∗
− −

 − − − = + + = − + +   − − − − −  
 

Ответ: 
0

0
/

( 1)( ) .
1 T T

T T zW z k T
z z e

∗
−

− = − + + − − 
 

Пример 16.4. Исследовать устойчивость дискретной системы с 
характеристическим полиномом 2( ) 0,4 0,5.A z z z= − +  
Решение. Корни заданного полинома, очевидно, равны 

1,2 0,2 0,46.z j= ±  Их модули – 2
1,2 0,2 0,46 0,707 1.z = + = <  Сле-

довательно, заданная дискретная система является устойчивой.  
Ответ: дискретная система устойчива. 
Пример 16.5. Определить устойчивость дискретной системы с 

передаточной функцией: 

( )( )
*

3
3( ) .

3 4 3 4
W z

z j z j
=

+ − + +
 

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид: 

( )( )3 4 3 4 0.z j z j+ − + + =  
Определим корни характеристического уравнения: 

1 3 4,z j= − +  2 3 4.z j= − −  
Определим модуль корней:  

2 2 2 2
1 σ ω 3 4 5.z = − = + =  

Система неустойчива, так как модуль корней ее характеристиче-
ского уравнения не меньше единицы. 
Ответ: дискретная система неустойчива. 
Пример 16.6. Определить устойчивость дискретной системы, 

если передаточная функция разомкнутой системы в форме  
Z-преобразования имеет вид: 
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P ( ) .
( 1)( 1)

kzW z
z z

=
− +

 

Решение. Передаточная функция замкнутой дискретной систе-
мы в форме Z-преобразования: 

3( ) .
( 1)( 1)

kzW z
z z kz

=
− + +

 

Характеристическое уравнение имеет вид: 
2 1 0.z kz+ − =  

Применим критерий Гурвица. 
Выполним билинейное преобразование по формуле (16.17): 

21 1 1 0.
1 1

w wk
w w

+ +   + − =   − −     
Получим: 

2 4 0.kw w k+ − =  
Имеем 0 0,a k′ = >  составим определитель Гурвица: 

2

4 0
 .
k k

∆ =
−

 

Выполним проверку: 

1 4 0,∆ = >  

2

4 0
 4 0 4 0.k k k
k k

∆ = = − − ⋅ = − <
−

 

Таким образом, по критерию Гурвица получаем, что заданная 
дискретная система неустойчива. 
Ответ: дискретная система неустойчива. 
Пример 16.7. Исследовать устойчивость дискретной системы с 

характеристическим полиномом 2( ) 0,4 0,5.A z z z= − +  
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Решение. Применим критерий Гурвица. Выполняя замену со-
гласно формуле (16.18), получим:  

2

2
(1 ) 1( ) 0,4 0,5 0.
(1 ) 1

w wA w
w w

+ +
= − + =

− −
 

Отсюда     
2 2 2 2( ) 1 2 0,4 0,4 0,5 0,5 1,9 1,1.A w w w w w w w w= + + − + + − + = + +  

Характеристическое уравнение имеет вид: 
21,9 1,1 0.w w+ + =  

Имеем 0 1,9 0,a′ = >  составим определитель Гурвица: 

2

1 0
 .
1,9 1,1

∆ =  

Выполним проверку: 

1 1 0,∆ = >  

2

1 0
 1 1,1 0 1,9 1,1 0.
1,9 1,1

∆ = = ⋅ − ⋅ = >  

Получаем, что заданная дискретная система устойчива. 
Ответ: дискретная система устойчива. 

 
Задания для самостоятельного решения 

 
Задание 16.1. Вычислить дискретную передаточную функцию 

звена W(z): 
а) с использованием формулы (16.14); 
б)* с использованием формулы (16.15). 
Данные по вариантам (непрерывная передаточная функция W(s) 

и такт квантования T0) приведены в табл. 16.2. 
Задание 16.2. Определить устойчивость дискретной линейной 

системы с передаточной функцией W(z) (табл. 16.3): 
а) применив условие устойчивости дискретных систем в форме 

Z-преобразования (формула (16.16)); 
б)* с использованием критерия Гурвица для дискретных систем 

в форме w-преобразования. 
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Таблица 16.2 

Исходные данные для задания 16.1 

Вариант W(s) T0, с Вариант W(s) T0, с 

Вариант 1 1( )
10 1

W s
s

=
+

 1 Вариант 11 2( )
4 1

W s
s

=
+

 0,2 

Вариант 2 
3( )

(2 1)
W s

s s
=

+
 0,1 Вариант 12 

4( )
(3 2)

W s
s s

=
+

 0,1 

Вариант 3 2
5( )

(2 1)
W s

s s
=

+
 0,1 Вариант 13 10( )

20 1
W s

s
=

+
 1 

Вариант 4 
1( )

(4 1)(3 1)
W s

s s
=

+ +
 0,2 Вариант 14 3( )

2 1
W s

s
=

+
 1 

Вариант 5 2
10( )

(0,2 1)
W s

s s
=

+
 0,4 Вариант 15 

5( )
0,1 2

W s
s

=
+

 1 

Вариант 6 
2( )

(2 1)(0,5 1)
W s

s s
=

+ +
 1 Вариант 16 

4( )
(2 1)(0,3 1)

W s
s s

=
+ +

 0,4 

Вариант 7 
10( )

(4 1)
W s

s s
=

+
 0,3 Вариант 17 

4( )
(2 3)

W s
s s

=
+

 1 

Вариант 8 
1( )

(0,1 1)(0,2 1)
W s

s s s
=

+ +
 0,1 Вариант 18 2

10( )
(2 0,1)

W s
s s

=
+

 1 
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Окончание таблицы 16.2 

Вариант W(s) T0, с Вариант W(s) T0, с 

Вариант 9 5( )
2 1

W s
s

=
+

 1 Вариант 19 10( )
2 4

W s
s

=
+

 0,2 

Вариант 10 
3( )

(4 0,1)
W s

s s
=

+
 0,5 Вариант 20 

1( )
(2 1)(5 3)

W s
s s

=
+ +

 1 
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Таблица 16.3 

Исходные данные для задания 16.2 

Вариант W(z) Вариант W(z) 

Вариант 1 W(z) = 1
5 1z +

 Вариант 11 W(z) = 2
1

5 9 1z z+ +
 

Вариант 2 W(z) = 2
1

0,4 0,4 0,2z z+ +
 Вариант 12 W(z) = 2

1
9 5 3z z+ +

 

Вариант 3 W(z) = 2
1

0,2 0,4 0,4z z+ +
 Вариант 13 W(z) = 2

1
9 5 1z z+ +

 

Вариант 4 W(z) = 1
8 15z +

 Вариант 14 W(z) = 1
5 3z +

 

Вариант 5 W(z) = 2
1

8 15 1z z+ +
 Вариант 15 W(z) = 2

1
0,1 2 0,3z z+ +

 

Вариант 6 W(z) = 2
1

8 15 0,2z z+ +
 Вариант 16 W(z) = 4

(2 1)(3 1)z z+ +
 

Вариант 7 W(z) = 1
0,4 0,2z +

 Вариант 17 W(z) = 10
2 0,1z +

 

Вариант 8 W(z) = 1
4 1z +

 Вариант 18 W(z) = 2
4

3z z+ +
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Окончание таблицы 16.3 

Вариант W(z) Вариант W(z) 

Вариант 9 W(z) = 1
0,34 0,245z +

 Вариант 19 W(z) = ( 0,05)( 1)
( 1)( 0,1)( 0,02)

z z
z z z

+ +
− − −

 

Вариант 10 W(z) = 2
1

5 9 3z z+ +
 Вариант 20 W(z) = 0,05

( 1)( 1,1)( 2)
z

z z z
+

− − −
 

 

190 



 

 191 

Тема 17. ИССЛЕДОВАНИЕ РОБАСТНОСТИ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

 
Цель занятия: научиться оценивать робастность систем автома-

тического управления. 
 

Вопросы и задания для подготовки к занятию 
 

1. Приведите определение робастной системы автоматического 
управления. 

2. Приведите определение робастной устойчивости. 
3. Сформулируйте критерий Харитонова робастной устойчивости. 
4. Как оценить робастную устойчивость системы по критерию Ха-

ритонова? 
 

Краткие теоретические сведения 
 

Робастная система управления обладает требуемым качеством, не-
смотря на существенную неопределенность характеристик объекта управ-
ления (при изменении или неточности модели). 
Робастные системы в достаточно большом диапазоне изменения 

параметров: 
– обладают низкой чувствительностью, 
– сохраняют устойчивость, 
– удовлетворяют требованиям к качеству. 
Робастная система на выбранный входной сигнал должна обладать 

реакцией, достаточно близкой (в пределах допусков) к той, которая 
соответствует номинальному значению параметра.  
Различного рода погрешности в изготовлении деталей, ошибки из-

мерительных приборов, износ деталей в процессе эксплуатации приво-
дят к неопределенностям в значениях параметров линейных звеньев 
системы. В результате в отношении, например, коэффициентов харак-
теристического полинома и других параметров различных моделей 
замкнутой системы управления известными оказываются лишь интер-
валы, в которых лежат их значения.  
Другими словами, коэффициенты ai характеристического полинома 

линейной системы с неопределенностями могут быть заданы соотно-
шениями: 
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1
0 1 1( ) n n

n nA s a s a s a s a−
−= + + + +K ,                        (17.1) 

ii ia a a≤ ≤ ,  или   [ , ].iiia a a∈                          (17.2) 

Заданные таким способом коэффициенты ai называются интер-
вальными; разность i ia a−  – интервалом; полином (17.1) 
с коэффициентами, удовлетворяющими соотношениям (17.2), – интер-
вальным. 
Обычно интервальный полином ( )A s  n-го порядка записывается 

следующим образом: 
1

0 1 10 1 1( ) [ , ] [ , ] [ , ] [ , ].n n
n nn nA s a a s a a s a a s a a−

−−= + + + +K    (17.3) 

В технических приложениях различные погрешности, неопределен-
ности чаще всего характеризуются относительной погрешностью. По-
этому и коэффициенты характеристического полинома часто задаются 
своими расчетными значениями ,iao  найденными с некоторой относи-
тельной погрешностью i∆ %, т. е. (1 /100) .i i ia a= ± ∆ o  При таком задании 
коэффициентов ai их верхние ia  и нижние ia  значения определяются 
очевидными соотношениями: 

(1 /100) ,i i ia a= − ∆ o      (1 /100) .i i ia a= + ∆ o              (17.4) 

В связи с этим в дальнейшем будем считать, что заданы верхние 
ia  и нижние ia  значения коэффициентов ai характеристического по-
линома (17.3) исследуемой системы управления.  
Относительные погрешности i∆ % могут быть и одинаковыми для 

всех коэффициентов, т. е. % %,i∆ = ∆  0, .i n=  
Динамическая система с характеристическим полиномом (17.3) обла-

дает робастной устойчивостью, если она асимптотически устойчива в 
целом при любых значениях постоянных коэффициентов ,ia  0,i n=  из 
интервалов [ , ].iia a  
Для оценки робастной устойчивости линейных систем с интер-

вальными параметрами обычно используется критерий, предложен-
ный В. Л. Харитоновым. Сначала составляются четыре полинома 
Харитонова: 
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1 2 3 4 5
0 1 4 52 31( ) n n n n n nA s a s a s a s a s a s a s− − − − −= + + + + + +K  

1 2 3 4 5
2 30 1 4 52 ( ) n n n n n nA s a s a s a s a s a s a s− − − − −= + + + + + +K  

1 2 3 4 5
0 3 41 2 53( ) n n n n n nA s a s a s a s a s a s a s− − − − −= + + + + + +K      

1 2 3 4 5
1 2 50 3 44 ( ) n n n n n nA s a s a s a s a s a s a s− − − − −= + + + + + +K    (17.5) 

Все эти полиномы имеют степень, равную степени исходного интер-
вального полинома (формула (17.3)), их коэффициенты равны гранич-
ным значениям интервальных коэффициентов этого полинома. 
Теорема 17.1. Критерий Харитонова робастной устойчивости. 

Линейная непрерывная система с интервальным характеристическим 
полиномом (формула (17.3)) является робастно устойчивой тогда и 
только тогда, когда все четыре полинома Харитонова (формула (17.5)) 
удовлетворяют критерию Гурвица. 
Таким образом, для исследования робастной устойчивости некоторой 

системы с интервальными параметрами необходимо найти интерваль-
ный характеристический полином этой системы по формуле (17.3), затем 
составить четыре полинома Харитонова (формула (17.5)) и проверить, 
удовлетворяют ли они критерию Гурвица. 
Отметим, что если 3n =  и (1 /100) ,i ia a∈ ± ∆ o  то система с полино-

мом (формула (17.3)) будет робастно устойчивой при следующих ус-
ловиях: 

% γ 1,
100 γ 1
∆ −

<
+

                                         (17.6) 

где 1 2

0 3

γ .a a
a a

=
o o

o o  

 
Пример решения задачи 

 
Пример. Оценить робастную устойчивость системы с характери-

стическим полиномом  
3 2( ) 8 3 62 20A s s s s= + + +                                  (17.7) 

при 5 % и 2 % погрешности реализации его коэффициентов. 
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Решение. При точных (расчетных) значениях коэффициентов ia  
данная система является асимптотически устойчивой. Действительно, 
все коэффициенты полинома (формула (17.7)) больше нуля, т. е. не-
обходимое условие устойчивости выполняется. Составим определи-
тель Гурвица для системы третьего порядка: 

3

3 20 0
8 62 0 .
0 3 20

∆ =  

Найдем значения всех диагональных миноров полученного  
определителя: 

1 3 0,∆ = >  

2

3 20
3 62 8 20 186 160 26 0,

8 62
∆ = = ⋅ − ⋅ = − = >  

3 20 26 520 0.∆ = ⋅ = >  
По критерию Гурвица, система является асимптотически  

устойчивой. 
При реализации коэффициентов ia  с погрешностью 5 %,  

согласно формуле (17.4), граничные значения интервалов равны: 

3 (1 5 /100) 20 19;a = − ⋅ =         3 (1 5 /100) 20 21;a = + ⋅ =  

2 (1 5 /100) 62 58,9;a = − ⋅ =     2 (1 5 /100) 62 65,1;a = + ⋅ =  

1 (1 5 /100) 3 2,85;a = − ⋅ =        1 (1 5 /100) 3 3,15;a = + ⋅ =  

0 (1 5 /100) 8 7,6;a = − ⋅ =         0 (1 5 /100) 8 8,4.a = + ⋅ =  

Следовательно, интервальный полином рассматриваемой системы 
в данном случае имеет вид: 

3 2( ) [7,6, 8,4] [2,85, 3,15] [58,9, 65,1] [19, 21],A s s s s= + + +  
соответствующие полиномы Харитонова:  

3 2
1( ) 8,4 3,15 58,9 19;A s s s s= + + +  3 2

2( ) 7,6 2,85 65,1 21;A s s s s= + + +  
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3 2
3( ) 8,4 2,85 58,9 21;A s s s s= + + +  3 2

4 ( ) 7,6 3,15 65,1 19.A s s s s= + + +  

В данном случае первый, второй и четвертый полиномы, по крите-
рию Гурвица, являются устойчивыми, третий – не является. Действи-
тельно, коэффициенты являются положительными у всех полиномов, 
т. е. необходимое условие устойчивости выполняется. 

Для первого полинома имеем: 

3

3,15 19 0
8,4 58,9 0 .
0 3,15 19

∆ =  

Найдем значения всех диагональных миноров полученного  
определителя: 

1 3,15 0,∆ = >  

2

3,15 19
3,15 58,9 8,4 19 185,535 159,6 0,

8,4 58,9
∆ = = ⋅ − ⋅ = − >  

тогда и 3 0.∆ >  
По критерию Гурвица, полином является асимптотически  

устойчивым. 
Для второго полинома имеем: 

3

2,85 21 0
7,6 65,1 0 .
0 2,85 21

∆ =  

Найдем значения всех диагональных миноров полученного  
определителя: 

1 2,85 0,∆ = >  

2

2,85 21
2,85 65,1 7,6 21 185,535 159,6 0,

7,6 65,1
∆ = = ⋅ − ⋅ = − >  

тогда и 3 0.∆ >  
По критерию Гурвица, полином является асимптотически  

устойчивым. 
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Однако для третьего полинома А3 определитель Гурвица имеет вид:  

3

2,85 21 0
8,4 58,9 0 .
0 2,85 21

∆ =  

Найдем значения всех диагональных миноров полученного  
определителя: 

1 2,85 0,∆ = >  

2

2,85 21
2,85 58,9 8,4 21 167,865 176,4 8,535 0,

8,4 58,9
∆ = = ⋅ − ⋅ = − = − <  

по критерию Гурвица, полином является неустойчивым. 
Для четвертого полинома имеем: 

3

3,15 19 0
7,6 65,1 0 .
0 3,15 19

∆ =  

Найдем значения всех диагональных миноров полученного  
определителя: 

1 3,15 0,∆ = >  

2

3,15 19
3,15 65,1 7,6 19 205,065 144,4 0,

7,6 65,1
∆ = = ⋅ − ⋅ = − >  

тогда и 3 0.∆ >  
По критерию Гурвица, полином является асимптотически  

устойчивым. 
Таким образом, при реализации коэффициентов ia  характеристи-

ческого полинома (формула (17.7)) с погрешностью 5 %, по критерию 
Харитонова, рассматриваемая система не является робастно устой-
чивой.  
Заметим, что проверку четвертого полинома можно было не про-

водить, т. к. уже после проверки третьего полинома можно сделать 
вывод о робастной неустойчивости рассматриваемой системы. 
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При реализации коэффициентов ia  с погрешностью 2 % гранич-
ные значения интервалов равны: 

3 0,98 20 19,6;a = ⋅ =         3 1,02 20 20,4;a = ⋅ =  

2 0,98 62 60,76;a = ⋅ =       2 1,02 62 63,24;a = ⋅ =  

1 0,98 3 2,94;a = ⋅ =           1 1,02 3 3,06;a = ⋅ =  

0 0,98 8 7,84;a = ⋅ =            0 1,02 8 8,16,a = ⋅ =  

соответствующие полиномы Харитонова равны: 
3 2

1( ) 8,16 3,06 60,76 19,6;A s s s s= + + +     
3 2

2( ) 7,84 2,94 63,24 20,4;A s s s s= + + +  
3 2

3 ( ) 8,16 2,94 60,76 20,4;A s s s s= + + +    
3 2

4 ( ) 7,84 3,06 63,24 19,6.A s s s s= + + +  

Для первого полинома имеем: 

3

3,06 19,6 0
8,16 60,76 0 .

0 3,06 19,6
∆ =  

Найдем значения всех диагональных миноров полученного  
определителя: 

1 3,06 0,∆ = >  

2

3,06 19,6
3,06 60,76 8,16 19,6 185,93 159,94 0,

8,16 60,76
∆ = = ⋅ − ⋅ = − >  

тогда и 3 0.∆ >  
По критерию Гурвица, полином является асимптотически  

устойчивым. 
Для второго полинома имеем: 

3

2,94 20,4 0
7,84 63,24 0 .

0 2,94 20,4
∆ =  
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Найдем значения всех диагональных миноров полученного  
определителя: 

1 2,94 0,∆ = >  

2

2,94 20,4
2,94 63,24 7,84 20,4 185,93 159,94 0,

7,84 63,24
∆ = = ⋅ − ⋅ = − >  

тогда и 3 0.∆ >  
По критерию Гурвица, полином является асимптотически  

устойчивым. 
Для третьего полинома имеем: 

3

2,94 20,4 0
8,16 60,76 0 .

0 2,94 20,4
∆ =  

Найдем значения всех диагональных миноров полученного  
определителя: 

1 2,94 0,∆ = >  

2

2,94 20,4
2,94 60,76 8,16 20,4 178,63 166,46 0,

8,16 60,76
∆ = = ⋅ − ⋅ = − >  

тогда и 3 0.∆ >  
По критерию Гурвица, полином является асимптотически  

устойчивым. 
Для четвертого полинома имеем: 

3

3,06 19,6 0
7,84 63,24 0 .

0 3,06 19,6
∆ =  

Найдем значения всех диагональных миноров полученного  
определителя: 

1 3,06 0,∆ = >  
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2

3,06 19,6
3,06 63,24 7,84 19,6 193,15 153,64 0,

7,84 63,24
∆ = = ⋅ − ⋅ = − >  

тогда и 3 0.∆ >  
По критерию Гурвица, полином является асимптотически устой-

чивым. 
Таким образом, при реализации коэффициентов ia  характеристи-

ческого полинома (формула (17.7)) с погрешностью 2 % все четыре 
полинома Харитонова удовлетворяют критерию Гурвица, т. е. при 
указанной, более точной реализации параметров рассматриваемая 
система является робастно устойчивой.  
В соответствии с неравенством (17.6) найдем допустимую погреш-

ность настройки:  

1 2

0 3

3 62γ 1,077,
8 20

a a
a a

⋅
= = =

⋅

o o

o o  

тогда 
γ 1 1,077 1 0,077100 % 100 % 100 % 3,76 %.
γ 1 1,077 1 2,077

− −
∆ < ⋅ = ⋅ = ⋅ =

+ +
 

Окончательно получаем допустимую погрешность настройки:  

доп 3,76 %.∆ =  
Ответ: рассматриваемая система является робастно устойчивой 

при 5%-ной погрешности реализации коэффициентов характеристи-
ческого полинома и робастно неустойчивой при 2%-ной погрешности 
реализации его коэффициентов; допустимая погрешность настройки 
составляет доп 3,76 %.∆ =  

 
Задания для самостоятельного решения 

 
Задание 17.1. Оценить робастную устойчивость системы с задан-

ным характеристическим полиномом при погрешности реализации его 
коэффициентов, равной Δ %. Определить допустимую погрешность 
настройки. Данные по вариантам приведены в таблице. 
Задание 17.2.* Оценить робастную устойчивость системы, рас-

смотренной при выполнении задания 8.1. Погрешность реализации 
коэффициентов Δ взять равной 5 %. 



 

 200 

Таблица 

Исходные данные для задания 17.1 

Вариант Характеристический 
полином Δ, % Вариант Характеристический 

полином Δ, % 

Вариант 1 3 2( ) 9 2 42 2A s s s s= + + +  2 Вариант 11 3 2( ) 0,8 0,2 0,1A s s s s= + + +  10 
Вариант 2 3 2( ) 7 8 58 11A s s s s= + + +  4 Вариант 12 3 2( ) 24 13 25 3A s s s s= + + +  6 
Вариант 3 3 2( ) 6 2 89 6A s s s s= + + +  5 Вариант 13 3 2( ) 19 21 12 2A s s s s= + + +  2 
Вариант 4 3 2( ) 4 5 9 3A s s s s= + + +  10 Вариант 14 3 2( ) 6 12 34 25A s s s s= + + +  5 
Вариант 5 3 2( ) 3 3 5 2A s s s s= + + +  6 Вариант 15 3 2( ) 18 6 34 2A s s s s= + + +  2 
Вариант 6 3 2( ) 4 5 6 3A s s s s= + + +  2 Вариант 16 3 2( ) 11 22 44 33A s s s s= + + +  4 
Вариант 7 3 2( ) 3 5 6 2A s s s s= + + +  5 Вариант 17 3 2( ) 9 2 42 8A s s s s= + + +  5 
Вариант 8 3 2( ) 4 3 5 3A s s s s= + + +  2 Вариант 18 3 2( ) 90 20 50 10A s s s s= + + +  2 
Вариант 9 3 2( ) 5 9 10A s s s s= + + +  4 Вариант 19 3 2( ) 0,6 0,9 0,2A s s s s= + + +  10 
Вариант 10 3 2( ) 14 13 15 3A s s s s= + + +  5 Вариант 20 3 2( ) 14 32 14 9A s s s s= + + +  5 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 
Схемы для выполнения задания 5.1. 

 
Схема А.1 

 
Схема А.2 
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Схема А.3 

 
Схема А.4 
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Схема А.5 

 
Схема А.6 
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Схема А.7 

 
 

Схема А.8 
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Схема А.9 

 
Схема А.10 
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Схема А.11 
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Схема А.12 
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Схема А.14 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Схема А.15 
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Схема А.16 

 
Схема А.17 
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Схема А.18 

 
Схема А.19 
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Схема А.20 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 
Исходные данные для задания 10.1 
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Продолжение приложения Б 
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Продолжение приложения Б 
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