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Аннотация. Рассмотрена система дифференциальных уравнений Фукса 3-го порядка с 

четырьмя особыми точками, построенная по заданной группе монодромии.  Система сведена 

к обыкновенному дифференциальному уравнению 3-го порядка с пятью особыми точками. 

Дополнительная особая точка найдена в явном виде. 
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Abstract: We obtain a system of 3rd-order Fuchs differential equations with four singular points 

constructed from a given monodromy group. The system is reduced to an ordinary differential 

equation of the 3rd-order with five special points. An additional singular point is found explicitly. 
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Проблема Римана об определении системы аналитических функций по заданной 

группе монодромии известна с 1857 года. Она является одной из 23 задач, которые 
Давид Гильберт предложил в 1900 году на Международном конгрессе математиков. 
Решением проблемы Римана занимались Гильберт, Племель, Карлеман, Гахов, 
Мусхелишвили, Векуа, Лаппо-Данилевский, Еругин, Болибрух и др. [1]. Например, 
Лаппо-Данилевский предлагал применять ряды гиперлогарифмов, которые, к 
сожалению, сходятся лишь в окрестности единичной матрицы.  Поиск новых методов 
решения проблемы Римана актуален в связи с ее приложениями.  

В работе [2] для решения проблемы Римана с 3×3 матрицами монодромии и тремя 
особыми точками построены как система дифференциальных уравнений, так и 
обыкновенное дифференциальное уравнение 3-го порядка, через фундаментальную 
систему которого и выражается решение. Увеличивая число особых точек с трех до 
четырех, с помощью «метода логарифмирования произведения матриц» удалось также 
построить систему дифференциальных уравнений Фукса 3-го порядка [3, 4]  

31 2

1 2 3

UU UdY
Y

dz z a z a z a

 
= + + 

− − − 
,        (1) 

причем элементы дифференциальных матриц   найдены в явном виде. Покажем, что 
при сведении системы (1) к обыкновенному дифференциальному уравнению 3-го 
порядка в коэффициентах уравнения кроме точек появляется еще одна особая точка, 
связанная с особыми точками задачи и элементами матриц монодромии. 

Пусть система трех функций ( ) ( )1 2 3, ,Y z y y y= , аналитических в комплексной 

плоскости , за исключением четырех точек 1 2 3 4, , ,a a a a =   и при обходе вокруг этих 

точек испытывает линейные преобразования с использованием постоянных 
невырожденных 3×3 матриц 1 2 3 4, , ,V V V V , образующих группу монодромии, 1 2 3 4V V V V E= .  

Обозначим характеристические числа матриц kV  через , , ,k k k    1,..., 4k = , и 

найдем числа 
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 В качестве 4 4 4, ,    выберем числа, для которых 4 4 4Re Re Re    . 

Обозначим  

     3 3 3( 2) / 3 , 1 ( 1) / 3 , 2 / 3     = − − + = − − + = − − , 

1 1 1 2 2 2 3 3 3           + + + + + + + + = + + . 

Пусть 12 12,  , 12  и 23 23,  , 23 -  характеристические числа матриц 1 2V V  и 2 3V V , 
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ветви которых выбраны из условий: 

12 12 12 1 1 1 2 2 2        + + = + + + + + , 23 23 23 2 2 2 3 3 3        + + = + + + + + . 

Обозначим также ,k k k ks   = + +  ,k k k k k k kr      = + +  k k k kd   = , 1, 2,3k = , 

12 12 12 12 12 12 12 ,r      = + +  23 23 23 23 23 23 23r      = + + , 12 12 12 12d   = , 23 23 23 23.d   =  

Воспользуемся следующей теоремой. 
Теорема 1. Каноническая матрица ( )Х z  проблемы Римана с 33 матрицами 

монодромии и четырьмя особыми точками  1 2 3 4, , ,a a a a =   удовлетворяет 

дифференциальному уравнению (1) с матрицами  
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,                        (2) 

элементы которых находятся по формулам  

 1 23 1 1 1( )( )( ) / ( ),u d        = − − − − −  

 1 12 12 12 3( )( )( ) / ( ),v d       = − − − − −  

 2 1 1 23( )( ) / ( ),u s r r     = + − + + − −     2 3 3 12( )( ) / ( ),v s r r     = + − + + − −  

 3 1 1 23( )( ) / ( ),u s r r     = + − − − + −      3 3 3 12( )( ) / ( )v s r r     = + − − − + − , 

( )2

1 2 1 3 3 0      + − − + = ,  1 1 2 3 2 3( ),r u u u u = − − +  2 2 2 2 3 3( )( ),r u v u v  = − − − − −  

3 3 2 3r v v = − , c – произвольная постоянная. 

Составим дифференциальное уравнение 3-го порядка, соответствующего 
системе (1) с матрицами (2). Для этого достаточно рассмотреть следующую систему 
дифференциальных уравнений: 
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Cистему (3) можно переписать в виде трех уравнений: 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3
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                                                                                        (4) 

Выражая из первого уравнения системы (4)     1 11 1
2
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y u y
y
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второе уравнение, получим уравнение   
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из которого выражаем  3y : 
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u


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Подставим теперь полученные выражения для 2y  и 3y  в третье уравнение 

системы (4) 
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и преобразуем его, записывая y вместо 1y : 
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                          (5) 

Получили дифференциальное уравнение 3-го порядка c рациональными 
коэффициентами вида 
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1 2 3( ) ( ) ( ) 0y Р z y Р z y Р z y  + + + = ,  

называемое уравнением Фукса. Запишем вид коэффициентов этого уравнения. Прежде 
всего найдем 
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, где                                     
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.                                                                                                     (6) 

Заметим также несмотря на то, что в формулах для функций ( )iju z  присутствует 

постоянная c , в дифференциальное уравнение (5) входят такие произведения этих 
функций, которые аннулируют эту постоянную. Тогда 
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d Q z
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=
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, где 2 ( )Q z , 4 ( )Q z – многочлены. 

Результат исследования можно сформулировать в виде следующей теоремы. 
Теорема 2. Система дифференциальных уравнений 3-го порядка (1) с четырьмя 

особыми точками сводится к обыкновенному дифференциальных уравнений 3-го 
порядка (1) с четырьмя особыми  точками 1 2 3 4, , ,a a a a =   дифференциальному 

уравнению 3-го порядка (5) с пятью особыми точками 5a b= . Точка b  находится по 

формуле (6) и является регулярной. 
В окрестности каждой особой точки , 1,....,5ka k = , имеет 3 линейно независимых 

решения, которые находятся в виде обобщенных степенных рядов вида 

( ) ( )( ) ( )

0

j nk k

j k nj kn
y z a C z a

 

=
= − − ,   1,2,3,j =    

коэффициенты которых без труда находятся по рекуррентным формулам. В 
окрестностях точек , 1,....,4ka k = , показатели принимают значения , ,k k k   , а 

окрестности точки 5a b=  значения 0, 2, 4.  
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