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Аннотация. Рассмотрен один метод решения интегрального уравнения Карлемана на паре 

непересекающихся отрезков. Задача сведена к краевой задаче Римана с кусочно-постоянной 

матрицей и пятью особыми точками. Решение выражено через решения дифференциального 

уравнения класса Фукса, в котором удалось определить все параметры. 
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Abstract. Considered one method of solving integral equations of Carlemann type on the pair 

disjoint segments. The problem is reduced to boundary problem of Riemann with piecewise constant 

matrix and five singular points. The solution is expressed via the solution of a differential equation 

of Fuchs class in which it was possible to define all the parameters. 
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Интегральные уравнения Абеля, Карлемана возникают при решении обратных 

задач в физике твердого тела. Интегральное уравнение Абеля с постоянными пределами 
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 , 0 1  , a x b  , решено Карлеманом [1]. Интерес представляют 

обобщения этого уравнения, когда интегрирование ведется по совокупности отрезков 

с различными дробными степенями в знаменателях.  

Рассмотрим интегральное уравнение Карлемана на паре отрезков 
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где 1 , 2  – заданные действительные числа, 0 1k  , 1, 2k  , 1 2  , 1 1 2 2a b a b   . 

Решение уравнения (1) на смежных отрезках, когда 1 2b a , дано в работе [2]. 

Решение уравнения в этом случае сведено к решению краевой задачи с кусочно-

постоянной матрицей и четырьмя особыми точками и представлено рядами. При 

решении использован метод логарифмирования произведения двух матриц [3]. В 

отличие от предыдущей задачи отрезки интегрирования в уравнении (1) не 

пересекаются, что приводит к дополнительной особой точке и усложнению решения 

уравнения. Цель настоящей работы – построить решение уравнения (1), применив 

метод логарифмирования произведения трех матриц [4] несколько раз подряд. 

          Введем две новые неизвестные функции 
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которые аналитичны в комплексной плоскости z с разрезом по лучу  1,a  . Найдем 

предельные значения этих функций на берегах разреза. Для 1 1a x b   получаем 
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откуда находим 
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 Аналогично для 2 2a x b   получаем 
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 Для 
1 2b x a              12
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ix e x     ,           2 2x x    .    

 Для 2b x               12
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2 2

ix e x     .   

 С помощью этих формул запишем систему краевых условий для двух функций 

 1 z  и  2 z : 
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Таким образом, для вектор-функции       1 2,z z z     мы получили краевую 

задачу Римана с кусочно-постоянной матрицей и 5-ю особыми точками 1a , 1b , 2a , 2b ,  : 

      , , 1, 2,3,4,k k kx A x F x x l k       ,            (4)

  1 1 1,l a b ,  2 1 2,l b a ,  3 2 2,l a b ,  4 2 ,l b  ,  
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Решение задачи (4) ищем в классе функций, ограниченных при kz a , kz b , 1, 2k  , 

и исчезающих на бесконечности.  

      Находим характеристические числа , , 1,5k k k   , матриц группы монодромии 
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а также характеристические числа и соответствующие логарифмы матриц 1 2VV , 
3 4V V , 

1 2 3VV V , 
2 3 4V V V : 

1
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Ветви логарифмов произведений матриц монодромии выбраны из условий 

12 12 1 1 2 2          ,  123 123 1 1 2 2 3 3               и т.д. 

Поведение решения задачи (4) на бесконечности определяют числа 

5 11      ,  5 22 1       , если 1 2   и 

5 12 1       ,  5 21      , если
1 2  . 

Числа k , k ( 1,2,3,4k  ),  ,  удовлетворяют соотношению Фукса: 
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    . Индекс ᴂ и частные индексы ᴂ1, ᴂ2 задачи равны 
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     , ᴂ1   ᴂ2 2  , т.е. задача (2) имеет единственное решение. 

     Каноническая матрица  x  однородной краевой задачи  

   kX x A X x  , , 1,2,3,4kx l k  ,  

соответствующей задаче (4), является решением системы дифференциальных 

уравнений класса Фукса 
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 Матрица W  с точностью до постоянного множителя единственным образом 

представима в виде суммы матриц [4]: 

1 2 3 4 1 2 34 12 3 4W S S S S S S S S S S          ,                                                                   (6) 
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. Зная характеристические числа и их 

логарифмы матриц группы монодромии и их произведений, запишем два 

представления матрицыW : 
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где c , d  – произвольные постоянные. Из (6) и последних формул следует,что 
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Следовательно, параметры c  и d  связаны соотношением 
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      Матрицы 
kS  ( 3,2,1k ,4) являются дифференциальными матрицами системы (5), 

которая принимает вид 
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где c  – произвольная постоянная. Элементы матрицы  X z являются решениями 

дифференциального уравнения класса Фукса с пятью особыми точками 1a , 1b , 2a , 2b ,  : 
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В окрестности каждой особой точки   уравнение (7) имеет 2 линейно 
независимых решения, представимые рядами вида 
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коэффициенты которых находятся непосредственно из рекуррентных соотношений 
после подстановки рядов в уравнение.  

Единственное решение задачи (4) найдено по формуле [5] 
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Далее, применяя формулы Сохоцкого, а также формулы (3) и (4), находим интегралы 
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 Обращая последние уравнения [1], находим единственное решение интегрального 
уравнения (1) при выполнении двух матричных (четырех скалярных) условий 
разрешимости [5]: 
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