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Решение ряда задач гидромеханики связано с решением краевых задач теории 

аналитических функций и дифференциальных уравнений [1 - 3]. 

В работе [1] задача о фильтрации двух жидкостей была сведена к скалярной 

обобщенной краевой задаче Римана с тремя особыми точками, и решение этой задачи 

получено в явном виде через гипергеометрические функции. В работе [3] рассмотрена 

задача о фильтрации через земляную плотину трапецеидального сечения, построенной 

на водонепроницаемом основании. Задача сведена к краевой задаче Римана с кусочно-

постоянной матрицей второго порядка и четырьмя особыми точками. Решение этой задачи 

выражено через решения дифференциального уравнения класса Фукса, 2 параметра 

которого так и не удалось найти в явном виде. Цель настоящей работы – используя методы 

и результаты работ [4], [5], найти в явном виде все параметры дифференциального 

уравнения, через решения которого выражается решение задачи о фильтрации. 

Изобразим область течения жидкости 

через плотину на комплексной плоскости 

yixz   (рис. 1), где H  – глубина воды в 

верхнем бьефе, L  – длина основания 

плотины,  ,   1  – углы наклонов 

верхнего и нижнего откосов плотины. 

Введем приведенный комплексный 

потенциал      yxiyxz ,,   , где 

 yx,  – потенциал скорости, а  yx,  – 

функция тока, поделенные на 

коэффициент фильтрации. 

 
Рис. 1. Область течения жидкости через плотину на 

комплексной плоскости yixz   
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Пусть при конформном отображении верхней полуплоскости  it   на 

области фильтрации z  и комплексного потенциала   точки 1b , 2b , 3b , 4b  переходят 

соответственно в точки 1a , 2a , 3a , 4a  действительной оси. Не ограничивая общности, 

будем считать 4a . 

Введем аналитическую вектор-функцию     ,z . 

Находя предельные значения  t  функции    сверху и снизу от 

действительной оси, приходим к краевой задаче Римана с кусочно-постоянной 

матрицей и четырьмя особыми точками: 

    kk FtAt   , 1 kk ata , ,3,2,1k  (1) 
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Решение задачи (1) ищем в классе функций, ограниченных при ka   4,1k . 

Найдем матрицы 1V , 2V , 3V , 4V  группы монодромии, соответствующей 

задаче (1), и их характеристические числа k , k   4,1k : 
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Числа k , k ,  ,   удовлетворяют соотношению Фукса:   1
3
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k kk

. 

Тогда индекс ᴂ и частные индексы ᴂ1, ᴂ2 задачи равны ᴂ 3 , ᴂ1    121  , 

ᴂ2   22  , т.е. для разрешимости неоднородной задачи (1) потребуется 

выполнение трех условий разрешимости, а решение будет единственным. 

В работе [3] решение задачи (1) строится через решения дифференциального 

уравнения класса Фукса, соответствующего символу Римана  
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где a  – некоторая неизвестная точка, в окрестности которой второе решение 

фундаментальной системы решений (ф.с.р) дифференциального уравнения имеет 

нуль не первого, а второго порядка. В окрестности обычной регулярной точки 

показатели символа Римана равны 0 и 1. Это уравнение имеет вид 
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Параметры kc   3,2,1k  выражены через j , j   4,1j , а акцессорные 

параметры q  и a  так и не были найдены. Для того, чтобы определить эти параметры, 

поступим следующим образом. 

Найдем характеристические числа 12 , 12  и 23 , 23  матриц 
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Обозначим kk V
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Построим каноническую матрицу  X  однородной задачи, соответствующей 

неоднородной задаче (1), которая удовлетворяет краевому условию    tXAtX k

  , 

1 kk ata , 3,2,1k . 

Матрица  X  является решением регулярной системы дифференциальных 

уравнений класса Фукса 
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причем матрицы kU ~ kW , 3,2,1k , но 321 UUU  ~ NW  4 , где 
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Представим матрицу NWW  4  в виде суммы трех матриц 321 SSSW  , где 

kS ~ kW , 3,2,1k . 

Применим метод логарифмирования произведения двух матриц [4] к 

произведениям   231321321 VVVVVVVV   и   312321321 VVVVVVVV  . 

Получим два представления матрицы W : 231 SSW  , где 23S ~ 23ln
2
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 и 

312 SSW  , где 12S ~ 12ln
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Запишем матрицы, входящие в первое уравнение, и решим его: 
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откуда находим 1s , 2/11 s ,  123s , 123 s , 0dc . 

Учитывая, что матрицы 1V  и 32 VV   нижнетреугольные, возьмем 0c  и получим 

первое представление матрицы W : 
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d  – произвольная постоянная. 



17 
 

Аналогично из уравнения 312 SSW   получаем второе представление матрицы W : 
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Поскольку 312231321 SSSSSSSW  , то матрицу 2S  можно найти по 
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Таким образом, матрица W  с точностью до преобразования подобия с 

помощью диагональной матрицы 
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С  единственным образом представляется в 

виде суммы матриц 321 SSSW  , где kS ~ kW , 3,2,1k . 

Следовательно, матрицы kS   3,2,1k  и являются матрицами kU  системы (3), 
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










. (6) 

Выразим из уравнения (5) 
 

   






















 u

aaa
uaa

aa

c
u

321

21

21

1

12















 

и подставим в уравнение (6). Приходим к дифференциальному уравнению второго 

порядка вида 

     

 
  

,0
11

2

111

2

1

3221

21

321


















































u
aaaa

aa

p
aaa

pupu

 (7) 

где  
321

2/32/12/1

aaa
p



























 . 
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Уравнение (7) после преобразований принимает вид 

 

 

 

   

   
.0

2

1
1

2

1
1

2

1
1

2

1

1
2

3

2

1

2

3

2

1

2

1

321

321

2

2

2

1321














































































u
aaa

aaa

aa
u

aaa
u

























 (8) 

Это дифференциальное уравнение класса Фукса с четырьмя особыми точками 

1a , 2a , 3a ,  , в котором дополнительная точка a  «приклеилась» к точке 3a , т.е. 3aa  . 

Поэтому показатели 1 , 2/1  точки 3a  перешли в показатели 1 , 2/3  (при этом 

решение уравнения по-прежнему ограничено при 3a , а разность показателей 

  112/30   , т.к. 2/1 ). Это обусловлено тем, что в краевом условии (1) 

матрица 3A  является диагональной, а матрицы 1A  и 2A , соответственно, нижнее- и 

верхнетреугольными. 

В окрестности каждой особой точки ka , 4,1k , уравнение (8) имеет 2 линейно-

независимых решения, представимое рядами      





0n

n

kkkk acau k 


, 

     





0n

n

kkkk adav k 


, коэффициенты которых находятся из рекуррентных 

соотношений после подстановки рядов в уравнение. С помощью ф.с.р. уравнения (8) 

строим матрицу  X , которая в окрестности каждой особой точки имеет вид 

 
  
  

  












 
















10

1
1

3

21

21 aq

vaav

uaau
DX

kk

kk

k






 , где kD  матрицы, 

приводящие матрицы kV , 4,1k , к нормальной жордановой форме, 

           21323121

2 1111 aaaaaaaaq   . 

Зная каноническую матрицу  X  и частные индексы ᴂ1, ᴂ2, по известным 

формулам [6] строим решение и записываем условия разрешимости задачи (1). 
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