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Л . А. ХВОЩ ИНСКАЯ

ЯВНОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
, ТИПА УРАВНЕНИЯ КАРЛЕМАНА НА ПОЛУОСИ

Ра(Ймотрйм интегральное уравнение первого рода

' - f W ’ ■‘ g f t  ч и п .  » ) .  . (>)
l'

где « 1, 02, А, — заданные числа, 0 < a fe <  1,^*= 1, 2, Я ,#0.
Решение уравнения (1) будем искать в классе гельдеровских 

функций, интегрируемых при х-^0 и х->-1 и обращающихся на бесконеч­
ности в нуль порядка v >  1—«2. Относительно правой части предпола­
гаем, что она имеет вид

=  ■ а а а > 0 < Х < 1 ,  и /(х ).=  - Ш Й - ^ ^ - ^ - ^ ,  Х > 1 ,
‘(1—;сГ

где f \  (х) — гельдеровские функций с показател;^мй, большими 1-г̂ й,
8ft>0, Aft>0, й==1, 2. - ‘

Уравнение (1) является обобщением известного уравнения Карлема- 
иа на отрезке [1,2]. ^

Запищем уравнение (1) в вйде системы двух уравнений:

......Ix — il

q>i(t)dt
f ( ^ - 4 '

=  fiix), 0 c x <  1,

j  .(^ - 0 '

(2)

где фь (л:) =  ф (х), /», (х) =  /  (х), * =  1, 2 соответственно для 0 <  х <  1,
1<JC <00.

Рассмотрим две новые нейзнестные функции:

( t - г Г
(3)

айалитические в плоскости комплексного переменного z с разрезом по 
лучу jO/'Oo).'" \   ̂ ^

Найдем предельные значения этИх функций на берегах" разреза. Для 
0 < i:x < l имеем _ ^
•39



откуда находим

±ш‘в1 (• Ф1 (о f г Фх (Q
(je — 0“‘ I  { t -  x f^

1 4>^{t)dt _  Фt{x) +  e’̂ ^^̂ ^ФTix)
J [ x - t f -  l + e ”'“‘

Ф^(а;) =  ф г ( 4 =

Аналогично для 1 < х < о о  получаем

^ Ф, it) dt ф^- {х) +  (х)
J |х — /Г* 1 4-е"'“*

Ф^ (X) =  е̂ ‘̂'^ФГ (X) =  е®** f - JEl^
J (х - O '

(4)

(5)

(6) 

(7)

С помощ |̂Ю формул (4)—(7) систему (2) можно переписать в виде| 
краевого условия для двух функций d)i(2), 02(2):

j  Ф| (X) -  _  е’««‘ФГ (X) -  Я (1 +  е’"“‘)-ФГ (;с) +  (1 +  а "”*) h  (х), 
1ц^(х)«Ф Г (х). 0 < х < 1 ,

Ф |(х) = / ’̂ ‘ФГ(*); 1 < х < :о ь , '

ф ^ (^) =  -  4 ~  ~  W -  (1 +  е"'“0 Ш -А X.

Таким о^азом, для вектор-функции Ф (г) =  мы получили кра-

евую задачу Римана с кусочно-постоянной матрицей и тремя оОЬбыми точч 
ками О, 1, схз:

|ф+ (х) i=i ЛФ- (х) -+- G (х), О <  X <  1, 
Ф+ (х) =  ВФ- (х) +  Н {х), К  X <  оо, (8)

где

Л = — е‘,Mai

1

gZnia,

, В

G(x) = ( < ' + ' 7 >
( ! + « " “•) t o  г

, Решение задачи (8) следует искать ограниченным при х-*0, х-»-1 и 
исчезающим на бесконечности. Следуя схеме, изложенной в [3, 4], бу­
дем искать это решение через гипергёометрические функции.

Обозначая характеристические числа матриц А, А~\ В, В соответ­
ственно т]ь 1, 2, находим

=  Sa=.l, % =  — е
^ = 1 ,

,м«.

3i.Beciti АН Беларус! ЛЬ 4 (ф1з.-иат.) ц



числа pft = i 1
. щ

1
'  j 2яй " 2rtt • " 2ju'

1, 2, где — K R e p f c < 0 ,  — K R e a f c < 0 ,  0<Reo)fe<l;
« 2 +  1

1пЧй, k

=  -r  >

Л +  ®2 1p2==0, cr,== ---- ---------1. © ,=  â .

2

Обозначая 'Д =  2  — ®ь) =  ~  2. вычислим параметры

, 3 —Oi
c =  1 +pi>-^pt'

a =  ©1 — Pi — + 1
A +  1 a ,  — «1

=5 1 +  ®i -  pi “  +  [ "1“]  "" 20i — « * <  1

a «  t -f ©1 Pf A  0̂1 +  | ~̂2* " j J  */- +  *.

& =  ©, — Pi — a i +  если 2̂ ^̂

Каноническая матрица К  f*) однородной задачи, соответствун)щей 
задаче (8), будет находиться по формуле

где.'

V /1  -М /« 1 С г ) UiCz)\ ,
^  -  \  О 1 /  Vh,( z) Va(z)i ’

Г ( 2 - с ) Г ( с - а ) Г ( с - 6 )

щ{г) =  Р{а, Ь; c i ^ ,  fe —c + l ;  2 — с; г),

% (г )-(1  — z)z*■* ®  ̂ fz®«ft(z)] =  ( l — z)[8Uft(z) +  Z«ft(Z>l, ^ = 1 , 2,
йг

при этом 8 =  а, если 2ai — о,* 1, и е == Ь, если 2«1 — «8 >  й. _
Аналитическое продолжение функций Uh(z). Vh(z), А=1, 2,, из окре­

стности точки г=^0 на всю комплексную плоскость осуществляется по 
формулам [5]; ■ J

Г(с -а )Г (Ь)  ®^^^Г(с-Р)Г(6)
(9)

На (г) ^
• с) Г ф I ~  с)'

. Г |2 — e)F(g->-f^
" ^ r c i - b y r c a + l - c ) ;  ‘

(10)

где
Из (z) ?г а. “. “F^a,, а -1-1—с; а +  1

» •



a при a, =* 2®i — 1 -— a =  1) no фо|»1у-1ам *

Ui{z) f Г(1 - a )  Г(1 + 2 0 ) »
, Г (a) [ Г ( - 2 a )  “»W +  2" г  (a) (11)

где

“8<2')~ *̂““«4 (z) In z -f' e’““z"

■' ' 'l': . ■' ‘ ' Ч • i

+  t|5 (rt +  1) — Ф (a +  n +  1) — Ф (n — 2a) — n t g j

М г) -  2 -“-*F ^  1 -  2a, a -f k . 2; ,

Г' (z)
f  (z) =  -- ■ f  — пси-фуикцяя Эйлера.

r (z )

Формулы (9)~(12) справедливы для lm z > 0 . Для 1 т а < 0  знащ  
в показателях ^{^овенцйальных мнржит.елей в этих формул ад изме^ 
шщпся т  пр»1л!кт^1шаящ^

Так как частаме индексы'хь хг равны

' { 2
V/f=T«nv„=̂  Я1 (Л + 1)1 2

2а*

Hi
Д +  1

------ -1 i X j;
к

1,

ТО задача (8) в выбранном классе функций имеет единственное реше­
ние, которое может буть найдено по формуле

Ф (Z) =  X  (Z) I f [Х+ {х)Г^ G (X) +  ? [Х+(х)]-*Д (X) - ^ )  =
2т  Ig X — Z J X — zj

, 1—«1
=  z +  я tpoi(z) —a,(z)] (z)

a2(^)4ri<z) +  o,(z)4fi(z) )
Ш

l-^g.

v x m  X " f i{ ^ г Щ
\ % ш Цо л — “l*(•«)/ '^ i(jr )(^ '--z )

+

: , .p ;i.-b,e”fv  Г ( 1 - с ) Г ( с - d)
1 —CCj

U4(x)\ X ^ / a ( x ) ^  .f.y — 04(*)\
r ( i - i & ) r - ( b - a ) f \  d4(j:)f F 4 ( x ) ( x - 2 )  ’

Va (x) ** (1 — x) [eus (x) -f ХИЗ (x)], »4 (x) =  (1 — x) [e«4 (x) -f хщ (x)].

F i(x )  =  x ( l  — x) U l( x ) U l( x )

Ua(x)u2 (x)

Учитывая, ЧТО; ^  ,
‘' X+ <x) =̂ . A y f  (X), b <  X ̂  1, и X+ ( 4  ̂  B X - (x). X >  1,

\ u i ( x } U 4 ( x )



и применяя формулы CoxottKoro, находим предельные значения функ­
ций (3) при x > 0 , а затем вычисляем -

{х) — ФГ (*) =  i sin n ai/i(х) +  % (1 +  р f«i (х) (x)-f-

• +Oj:^)4'a(x)l, 0 < x < h

е-»«“«ф+ (jc) — е”'“*Ф7 (x) ^  i sin naj^  (x) +  (1 ^  X

X W 4̂ 1 W +  i'l W  'P* f  (1 -  X

X [Ma (x) (x)-f (x) 4̂ 8 (̂ ;)]}, X >  1.

В последнем выражении строим аналитическое продолжение функ­
ций щ(х), щ(х) в окрестность бесконечно удаленной точки по форму? 
лам (9), (10) или (11), (12) и получаем

f  4>{t)dt ^  ФТ{х}~^Фг(х).. 1
J (х — i)“‘ 2i sin яа^ 2 2я “ 2

1 , n t t i  / X(т
1—а,

2
X

U i{ x ) v ^ { t ) — V iix ) U i { t )  H t ) d t  ■ ctg X
l|7j(^) t —X 2я 2

1—«1

x i f ^ V  :/.L ^i--^g^(;c). Q < x < l ;  (13)
f W  / w,{t) t ~ x

j  e-”‘̂ ^^Фt{x)~e”‘̂ ^^Фi{x) _  1 , 1
{t — x)

[t Kt

2t sin ntto 21 2лК

. яа*  
■ctg — X

1—g.
(« 8 (X ) +  8 U i j x ) ) V t { t )  -  (VaiX)  - f  S O 4 ( jg ) )» a (0

W,{t) t — x
+

+ Kt
I"̂ ai

2 (Мз (x) :i- 6Ы4 (x)) (0 ^  (x% (x) -f 6у4 (x)) Ц4 (0 f (0 dt,, . _________  At)dt ]
W,it) t - x  \

^ § 2 { x ) ,  X >  1, (14)
Г (&) Г(1 — c) g _  sin я (tti ttg) Г (g—ft) Г (1—a) F(c—a)

^  Г ( b ~ a ) Г (1 +  a — c) ’ “  2 sinяа^', V (b—а)Г (1— b)Г(С—b)’
\если a,4^:2ai —■ 1, и v  ----------—  . S =  0, если aa '= 2 a i — ̂1. ^

. ’ • Г ( 1 + 2 а )  , V
При di=^aa =  a  имеем; a==0, у =  1, 6 =  0, Uipc)~ 1, Из(х)= 1, 

(x) =  Оз(х) =  0, a формулы (13), (14) значительно упрощаются и прини­
мают вид:

^ 4>{t)dt . 1
] ( x - ^ f —  2- :

1
2я

, я а 7 / X'"тДт
1'—Сь

2 / ( O d f
- x'— t  

2

:g-i(x), 0 < , Х <  1,

> 1.



.;.г,.У)^жем, что последние формулы, могут быть получены быстрее из 
решения задачи (8), если заметить, что при а 1=|«2 матрицы,/! и S  
в краевом условии приводятся к треугольному виду одним преобразо­
ванием подобия.

Обращая уравнения (13), (14) по любой из известных формул (см, 
•и; 2]), получим единственное рещейие уравнения (1), которое можно 
записать в виде

Ф(х) =

sin то»! d 
dx

d 
dx

It

sm
Jl

j ( .
gi(t)dt

.SAi)dt 
(i —x ) '-“*

0 < x <  1,
(15)

x > l .

В заключение отметим, чтр уравнение вида 

<p(f)dt , ,, J (f(t)dtICl \ x - t l ОС,-

at \x — t\|0,. fix)i 02)1 1(0*, Оз). (16)

f ie  a i < a 2< '03< o o , допускает аналогичное исследование с помощью 
сведения к векторно-матричной краевой задаче Римайа. Однако при 
a i# la 2 у задачи Римана возникают четыре особые точки 01, 02, 0з„ ро, 
а это уже принципиально усложняет решение задачи Римана, не позво­
ляй, в частности, выписать решение через гипергеометрические функции, 
;Лйшь-Ари aj==ict2 уравнение (.16) сводится к задаче Римана с тремя' 
особыми точками; решение уравнения (16) мржно вывести в этом слу­
чае и из формулы (15), исАрльзо^ав дробйо-лйнёйную замену у

о* —-Оа X— Oj I,
Й* —' Oj О3 —■ X

Sumiiiary
., Solution of some Integral equation of Carleman’s type by the means of hypergeometric 

functions is proposed.
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ОБОБЩЕНИЕ СПЕКТРАЛЬНОГО МЕТОДА 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЫ 

НА СЛУЧАИ СТЕПЕННОГ^ПЕРЕМЕШИВАНИЙ

Э1юй ста'гье делаются допытка распространить спектральный метод 
Доказательства преШльных теорем для марковских цепей на случай, 
когда; радиус оператора Р ~Е  (1Р -*-'оператор взятия уоюв-

т
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