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РЕШЕНИЕ ОДНОЙ 0Б0БШ;ЕНН0Й з а д а ч и  РИМАНА НА 
ПАРЕ НЕПЕРЕСЕКАЮШ;ИХСЯ ОТРЕЗКОВ

л. А. ХВОЩИНСКАЯ

It is solved in closed form a generalized Riemann boundary value problem on two disjoint 
intervals.

Рассмотрим обобщенную задачу Римана нахождения функции ip{z), аналитической в плос­
кости с разрезом вдоль отрезка [—сг, сг) по краевому условию;

\(р' {̂х) =  ai(p { х ) -\-bi(p-{x) +  f i {x) ,  -C2 < x < - c i ,  

, <р+(х) =  а2<р"(х) -f Ь2У>-{х) Ч- /2(х ), Cl <  X <  С2,
(1)

где Ufc, (fc =  1,2) — заданные постоянные, /  О, ^  О, Д (х )  — заданные функции.
С помощью новых неизвестных вектор-функций Ф{г) =  (ФгСг:), ФзС-?)) =  (¥^(г)> ¥’ (^ ))) ^ (0  =  

=  Ф(1/(г —сг)) приходим к краевой задаче Римана с кусочно-постоянной матрицей и четырьмя 
особыми точками di, d2, ds, оо :

+  Fi{t), d i < t < d 2, 
ip+{t) =  d2 < t < d 3,

— A2ip~{t) +  F2{t), d3 < t <  00,

(2)

где A k ^ ^  , Fk{t) =  - i  f ^ k f k { t ) h f k { t ) \   ̂ ^  1 2.
flfc \ -bk I j  ak\ - fk { t )  )

Решение задачи (2) будем искать в классе ограниченных функций. Построим каноническую 
матрицу однородной краевой задачи, соответствующей задаче (2);

=  Bkip~(t), d k< t<d k+ i ,  к =  1,2,3, d4 =  oo, (3)

где Bi =  Ai, В2 =  Е, Вз =  А2. При решении задачи (3) воспользуемся схемой, изложенной в 
работах (1, 2].

Обозначим через а ,̂, рк характеристические числа матриц Ак и найдем числа

Pit =  — In «А:, о <  Re Pit < 1 , сгк =  -~1пРк,  0 < R e ( T f c < l ,  к =  1,2.
2т 2т

Таким образом, мы знаем характеристические числа а ,̂ (3'̂  (к =  1,4) следующих матриц:
=  А Г ' (а\ =  1/ах, (31 =  1/А ), В^В^^ =  -  a i,  =  A ) ,  В 2 В^^ =  А^^ (а| =  1/аз,

=  1//З2), Вз =  Аз (0:4 =  02, 01 =  0з) и можем найти числа

Pl =  ^ . l n a l  0 < R e p l < l ,  al =  ~ l n 0 ; ,  0<Кеа*^<1,  А: =  ТД.
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{Выбор ветви логарифмов обусловлен выбранным классом решений задачи). Далее мы находим 
характеристические числа « 12, /З12 и о-гз, /?23 соответственно матриц ■ BiB^^ =  A^^Ai =

— Е  (a i2 =  /?i2 =  1) и ВуВ2  ̂ ■ В2В^^ =  В\В'^  ̂ =  AiA^^, а также числа p i2 =  77— l na i2,

1 * 1 1  
<̂ 12 -  2^  ^^^12, Ш3 =  Р120-12, Р23 =  О’зз =  ^ ^ “ '*̂ 23, wj =  Р23СГ23, причем ветви
логарифмов выбираются из условий

Р12 4- (Т12 — P i +  О"! +  Рг 4" ^2) Р23 4- <723 — Р2 +  <72 4" Рз 4- <7з.

Суммарный индекс я  и частные индексы x i,  Х2 задачи (3) определяются по формулам

Р  +  х1 X
XI =

2 , Х2 =
2к=1

где [ • ] — целая часть числа. После этого находим числа

Р* == Р4 4- Х2 4- 1 =  Р2 4- Х2 4- 1, <7* =  <74 4- XI =  (72 4- X I,

(считаем, что R ep2 <  Re<72).
Непосредственные вычисления показывают, что необходимо рассмотр>еть 4 различных слу­

чая, представленные в таблице:

р 1 <7Г P2 <72 Рз <7| pi <74 X P * a*

1 - P i - < 7 l Pi <7l - p 2 -<72 Pi <72 0 P3  +  1 <72

2 1 -  Р1 1 -  <7l Pi <7l - P 2 -<T2 pi <72 - 2 Pi (7 2 — 1

3 -Pi -CTl Pi C7l 1 — p2 1 — <72 pi <72 -2 Pi <72 — 1
4 l - p i 1 -  <7i Pi <7l 1 -  P2 1 — <72 Pi <72 - 4 P2  — 1 CT2 —■ 2

р12 <712

0 о
1 1
0 о
1 1

В [1] было показано, что решение задачи (3) выражается через решения дифференциального 
уравнения класса Фукса, которое после некоторых преобразований может быть записано в виде

 ̂к=1

 ̂ 1 4: « i
P i к 1

!< +i - ь г + Е
к=1

iP>k -^^k ) id k -b )  
Z — Ь

+ . V  +  ±  Л .1  Д  ,  о, (4)

параметры которого q * ,b ’au)l {к =  ТТЗ) найдены в замкнутой форме.
Если в уравнении (4) сделать подстановку у =  n *= i(C  “  dkY^w, то оно преобргизуется в 

уравнение

W  ̂+  Рк -^к

Л=1I ^  с-4   ̂ С - Ь Г  ' n t i (C -4 ^ V (C -b )2  ' ^  г - Ь
w' 4- - L  +  У '  

_  М2 ^  Z-<
Wk{b -  dk)

4- р<7 ) =  О,

где q =  q* -  рЦС -  4 )  O L iC C  ~  4 )  ^  p =  p* 4- pj 4- p| 4- p|, <7 =  <7* 4- pj 4- p  ̂ 4- p ,̂ 
Wk =  Wk~ (Pi 4- p2 4- Рз -  Pfc)(<7'i 4- <72 4- <73 -  <7^), причем выполняется равенство

Wl + W2 +  Ŵ  =  p(<7 — 1).

Выбирая значения параметров из таблицы, делаем вывод, что во всех четырех случаях 

Р* - (7 *  =  С71 - Р 1, Рз -<72 =  Р1 -<71, Рз -  <73 =  Р2 -  <72, Р =  1, <7 =  СТ2 -  Р2,
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гУз = 0, Wl +  W2 =  СГ2 — р2 — 1-

Далее по формулам

Rk = 1
сг -  р -  1 

получаем числа

) )  +Рк-^к +  ̂ к
Аз—1

, Gk =  Rk{Rk +  р*к~ ^ik)i =  1,3,

Ri
1

;(l +  (Ti - pl+ p2- <У2+т),

R2
СГ2 -  P2 -  2

_  1 +  Pi — a i +  p2 ~  C>’2 +  Ц>2_1 + P i — СГХ+Р2 —0’2 +  (T2 — P2 ~  1 — W\ _  p\ — 0\ — W\
СГ2 -  P2 - 2  ~  ~02- p2~ 2 (72 -  P2 -  2 ’

Rz —

Gi  =  R i{R i—p\+<Ti) =

G2 =
(2 + P2 -  02 )̂

1

0 2 -  p2 - 2 '

(l+CTi—Pi-i-p2 —cr2+iyi)[H-p2 —(72+ (o’1—pl)(a2—P2 —l)+tUi],

(2 +  P2 -  02Y

Gz =

{Oi -  Pi +  tyi)[(pl -  (7i)(l +  P2 -  02) +  Wl], 

r(l+P2-<72).
(2 4- P2 -  02)'̂

Обозначив г =  2 4- P2 -  0-2, Г1 =  Wli +  <7i -  Pi, Г2 =  1У1 +  (pi -  CTl)(l +  P2 — (72), Гз =  1+ P2 -  (72, 
можем залисать последние формулы в виде

R -  _ !1 ± 1 3  р _  2̂ 
г г

Дз = — , Gi = 
г

(Г1 +Гз)(г2+ Гз) ^  ПГ2 ^
9 ) ^ 2  о 5 ^3 9 •

Далее находим числа

— G\ -j- G\ +  G3 — 2(? i C?2 — 2G\Gz — 2G2GS =  {Gi — G2 — Gz}^ — AG2GZ —

=  4- гз) -  ПГ2 -  -  - 4Г1Г2Г1  =  Ц [ { Г 1 +  Г2)^ -  4г 1Г2] =  3 (^ 1  -

F3 =  Gz - G i - G 2  =  ^ [ r f  -  (Г1 +  Гз) (г2 + гз) -  Г1Г2] =  -^ [п г-2  +  Гз(г1 4- Г2)],

1 Гз 2Г2
F3 -  М  =  - ^ ( 2г1Г2 4- Г1Г3 4- Г2Г3) +  -  Г2) =  +  ^з),

где для определенности выбрано одно из значений у/М^.
Точку Ь найдем по формуле

, _  2Gid,2{di — da) 4- (F3 — M)d\{d2 — da) rid2{d\ — da) —  (ri 4- ra)di{d2 — da)

или

при этом

2Gi(rfi -  da) +  {Fa - M){da - da) n{di - da) -  (n  4- ra)(d2 - da)

rad\d2 -  (r i 4- ra)d\da +  r\d2dab =  —
ndi  -  (r i 4- r3)d2 +  rada

(4)

di-b= -{di - d2){di - da), d2 - b ^  -  d2){d2 - da), d a - b = - { d a -  di){da - da),
Г4 Г4 Г4

где Г4 =  r id i -  (r i 4- ra)d2 4- гзсгз.
Теперь мы можем найти акцессорный параметр q :

q =  R\{d2 - b)(da - b) +  Raidi - b){da -  6) +  Дз(<̂ 1 -  ^)№ -  b)
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—:2(^2-£^i)(<i3-di)№-d2) [(п  +rzfrz{d 2  -  da) +г^гз(сгз -  di) 4-n(ri +  r3)(di -  ^2)] • (5)
ГГ4

Таким образом, решение краевой задачи (3) выражается через решения дифференциального 
уравнения вида

+  1 + 7 +  1 + P i z ^  _  ^  V ' +
C - d i C - d 2 С -  d3 С -  Ь

q , w i ( 6 - d i ) +  Ш2(6 - а ' 2) , ,
+ ------------ ^ ^.............. +  СГ2 -  Р2 )го =  О,-"■‘ - ’'‘Г - ' ' '  ®

параметры Ь и g которого определяются по формулам (4) и (5). В окрестности каждой особой 
точки dfc (/с =  1,4, с?4 =  оо) уравнение (6) имеет 2 линейно независимых решения Vk [2]. Эти 
решения представляют собой ряды, коэффициенты которых определяются из рекуррентных 
соотношений.

Каноническая матрица X {Q  задачи (3) в окрестности каждой особой точки dk {к =  1,4) 
строится по формуле

x ( z )  =  “ f )  Q  _  ц )  ,

где Dk {к =  1,4) — некоторые фиксированные матрицы, приводящие матрицы Вк-\В^^ (Во =  
=  В2 =  В4 — Е)  к жордановой форме и связанные между собой определенными соотношения­
ми [1].

Поскольку частные индексы я\ и ха удовлетворяют неравенствам

—2 <  XI <  О, —2 <  Х2 <  О,

то неоднородная краевая задача (2) безусловно разрешима при х  =  О, а для ее разрешимости 
при X =  —2 и X =  —4 требуется выполнение соответственно одного или двух матричных 
условий разрешимости [3]. При их выполнении решение задачи (2) строится по формуле

^ ( 0  =  ^ ( 0

d.2 00

di da

Возвращаясь к функции Ф(г;) =  V’(C  ̂+са) ,  решение исходной задачи (1) находим по формуле 
if{z) =  Ф1(2:) + Ф 2(г).
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