
Скармливание бычкам йодистого и бромистого калия в отдельном и комплексном со
четании в поваренной солью в составе комбикормов способствует снижению количества 
аммиака в рубце на 17-25% и мочевины в крови на 12-23% (Р<0,05), повышению перевари
мости питательных веществ кормов на 3-6% (Р<0,05), среднесуточных приростов на 7-11% 
(Р<0,05), снижению затрат кормов на 6-10% и себестоимости продукции на 6-8%.

ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА В ПОЛЕ ТЯГОТЕНИЯ СРЕДЫ 
С УЧЕТОМ ЛОБОВОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ В НЬЮТОНОВСКОМ 

ПРИБЛИЖЕНИИ ТЕОРИИ ТЯГОТЕНИЯ ЭЙНШТЕЙНА

А.П. Рябушко, д-р физ.-мат. наук, проф.,
Т.А. Жур, канд. физ.-мат. наук, доцент

Белорусский государственный аграрный технический университет (г. Минск)
Цдгк S l id ' /

В работе [1] отмечено, что исследования по созданию и уточнению теорий движения 
в полях тяготения конкретных небесных и искусственных тел (космические аппараты, спут
ники Земли) имеют важное значение для земной цивилизации и, в частности, для получения 
достоверной информации, используемой в хозяйственно-экономической деятельности.

В настоящей работе будет решена следующая задача. Имеем материальный шар 
радиусом Я,  плотность распределения материи р  в котором имеет вид

А = А>0“ ) ’ ° ^ < Л ,К
(1)

где г -  расстояние до центра шара, р 0 - плотность материи в центре шара. Вне шара, где 
r> R  , р=0 .  В центре шара находится сосредоточенная масса, т.е. тело, масса которого М . 
Согласно концепции теории тяготения Эйнштейна возникает гравитационное поле, искрив
ляющее пространство-время, и движение пробного тела в нем происходит по геодезической 
линии (см. [1]). Но если учесть лобовое сопротивление движению пробного тела, то движе
ние будет происходить не по геодезической. Целью настоящей работы будет: 1) получить 
дифференциальные уравнения (ДУ) движения пробного тела массой m в поле тяготения 
внутри шара с учетом лобового сопротивления; 2) найти интегралы энергии и площадей; 3) 
проинтегрировать с помощью этих интегралов ДУ движения; 4) найти закономерности и тра
екторию движения пробного тела,

Сила лобового сопротивления F  при движении в газопылевой среде определяется 
формулой (см. например, [2], стр. 612)

F  = -k v v , (2)

где v - скорость движения пробного тела по орбите, v = Ivl, а коэффициент к для пример

но сферически-симметричного пробного тела радиусом г0 определяется равенством

к = рпг^г • см~1.
Опираясь на результаты работы [1], (8) и (2), приходим к ДУ движения пробного тела в 

поле тяготения внутри шара в ньютоновском приближении с учетом лобового сопротивления:
d 2x ‘ уМт , 4 г , dx'

т ~ Т Г  = ------Г- х  - л У Р о м Ь - - ) *  - * v — , 3dt г 3 R dt
где x'(t), i = 1,2,3 координаты пробного тела (материальной точки) в прямоугольной декар
товой системе координат, начало О которой находится в центре шара; t -  время; 

у = 6,67-10-8см3 - г " 1 -сек~2 - ньютоновская постоянная тяготения; г2 = х ‘2 ч-х2' + х3\
Так как распределение материи (1) обладает сферической симметрией, то той же 

симметрией обладает поле тяготения, и движение пробного тела будет плоским. Без огра
ничения общности за плоскость движения можно выбрать координатную плоскость х'Ох2, 
уравнение которой х 3 = 0. Также имеем х 3 = dx3 / dt = 0, x3 = d 2x 2/ d t 2 = 0 и в системе ДУ
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(3) третье уравнение вырождается в тождество. Первое и второе уравнения системы (3) де
лим на т и записываем в виде:

Умножая (4) на

d 2x1 ' х
~ Е Г  = ~УМ  ~ш г

.4 г .  , к dx1
-----V —

3 R т at
d x . . x  A  r .  2 к dx— i r  = -yM  —  -nyp0( - - —) x -----v —
dt2 r 3 3 i f  m dt

(4)

(5)

dxx /  dt, (5) на dx21 dt и складывая найденные уравнения, получим:

\_d_ 
2 dt dt

r dx2 V

dt
= yM

dt )

nypQ d

3 dt

j  \
2 r - -

R

к
----- v

m
( & Л

dt
+

r dx2^

dt
■(e)

Учитывая, что v2 = (<&:' /d t)2+(dx21 dt)2, из (6) находим интеграл энергии:

т? 1 2 уМ \Е = —v - - + —жур0(2г2 - г 3/R)+  f— v3dt = const .
Ч J m9 ,  , j  (7)2 r  3 Jm

Далее, комбинируем уравнения (4) и (5) следующим образом: из умноженного на х1 
уравнения (5) вычитаем умноженное на х2 уравнение (4). Тогда получаем:

d (  dx2 , d>с1.1 Л
-X -____ х2

dt[^ dt dt j
к I dx2
/ И  dt

dx1 
dt

(8)

Введя обозначение L = x l (dx2 / dt) -  x2 (dx1 /  d t) , решаем уравнение (8) относительно
Z:

-  \ - v d t

Z =  V  , 0 )
где значение не равной нулю постоянной Z0 определится позже. Равенство (9) является ин
тегралом площадей, который определяет удельный по массе орбитальный момент импульса 
тела при учете лобового сбпротивления движению или удвоенную секториальную скорость 
тела.

Если ввести в плоскости х'О х2 полярную систему координат по формулам 
х1 = v cos(р, х 2 = r s in ^ ,  не учитывать поля тяготения среды (р 0 = 0 )  и лобового сопротив
ления (£=0), то получаем движение в пустоте в поле тяготения центральной массы М  и 
интегралы энергии и площадей упрощаются:

v\/f vK4
( 10)E = - ( r 2 + r 2<p2) - ^ -  = - v 2 - ^  = £ 0 = - - ^ ( l - e 2) = const

2 P
L = г2ф = Z0 = -JyMp -  const .

С их помощью известным способом [3] находится ДУ орбиты тела в пустоте:
d 2u;

г  +  и о----= «о =

решением которого является функция

и0 = — (1 + ecos^) , 
Р

(11)

(12)

(13)

которая определяет эллипс с эксцентриситетом е (0<е <1) и параметром р . Учет 

влияния поля тяготения среды (р 0 ф 0 ) без лобового сопротивления (к =  0) изменяет инте
грал энергии (10), но вид интеграла площадей (11) остается прежним. Этот случай подробно 
исследован в работе авторов [4]. В силу разреженности среды ( р 0 мало) и небольших экс
центриситетов е исследование в [4] проведено с точностью до членов первого порядка по 
р 0 и второго порядка по е .

В настоящей работе исследование проведем с той же точностью. Тогда (7) и (9) мож
но записать в виде:
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е Л { г 2 + r 2<p2) - ^  + \n y p Q(2 r2 - r 3/R )+  J
r  3

L s г2ф = L0

yM
f 2 \ - е гЛ

P

3/2

г к (2  1 -е 2 ^
-1/2

h -  f— уМ dt
J т У г  Р ).

dt = const , (14)

(15)

Вычислив интегралы в (14) и (15), и потребовав, чтобы в начальный момент, когда 

<р = 0, поступательная орбитальная скорость v = ^ /r2 + г2ф1 и секториальная скорость

1 9С - —г ф совпадали со скоростями при движении в пустоте { р 0 = 0 , к = 0), получим инте

гралы энергии и площадей в окончательном виде:

Е =  I V2 +  1 Л7Ро(2г 2 - г 3 /R ) + yM ^ -  
2 г 3 т

уМ . - 2. 1
= - г - ( 1 - е  ) + -W PoP2 р  3

f  3 2„ 3^2
Ф + — е ф —  е~ sin 2®

4 8
Y i  _ р ) + е sin ф
X  Ry

2(1-2е + Зе2) -  — (1-Зе + 6е2) 
Л

(16)

L  = г 2<р = 2С = л]уМр
к (  з 1 Л

1— - р  ф +  — е 2ф - е $ т ф  + —е 2 $ т .2 ф  
т v 4 8

u A Z l
W Я

' Y  7 2 5 , 'I<р + — е $>-2esin$> + —е~ sin2$> J, (17)
V 4  . 8  )

где к0 = p ^n rl г-см~1 .
С помощью интегралов (16), (17) по известной схеме (см. [3], [5]) находим ранее неиз

вестное ДУ орбиты, обобщающее ДУ (12), по которой движется тело в гравитационном поле 
центральной массы М  и среды (1) при учете лобового сопротивления (2) (вводим величину
и = И г ):

]  2_ . 1 _ _ _ „ 2d и 1 пр,р
■ + и ----- --

dф2 М
4 2 2 Р 2 2— (l-3 e c o s ф + 6е cos ф )- — (l-4ecos^> + 10e cos ф)
3 R

+

т

3 3 Л к п (  1 9
2ф — e2̂ 7-2esin^ + —е 2 sin2$? — - — 2 ф  + — е 2ф - 4 е ъ т . ф  + — е 2 $ т 2 ф  

1 " )  т R'
(18)

4 4 )  т R \  2 4
Решением задачи Коши ДУ (18) при начальных условиях 

и{0) = (1 + е) / р, и '(0) = 0 является функция:

1 + ecos^ 2прйр 2 (  р ^ 
и —---------------------------- 1-------

I  R ;М
еф$тф +

+ -
кп
т

2 1 - J
R

лр0р
м ■

^ (  
ф -

1 - £ +
3 R

4 - 5 -
R

А4 5 / Л ,( l - c o s ^ ) + ------- — \е (cos ̂  -  cos 2#>) >+
Л З  3 R )

ъ- + 1 г
4 2 R

2 И ,  ___ „  • „ л  Г1 3/>Ъе 0 + 1— — e(e>cos®-sin<z>)-------- — е sin2ф
У R )  Y U  4 R )

"-о
т I  R)

1 + 1 р

v4 2 R j
е2 -

(\_ _Ъ_р^
2 2 R

sin ф. (19)
.4 2 R J

Без учета лобового сопротивления уравнение орбиты (19) превращается в уравнение 
(21) из работы [4], которое подробно обсуждено: траекторией движения тела является вра
щающийся эллипс с обратным смещением перигелия; на этот эффект наслаивается эффект 
укорочения (сжатия) орбиты и сопутствующий ему эффект увеличения скорости движения
тела по орбите; тело на каждом обороте {ф = 2яп, n = \ ,N )  проходит через точку перигелия 
П (г -  р !{  1 + е); ф = 2п п ) для орбиты (13) в пустоте.
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При учете лобового сопротивления к перечисленным эффектам добавляется, благо
даря членам 2кср/т и kepcosp/m  в (19), эффект слабо пульсирующего уменьшения рас
стояния г тела до центра (спираль-эффект). Оставшиеся постоянные и чисто периодиче
ские члены, пропорциональные к0, практически не влияют на характер движения тела. Те
перь тело не проходит через перигелий на каждом обороте, а приближается к центру за п 
оборотов на величину

Агп = 2л пр 2 £0 
т

2-Ъе ■ — е2 -  —( 2 - 2 е - —е2) 
4 R 2

(20)

Все это означает, что на фоне указанных эффектов должен прослеживаться спира
леподобный характер движения, который особенно ясно проявился бы в случае кругового 
движения (е = 0). Дадим числовую оценку спираль-эффекту (20). Например, если движется
космический аппарат сферической формы радиусом г0 =1м  и массой т = 1т=106г  по кру

говой траектории на расстоянии р  = 1,6• 1013<ш от Солнца (траектория, близкая к орбите 

Земли), где р ~ 1 0 '19 ч-Ю‘20г /с м 3, /? = 100/? , то находим значение Агп ~(10-И00)л/см. Чи
словые оценки для других упомянутых эффектов можно найти в работе [4]. Отметим также, 
что согласно интегралу энергии (16) и интегралу площадей (17), поступательная и сектори- 
альная скорости тела при учете лобового сопротивления испытывают вековое увеличение и 
уменьшение соответственно.
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Проблема формирования эффективной системы экономических взаимоотношений 
предприятий райагросервиса по ремонту и техническому обслуживанию с сельскохозяйст
венными товаропроизводителями, в условиях низкой оснащенности средствами механиза
ции, является одной из приоритетных. В значительной степени от ее решения в настоящее 
время зависит восстановление и рост технического потенциала всех субъектов хозяйство
вания независимо от форм собственности, обеспечение высокой готовности сельскохозяй
ственной техники, снижение затрат и повышение конкурентоспособности сельскохозяйст
венной продукции, дальнейший подъем экономики отрасли.

Как показывает практика, эффективность действующей в республике системы фирменно
го технического сервиса тракторов, комбайнов и сельскохозяйственных машин отечественного 
производства ограничивается, как правило, гарантийным периодом их эксплуатации.

В то же время технический сервис в послегарантийный период осуществляется пред
приятиями различного уровня республиканского объединения "Белагросервис". Причем, как 
показывает практика, объемы работ по оказанию ремонтно-технических услуг сельскохо
зяйственным потребителям имеют недостаточный уровень. Комплекс работ по текущему
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