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ВВЕДЕНИЕ 

В третьей части дисциплины «Теоретические основы электро
техники» изучаются в соответствии с образовательным стандартом 
следующие темы: нелинейные электрические и магнитные цепи, 
теория электромагнитного поля. На изучение этих тем учебным 
планом предусмотрено 68 аудиторных часов. 

Примерное распределение этих часов по модулям и видам заня
тий приведено ниже. 

УЧЕБНО-ИНФОРМАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ 
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МОДУЛЬ 7 

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ И МАГНИТНЫЕ ЦЕПИ 

ВВОДНЫЙ КОММЕНТАРИЙ К МОДУЛЮ 

Студент должен: 
- знать: понятия нелинейная цепь, нелинейный резистивный 

элемент, графический метод построения результирующей вольт-
амперной характеристики (ВАХ) при последовательном, парал
лельном и смешанном соединении нелинейных резисторов; расчет 
нелинейных электрических цепей методом двух узлов и методом 
итераций; величины, характеризующие магнитное поле и связь ме
жду ними, ферромагнитные и неферромагнитные материалы и их 
характеристики, закон полного тока, магнитодвижущую силу 
(МДС), падение магнитного напряжения, законы Кирхгофа для 
магнитной цепи, закон электромагнитной индукции, потери энер
гии в ферромагнитном сердечнике, методы расчета неразветвлен-
ных и разветвленных магнитных цепей; особенности и практиче
ское использование нелинейных цепей переменного тока, методы 
расчета токов и напряжений, феррорезонансные явления; 

- уметь: рассчитывать токи и напряжения в нелинейных элек
трических цепях постоянного тока; составлять уравнения, пользу
ясь законами Кирхгофа, рассчитывать магнитные цепи, определять 
МДС или магнитные потоки, рассчитывать нелинейные электриче
ские цепи переменного тока, строить результирующие вольт-
амперные характеристики феррорезонансных цепей, определять 
потери в ферромагнитном сердечнике; 

- формировать: логическую последовательность действий, ак
куратность в оформлении учебной работы и в личной жизни. 

Принцип работы целого ряда электротехнических устройств 
основан на использовании нелинейных элементов, для которых 
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вольт-амперные, вебер-амперные, куло^-вольтные характеристики 
являются непрямолинейными. 

Благодаря нелинейным элементам возникают явления, 
принципиально неосуществимые в линейных цепях: выпрямление и 
стабилизация напряжения, усиление мощности, получение 
модулированных колебаний различной формы и другие. 

В цепях с нелинейными элементами получают переходные 
процессы, которые применяются для формирования различных 
импульсов в устройствах автоматики и радиотехники. 

Расчет нелинейных цепей сопряжен с определенными 
математическими трудностями, так как процессы в них описы
ваются нелинейными алгебраическими или дифференциальными 
уравнениями, общей методики решения таких уравнений нет. 
Расчет нелинейных цепей усложняется, когда характеристики 
нелинейных элементов заданы графически и отсутствует их точное 
математическое описание. 

Инженерная практика требует получения хотя бы ориенти
ровочных расчетных соотношений, которые дают количественную 
оценку процессов, происходящих в нелинейных цепях. Именно 
поэтому основой теории нелинейных цепей является получение 
приближенных решений, дающих в основном качественную оценку 
процессов. Некоторые методы приближенного расчета устано
вившихся и переходных процессов излагаются в данном модуле. 

СЛОВАРЬ ОСНОВНЫХ ПОНЯТИЙ 

Нелинейная электрическая цепь — электрическая цепь, 
электрическое сопротивление, индуктивность или емкость хотя бы 
одного из участков которой зависят от значений или от 
направлений токов и напряжений в этом участке цепи. 

Дифференциальное сопротивление — скалярная величина, 
равная пределу отношения приращения напряжения на нелинейном 
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элементе к приращению тока в нем, когда последнее приращение 
стремится к нулю. 

Магнитная цепь — совокупность устройств, содержащих 
ферромагнитные тела, электромагнитные процессы в которых 
могут быть описаны при помощи понятий магнитодвижущей силы, 
магнитного потока и разности матнитных потенциалов. 

Магнитная индукция — векторная величина, характери
зующая магнитное поле и определяющая силу, действующую на 
движущуюся заряженную частицу со стороны магнитного поля. 

Линия магнитной индукции — всегда замкнутая линия, в 
каждой точке которой касательная к ней совпадает с направлением 
вектора магнитной индкуции. 

Напряженность магнитного поля — векторная величина, 
равная геометрической разности магнитной индукции, деленной на 
магнитную постоянную, и намагниченности. 

Намагниченность — векторная величина, характеризующая 
магнитное состояние вещества, равная пределу отношения 
магнитного момента элемента объема вещества к этому элементу 
объема, когда последний стремится к нулю. 

Основная кривая намагничивания — кривая, представ
ляющая собой геометрическое место вершин симметричных петель 
гистерезиса, получающихся при различных максимальных значе
ниях напряженности магнитного поля. 

Вихревые токи — электрические токи в проводящем теле, 
вызванные электромагнитной индукцией, замыкающиеся по 
контурам, образующим односвязную область. 
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ОСНОВЫ НАУЧНО-ТЕОРЕТИЧЕСКИХ ЗНАНИЙ 
ПО МОДУЛЮ 

Данный модуль посвящен изучению методов расчета 
нелинейных электрических и магнитных цепей и включает в себя 
следующие вопросы. 

Нелинейные электрические цепи постоянного тока 

1. Нелинейные элементы, их характеристики. 
2. Графический метод расчета нелинейных цепей постоянного 

тока с последовательным, параллельным и смешанным 
соединениями нелинейных элементов. 

3. Расчет сложных нелинейных цепей постоянного тока. 
Метод двух узлов, метод итераций. 

4. Статическое и дифференциальное сопротивления, эквива
лентные схемы замещения. 

Нелинейные магнитные цепи при постоянном токе 

1. Основные понятия и законы магнитных цепей. 
2. Ферромагнитные материалы, их характеристики. 
3. Расчет неразветвленных и разветвленных магнитных цепей. 
4. Расчет магнитных цепей с постоянным магнитом. 

Нелинейные цепи переменного тока 

1. Общие сведения. 
2. Методы расчета нелинейных цепей переменного тока. 
3. Потери энергии в ферромагнитных сердечниках. 
4. Форма кривых тока и напряжения в цепи с индуктивной 

катушкой с ферромагнитным сердечником. 
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5. Уравнения, схема замещения, векторная диаграмма индук
тивной катушки с ферроомагнитным сердечником. 

6. Феррорезонанс напряжений и токов. 
7. Переходные процессы в нелинейных электрических цепях. 

МАТЕРИАЛЫ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ 
В ПРОЦЕССЕ ОБУЧЕНИЯ 

Материалы к лекциям 

Основной теоретический материал по модулю 7 "Нелинейные 
электрические и магнитные цепи" изложен в настоящем учебно-
методическом комплексе и в литературе [1,3]. 

План лекции 1: 
1. Основные понятия о нелинейных электрических цепях, эле

ментах, их характеристики. 
2. Общая характеристика методов анализа и синтеза нелиней

ных электрических цепей постоянного тока. 
3. Графический метод расчета нелинейной электрической це

пи постоянного тока при последовательном, параллельном, сме
шанном соединении элементов. 

План лекции 2: 
1. Вольт-амперная характеристика ветви, содержащей 

нелинейный элемент и ЭДС (нелинейный активный двух
полюсник). 

2. Расчет разветвленной нелинейной электрической цепи 
постоянного тока методом двух узлов. 

3. Статическое и дифференциальное сопротивления. 
4. Замена нелинейного резистора эквивалентным линейным 

сопротивлением и источником ЭДС. 
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5. Расчет нелинейной электрической цепи постоянного тока 
итерационным методом. 

План лекции 3: 
1. Основные понятия и разновидности магнитных цепей. 
2. Законы магнитных цепей. 
3. Вебер-амперная характеристика и ее построение. 
4. Расчет неразветвленных магнитных цепей постоянного 

тока. 

План лекции 4: 

1. Расчет разветвленных магнитных цепей постоянного тока. 

План лекции 5: 

1. Нелинейные электрические цепи переменного тока. Общие 
сведения. 

2. Методы расчета нелинейных электрических цепей перемен
ного тока. 

План лекции 6: 
1. Потери энергии в ферромагнитном сердечнике. 
2. Переменный магнитный поток в катушке с 

ферромагнитным сердечником. 
3. Уравнение, векторная диаграмма и схема замещения 

катушки с ферромагнитным сердечником. 

План лекции 7: 
1. Феррорезонанс напряжений. 
2. Феррорезонанс токов. 
3. Переходные процессы в нелинейных электрических цепях, 

методы расчета. 
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Лекция 1 
НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ 

ЦЕПИ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

7.1. Основные определения. 
Вольт-амперные характеристики нелинейных сопротивлений 

Нелинейные электрические цепи являются одной из разновид
ностей электрических цепей и имеют важное практическое значе
ние, поскольку в большом разнообразии электротехнических уст
ройств, созданных на базе нелинейных элементов, возникают явле
ния, принципиально неосуществимые в линейных цепях. На нели
нейных эффектах принципиально основаны выпрямление, инверти
рование и стабилизация напряжения, умножение и деление часто
ты, усиление мощности, получение модулированных колебаний 
различной формы, релейный эффект, запоминание сигналов и дру
гие явления. 

Под нелинейными электрическими цепями понимают электриче
ские цепи, содержащие нелинейные элементы, т.е. элементы с нели
нейными характеристиками. Нелинейные элементы, в отличие от ли
нейных, не могут быть описаны при помощи постоянных коэффици
ентов, а характеристики являются нелинейными функциями одной 
или нескольких переменных. Пассивные нелинейные элементы под
разделяют на резистивные, индуктивные и емкостные. Соответствен
но используют вольт-амперные, вебер-амперные и кулон-вольтные 
характеристики, причем они часто бывают справедливы только при 
постоянных (не зависящих от времени) напряжениях и токах. 

В цепях постоянного тока в установившихся режимах индук
тивные элементы не оказывают сопротивления, а емкостные эле
менты постоянный ток не пропускают. Поэтому в нелинейных 
электрических цепях постоянного тока рассматривают только рези
стивные элементы, которые описывают вольт-амперными харак-
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теристиками (ВАХ). Примеры ВАХ некоторых нелинейных рези-
стивных элементов приведены в таблице 7 . 1 . 

Нелинейность ВАХ различных резистивных элементов могут 
определять такие факторы, как температура, напряжение, ток и 
другие, а также скорость их изменения. 

Таблица 7.1 — Характеристики нелинейных резистивных элементов 

Наименование Обозначение Пример ВАХ 

Полупровод
никовый диод и 

о 1. 
и 

Полупровод
никовый ста
билитрон и 

/ 

(Уст 

г 
1 

и 

Бареттер 
(стабилизатор 
тока) 

и 

I 

о 'и 
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Окончание табл. 7. 
Наименование Обозначение Пример ВАХ 
Терморезистор 

и и 

Примеры графических и буквенных обозначений некоторых ре
зисторов в соответствии с ГОСТ в электрических схемах приведены 
на рисунке 7.1. 

Рисунок 7.1 — Графическое и буквенное обозначение нелинейных 
резисторов, сопротивление которых зависит от температуры (а), 

от напряжения (б) 

При решении электротехнических задач по расчету нелинейных 
электрических цепей принципиально не важна причина нелинейно
сти ВАХ резистивных элементов, поэтому в дальнейшем с целью 
упрощения примем графическое и буквенное обозначение их в схе
мах в виде, показанном на рисунке 7.2. 

RK RU 

Я1 R2 

Рисунок 7.2 — Графическое и буквенное обозначение нелинейных 
резисторов 
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Нелинейные резисторы подразделяют на две большие группы: 
неуправляемые и управляемые. Управляемые нелинейные резис
торы (транзисторы, тиристоры, трехэлектродные электронные лам
пы и т.п.) в отличие от неуправляемых (лампы накаливания, баретте
ры, тиристовые сопротивления, полупроводниковые выпрямитель
ные диоды и др.) имеют, как правило, вспомогательные или управ
ляющие цепи, воздействуя на ток или напряжение которых можно 
изменять ВАХ основной цепи. 

Вольт-амперные характеристики могут быть заданы в виде гра
фиков, таблиц или математических зависимостей. 

7.2. Общая характеристика методов анализа и синтеза 
нелинейных электрических цепей постоянного тока 

При анализе и синтезе электрических цепей с нелинейными 
двухполюсниками применяют различные методы, сущность которых 
определяется формой задания нелинейной характеристики. Если она 
задана в аналитической форме, то решение задачи сводиться к ре
шению системы уравнений, состоящих из п нелинейных уравнений 

вида Ik (U к ) и п линейных уравнений вида: 

Ik=Iko+GklUl+Gk2U2+... + GtHU, 

Uk = Uk0 + RklI} + Rk2I2 +... + RJn . 
При п = 1 простое решение может быть получено аналитически 

или графически. При п > 1 решение более сложно и выполняется 
обычно при помощи ЭВМ. 

Если нелинейные характеристики заданы в виде таблицы экс
периментальных данных, то решение требует графических построе
ний или итерационных интерполяционных процедур, выполняемых 
при п > 1 при помощи ЭВМ. 

Синтез электрических цепей с нелинейными двухполюсниками 
обычно проще, чем анализ. В этом случае задаются рабочие точки на 
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всех п нелинейных характеристиках и для решения задачи требу

ется решить линейную задачу синтеза, в которой все нелинейные 

резистивные элементы заменяют линейными резистивными двухпо

люсниками с сопротивлениями = С/у / 1к , где с индексом А обо

значены величины, относящиеся к рабочим точкам. 
Если рабочие точки не фиксированы, а заданы только области, 

прилегающие к рабочим точкам, то в этих случаях применяют ли
неаризацию нелинейных характеристик на определенных участках. 
В этом случае, как анализ, так и синтез выполняется средствами 
теории линейных цепей и все нелинейные элементы заменяют ак
тивными линейными двухполюсниками. 

Участки электрических цепей с последовательным или парал
лельным соединением различных нелинейных резистивных двухпо
люсников можно заменить эквивалентными нелинейными двухпо
люсниками с результирующими характеристиками, получающимися 
путем суммирования характеристик исходных нелинейных двухпо
люсников. Таким образом, схема нелинейной электрической цепи 
может быть существенно упрощена. 

Анализ и синтез электрических цепей с нелинейными четырех
полюсниками подробно рассматривается в специальной литературе 
и в данном разделе не приводится. В дальнейшем будут изложены 
методики расчета простых цепей (с одним источником энергии) с 
последовательно, параллельно и последовательно-параллельно со
единенными нелинейными резисторами и источниками ЭДС, а так
же сложных цепей методом двух узлов, методом итераций. 

Расчеты и исследования нелинейных электрических цепей по
стоянного тока во многих случаях производят графоаналити
ческими методами, в основу которых положены законы Кирхгофа. 
Если вольт-амперные характеристики можно с достаточной степе
нью точности выразить аналитическими функциями, то может быть 
выполнен аналитический расчет. 
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7.3. Графический метод расчета нелинейных электрических 
цепей постоянного тока при последовательном, параллельном и 

смешанном соединении элементов 

Сущность графического метода расчета простых нелинейных 
электрических цепей постоянного тока состоит в построении ре
зультирующих вольт-амперных характеристик участков цепи с по
следовательным или параллельным соединением элементов на ос
новании уравнений, составленных по законам Кирхгофа. Метод яв
ляется приближенным, поэтому от аккуратности и точности гра
фических построений зависит точность решения задачи, результат 
которого проверяется по законам Кирхгофа. 

7.3.1. Последовательное соединение нелинейных резисторов 

Задана схема электрической цепи (рисунок 7.3, а), вольт-

амперные характеристики нелинейных резисторов I{U{) и I(U2) . 

Требуется определить ток / , падения напряжений Ul и U2, если 

известно напряжение питания U. 

Рисунок 7.3 — Схема электрической цепи (а) и графическое 
построение результирующей ВАХ (б) при последовательном 

соединении нелинейных резисторов 
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Поскольку задано напряжение U на входе цепи, то для опре
деления тока в цепи необходимо построить результирующую вольт-

Построение результирующей ВАХ равносильно замене не
скольких нелинейных резисторов одним эквивалентным с ВАХ 
I(U). При этом руководствуются законами Кирхгофа. 

В схеме (рисунок 7.3, а) через все элементы проходит один и тот 
же ток /, а напряжение на входе цепи в соответствии со вторым 
законом Кирхгофа определяется по выражению 

Результирующую ВАХ строят, используя уравнение (7.1). Для 
этого задаются произвольным значением тока / (точка а на рисунке 
7.3, б), проводят горизонтальную линию до пересечения с вольт-
амперными характеристиками нелинейных элементов и находят 

жению (7.1). Полученное напряжение будет соответствовать вы

бранному току, а точка с координатами I,U будет принадлежать 

Сложение напряжений можно выполнить графически, склады-

Точка d будет одной из точек результирующей ВАХ. 
Аналогично, задаваясь рядом значений тока / , определяют дру

гие точки, соединяют их плавной кривой и получают результирую
щую ВАХ цепи. 

По заданному напряжению U находят искомый ток / , используя 

амперную характеристику всей цепи / ( С / ) . 

и = и1+и2. (7.1) 

соответствующие напряжения Ux и U2 , а также их сумму по выра-

результирующей характеристике I(U). 

ВАХ I(U). Затем по значению тока 
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I(U2) определяют напряжения Ul и U2 . Результат проверяют по 

выражению (7.1), при неточности корректируют решение. 
Аналогично рассчитывают цепи при последовательном соединении 

трех и большего числа нелинейных резисторов. Если в цепи имеются 
линейные резисторы, то их ВАХ строят на основании закона Ома. 

7.3.2. Параллельное соединение нелинейных резисторов 

Пусть в схеме электрической цепи (рисунок 7.4, а) заданы 

вольт-амперные характеристики нелинейных резисторов / , ( £ / ) и 

/ 2 ( С 7 ) .Требуется определить напряжение питания U, токи 1\\\12, 

если известен ток / на входе цепи. 

I 
I 

+ • 1 1 

а) б) 

Рисунок 7.4 — Схема электрической цепи (а) и графическое 
построение результирующей ВАХ (б) при параллельном 

соединении нелинейных резисторов 

При построении результирующей ВАХ исходят из того, что на
пряжение на обоих нелинейных резисторах одинаково, а ток в не-
разветвленной части схемы находят по первому закону Кирхгофа: 

/ = / , + / 2 . (7.2) 

Задаются произвольным значением напряжения U (точка а на 
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рисунке 7.4, б), по ВАХ / ( С / , ) и 1(Ц2) находят соответст
вующие значения токов 1\ и 12, а также их сумму по выражению 
(7.2). Полученное значение тока будет соответствовать выбранному 
напряжению, а точка с координатами 7, U будет принадлежать ре
зультирующей характеристике I(U). Графически эту точку d можно 
получить сложением отрезков (линий, соответствующих токам 1Х и 12): 

ab + ac- ad. 
Аналогично определяют другие точки результирующей ВАХ. 
По заданному току I и результирующей ВАХ определяют ис

комое напряжение U и для полученного значения напряжения по 

ВАХ Ix (U) и I2 (U) находят токи на параллельных участках h и 

12. Проверку результата осуществляют по выражению (7.2). 

7.3.3. Смешанное соединение нелинейных резисторов 

При смешанном (последовательно-паралельном) соединении 
нелинейных резисторов в электрической цепи (рисунок 7.5, а) име
ются участки с параллельным (резисторы R2 и i?3) и последователь
ным соединением (резистор и участок с R2 и /? 3). 

+ 

U 

а) б) 

Рисунок 7.5 — Схема электрической цепи (а) и графическое по
строение результирующей ВАХ электрической цепи 

со смешанным соединением нелинейных резисторов (б) 
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Пусть будут известными вольт-амперные характеристики нели

нейных резисторов I\(U{), 12 (Ц2), 1Ъ (U2 ) (рисунок 7.5, б) и пи

тающее напряжение U. Требуется определить токи в ветвях схемы. 
Для решения задачи необходимо поэтапно преобразовать схему 

и построить результирующие характеристики: сначала для парал
лельного соединения, а затем для последовательного. 

Результирующую ВАХ параллельного соединения нелинейных 

резисторов 1х(Уг) строят в соответствии с методикой рассмотрен

ной в п.7.3.2, по уравнению первого закона Кирхгофа. Задаются 

значениями напряжения U2 , по ВАХ I2(U2)n I3(U2) (рисунок 

7.5, б) определяют токи 12 и / 3 и их сумму. 

После замены двух параллельно соединенных нелинейных рези

сторов одним эквивалентным с ВАХ I\(U2) электрическая цепь (ри

сунок 7.5, а) сводится к последовательному соединению резисторов RI 

и R23. Для построения результирующей ВАХ последовательного со

единения и, следовательно, всей цепи используют методику, изложен

ную в п. 7.3.1. При этом задаются значениями т о к а / ь по ВАХ/](( / , ) и 

I2(U2) (рисунок 7.5, б) определяют напряжение Ux и U2, а также их 

сумму в соответствии со вторым законом Кирхгофа. 
По заданному напряжению источника питания U и результи

рующей ВАХ цепи I\(U) находят ток по току и ВАХ I\(UX), 

I\{U2) определяют напряжения U\ и U2, по напряжению U2 и 

ВАХ I2(U2), h{U2 ) получают значения токов 12 и / 3 . Результаты 

расчетов проверяют по выражениям первого и второго законов 
Кирхгофа. 
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Лекция 2 

7.4. Вольт-амперная характеристика ветви, содержащей нели
нейный элемент и ЭДС (нелинейный активный двухполюсник) 

При графоаналитических расчетах разветвленных цепей с не
линейными элементами часто возникает необходимость в исполь
зовании ВАХ нелинейных активных двухполюсников. На рисунке 
7.6, а показана ветвь, содержащая нелинейный резистор RI и ЭДС. 
Требуется построить ее вольтамперную характеристику I(Uac), если 
даны ВАХ нелинейного резистора I(Uab) (рисунок 7.6, б) и ЭДС Е. 

h 

R1 
I ^ Ь 

Uab 

а) б) 

Рисунок 7.6 — Схема нелинейного активного двухполюсника (а) и 
вольт-амперные характеристики нелинейного резистора I{Uab) и 

двухполюсника I(Uac) (б) 

Для получения расчетного уравнения выразим напряжение на 
концах участка Uac через напряжение на нелинейном резисторе U„b 
и ЭДС. Как известно, напряжение на участке цели есть разность 
потенциалов на концах этого участка, то есть 

Предположим, что потенциал точки а известен, тогда потенци-
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ал ф 6 < фо на величину падения напряжения UаЬ, так как ток течет 

через сопротивление в направлении от большего потенциала к 
меньшему. Значит: 

Ф б = Ф в - ^ - (™) 

По направлению ЭДС потенциал возрастает на величину ЭДС, 
следовательно: 

ц>с=% + Е = (ра-иаЬ + Е. (7.5) 

Напряжение на концах участка ас: 

Uac = q>a-<?c=Uab-E. (7.6) 

Это же выражение можно получить на основании второго зако
на Кирхгофа. 

Для построения ВАХ I(Uac) (рисунок 7.6, б) задаются произ
вольным значением тока, по ВАХ нелинейного резистора I(Uab) на
ходят соответствующее значение напряжения Uab и подставляют 
его в уравнение (7.6) для расчета напряжения Uac. Аналогично оп
ределяют координаты других точек. Как видно, искомая ВАХ 
I{Uac) (рисунок 7.6, б) сдвинута относительно ВАХ I(Uab) влево на 
величину ЭДС Е. 

Если участок цепи представлен схемой (рисунок 7.7, а), в которой 
ЭДС имеет направление противоположное направлению тока, то: 

<?c=4>a-Uab-E (7.7) 
и 

Uac=^a-^>c=Uab+E. (7-8) 
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а) б) 

Рисунок 7.7 — Схема нелинейного активного двухполюсника 
(а) и вольт-амперные характеристики нелинейного резистора 

I(Uab) и двухполюсника I(Uac) (б) 

Построенная по уравнению (7.8) ВАХ I(Uac) оказывается в дан
ном случае сдвинутой относительно ВАХ 1(1/аь) вправо на величи
ну ЭДС Е. 

Вольт-амперная характеристика участка цепи, содержащего не
линейный элемент и ЭДС (активный нелинейный двухполюсник), 
позволяет рассматривать этот участок как обычное нелинейное со
противление и вести расчет цепей с такими участками аналогично 
рассмотренным ранее расчетам цепей с последовательным, парал
лельным и смешанным соединением нелинейных элементов. 

7.5. Расчет разветвленной нелинейной электрической цепи 
методом двух узлов 

Для расчета цепей, содержащих два узла или приводящихся к 
ним, применяют метод двух узлов. Сущность метода заключается в 
нахождении такого напряжения между двумя узлами цепи, при ко
тором выполняется первый закон Кирхгофа. 

На рисунке 7.8, а показана разветвленная схема с тремя извест-
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ными ЭДС источников Еь Е2 , Еъ , с тремя нелинейными резисто

рами с вольт-амперными характеристиками I\(UX), I2(U2), 1г{иг), 

(рисунок 7.8, б). Требуется определить токи во всех ветвях схемы. 

Рисунок 7.8 — Схема разветвленной нелинейной 
электрической цепи (а) и вольт-амперные характеристики 

нелинейных резисторов (б) 

Сначала выполняют предварительные действия. Выбирают и 

обозначают на схеме (рисунок 7.8, а) положительные направления 

токов 7,, I2 , 7j. Для единообразия их направляют к одному узлу. 

Тогда по первому закону Кирхгофа 

/ , + / 2 + / 3 = 0 . (7.9) 

Ветви, присоединенные к двум одинаковым узлам, находятся под 
одним и тем же напряжением. Для удобства построения характери
стик рекомендуют направление напряжения между двумя узлами при
нимать совпадающим с направлением токов в ветвях, то есть Uba. 

Каждый из токов в ветвях является нелинейной функцией паде
ния напряжения на своем нелинейном резисторе. Выражают все 
токи в функции одного переменного — напряжения Uba между 
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двумя узлами. Для этого определяют напряжение Uba через напря
жение на нелинейном резисторе и ЭДС каждой ветви, рассматри
вая соответствующую ветвь как участок цепи, содержащий нели
нейный элемент и ЭДС (см. п. 7.4.). По второму закону Кирхгофа 
для контуров с каждой ветвью получают уравнения: 

Ubn=Ux-Ex, (7.Ю) 

Uba=U2-E2, (7.11) 

Uba=U3 + E3. (7.12) 

На основании уравнений (7.10), (7.11), (7.12) и ВАХ нелиней
ных резисторов осуществляют расчеты для построения ВАХ ветвей 

h (Уы, )< ^2 ( Уьа) и /3 (U Ьа), которые удобно свести в таблицу 7.2. 

Для этого произвольно задаются значением тока в каждой из вет

вей, по ВАХ (рисунок 7.8, б) находят соответствующие напряжения 

(У,, иг, Uг и подставляют их в уравнения (7.10), (7.11) и (7.12). 

Получают соответствующие значения напряжения Uba. Расчеты 
необходимо провести как для положительных, так и отрицательных 
значений токов ветвей. 

Таблица 7.2 — Расчеты для построения ВАХ ветвей 

1-ая ветвь 2-ая ветвь • 3-я ветвь 
/„А / 2, А и2, / 3 ,А и» Uba, 

в в В В в в 
Значения Значения Значения 
токов в токов в токов в 

пределах пределах пределах 
ВАХ ВАХ ВАХ 

лес/,) №) 

По данным расчетов (таблица 7.2) строят ВАХ ветвей (рисунок 7.9). 
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Рисунок 7.9 — ВАХ ветвей схемы 

Для нахождения искомого напряжения UЬа , при котором будет 

выполняться первый закон Кирхгофа, необходимо построить зави

симость X/ (Uba)- Задаваясь рядом значений Uba, по ВАХ 

IWba )> Ы Uba) и h (Uba) (рисунок 7.9) находят соответствующие 

значения токов I\, I2, h и их сумму 1^ + 12+ 1ъ и подставляют в 

таблицу 7.3. 

Таблица 7.3 — Расчеты для построения характеристики Y,I(Uba) 

/ , , А / 2 , А / з ,А Е / = / , + / 2 + / 3 , А 
Значения 
напряжения 
в зоне решения 

Значения суммы токов 
должны быть положи
тельными и отрицатель
ными 
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По данным таблицы 7.3 строят зависимость (Uba) (рису

нок 7.9). Точка пересечения зависимости Hl(Uba) с горизонталь

ной осью дает искомое напряжение UЬа, при котором выполняется 

условие 1]+ 12+ / 3 = 0 . Через эту точку проводят вертикаль и 

при пересечении с ВАХ I\(Uba), I2( Uba) и I3 (Uba) находят соот

ветственно токи /, , I2, h по величине и по знаку. 

7.6. Статическое и дифференциальное сопротивления 

Свойства нелинейного резистора могут быть определены его 
вольт-амперной характеристикой, а также зависимостями его ста
тического или дифференциального сопротивления от тока или от 
напряжения. 

Статическое сопротивление RCT характеризует поведение нели
нейного резистора в режиме неизменного тока, то есть в опреде
ленной точке вольт-амперной характеристики. Оно равно отноше
нию напряжения на нелинейном резисторе к протекающему по не
му току. Для точки «а» на ВАХ (рисунок 7.10, а): 

а) б) 
Рисунок 7.10 — Графическое определение статического (а) 

и дифференциального сопротивлений (б) 
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Из рассмотрения треугольника OaUa следует, что статическое 

сопротивление численно равно тангенсу угла (Ха, умноженному на 

ти 

отношение масштабов по осям . При переходе к другой точке 
т, 

ВАХ (рисунок 7.10, а), например, к точке Ь, статистическое сопро
тивление изменяется: 

U, т., 
RCTh=-± = -^tgab. (7.14) 

h т , 
Предел отношения приращения напряжения на участке цепи к 

приращению тока в нем или производная от напряжения по току 
определяет дифференциальное сопротивление. Для удобства рас
смотрим ту же ВАХ (рисунок 7.10, б). Для точки «о» дифференци
альное сопротивление 

dU т., ~ 
а! т1 

то есть численно равно тангенсу угла р о (угла наклона касательной 
в данной точке ВАХ к оси ординат), умноженному на отношение 

ТП 
масштабов ——. 

Соответственно для точки «Ь» 

dU Ш,, 

dl m, 
Отрицательный знак показывает, что угол р й расположен во 

второй четверти. Таким образом, дифференциальное сопротивле
ние может быть отрицательным, если ВАХ имеет падающий харак
тер, когда положительному приращению напряжения соответствует 
отрицательное приращение тока. 
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В расчетах и исследованиях нелинейных электрических цепей 
чаше применяют дифференциальное сопротивление, чем стати
ческое. Дифференциальное сопротивление используют, например, 
при исследовании устойчивости режимов работы нелинейных це
пей, а также при замене нелинейного резистора эквивалентным ли
нейным сопротивлением и источником ЭДС. 

7.7. Замена нелинейного резистора эквивалентным линейным 
сопротивлением и источником ЭДС 

Если режим работы цепи обеспечивается на ограниченном участке 
ВАХ нелинейного резистора и этот участок с известной степенью при
ближения может быть заменен отрезком прямой линии, то нелинейное 
сопротивление в расчетном отношении может быть заменено эквива
лентным линейным сопротивлением и источником ЭДС. 

Пусть ВАХ нелинейного резистора имеет вид, представленный 
на рисунке 7.11, а. 

U 

а) б) 

Рисунок 7.11 — ВАХ нелинейного резистора (а) 
и эквивалентная схема замещения (б) 

Предположим, что рабочая точка перемещается лишь по участ
ку аЪ. Проведем касательную к участку ab и выразим значение на
пряжения для этого участка ВАХ, исходя из рассмотрения прямо
угольного треугольника: 

29 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



C/ = / ^ - t g P - £ 
m, 

v tg P = ЛдИф, получим Представив 
W 7 

U — 7/?дИф - .£ (7.17) 

7 = или 
/г 

(7.18) 
кдиф 

Уравнению (7.17) соответствует участок цепи, представлен
ный на рисунке 7.11, б. 

Для доказательства соответствия эквивалентной схемы участка 
цепи уравнению (7.17) выразим потенциал точки Ъ через потенциал 
точки а 

Если ВАХ нелинейного резистора имеет иной вид (рисунок 
7.12, а), то значение напряжения на отрезке прямой аЪ можно запи
сать уравнением 

Соответствующий участок цепи имеет вид (рисунок 7.12, б). 

ф* = ф п - #?диф + Е. 

Значит 
U = ф й - ф А = /Дд„ф - Е . (7.19) 

(7.20) 
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и 
а) б) 

Рисунок 7.12 — ВАХ нелинейного резистора (а) и эквивалент
ная схема замещения (б) 

Замена нелинейного резистора линейным сопротивлением и ис
точником ЭДС удобна тем, что вся схема цепи становится линей
ной и ее работа может быть исследована методами, разработанны
ми для линейных цепей. Однако при этом рабочая точка не должна 
выходить за пределы линейного участка ВАХ. 

7.8. Расчет нелинейной электрической цепи постоянного 
тока итерационным методом 

Метод итераций (последовательных приближений) является 
приближенным аналитическим методом решения нелинейных ал
гебраических уравнений путем последовательного применения од
них и тех же математических операций (итераций), приводящих в 
результате их многократного повторения к получению решения 
определенной степени точности. В последнее время он находит 
распространение для расчета нелинейных электрических цепей и 
имеет несколько разновидностей, основанных на применении раз
личных линейных схем замещения нелинейных элементов. 

В наиболее общем виде сущность метода итераций состоит в 
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составлении расчетной формулы на основе уравнений Кирхгофа и 
поиска решения путем последовательных приближений к истинно
му результату. 

При расчете нелинейных цепей методом итераций должны быть 
заданы вольт-амперные характеристики элементов в графическом 
или аналитическом виде. Сущность метода итераций рассмотрим 
на примере неразветвленной электрической цепи (рисунок 7.13, а). 

а) б) 
Рисунок 7.13 — Схема электрической цепи (а) и ВАХ нелиней

ных элементов (б) 

На основании второго закона Кирхгофа 

E=Uy + U2, 
или 

E = IRl(I) + IR2(I), (7.21) 

где Ri(T) и R2(I) — значения сопротивлений нелинейных рези
сторов R\ и R2 при данном значении тока /. 

Выразим ток из уравнения (7.21) и получим расчетную формулу: 

(7.22) 
Я , ( / ) + Д 2 ( / ) 
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Вначале задаются произвольным значением тока / 0 — нулевым 
приближением. По ВАХ I(U,) и I(U2) (рисунок 7.13, б) находят 
значения напряжений U10 и U20, соответствующие току 10, и рас
считывают сопротивления: 

Эти значения подставляют в расчетную формулу (7.22) и опре
деляют значение тока в первом приближении: 

Е 

^ 1 0 + ^ 2 0 

Очевидно, что найденное значение тока 1Х не будет соответст
вовать наугад выбранному току 10, поэтому необходимо продол
жать расчет, повторяя действия. При этом, используя ток / ь по 
ВАХ определяют соответствующие значения напряжений Uu и U2\, 
рассчитывают сопротивления: 

J? - k j l та » — ^ 2 1 

По расчетной формуле (7.22) определяют следующие значение 
тока (второе приближение) 

h=-?— 
Rn+R2l 

Аналитический расчет продолжают до тех пор, пока разность 
между соседними значениями токов не станет малой величиной. 

Как известно из курса математики, итерация может быть рас
ходящейся, то есть значения тока не приближаются, а расходятся 
при каждом следующем шаге. 
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В случае расходящейся итерации переходят к новой расчетной 
формуле. Например, для рассмотренного примера можно находить 
напряжение: 

При этом задаются напряжением U\. 
Метод итераций получает значительное преимущество при ана

литическом представлении ВАХ нелинейных элементов и записи 
алгоритма расчета в виде программы для ЭВМ. 

1. Понятия линейных и нелинейных элементов, линейных и 
нелинейных электрических цепей. 

2. Что понимают под вольт-амперной характеристикой? 
3. Законы Кирхгофа для электрических цепей. Правила знаков 

при составлении уравнений. 
4. Сущность графического метода расчета нелинейных элек

трических цепей постоянного тока. Последовательность действий 
при графическом построении результирующих ВАХ электрических 
цепей с последовательным, параллельным и смешанным соедине
нием нелинейных резисторов. 

5. Дайте определение понятиям статического и дифференци
ального сопротивлений, неуправляемых и управляемых нелиней
ных резисторов. 

6. Как построить ВАХ ветви, содержащей нелинейный рези
стор и ЭДС? 

7. Какова сущность расчета нелинейных электрических цепей 
методом двух узлов? 

8. Сущность метода итераций. На какой основе создается рас
четная формула? 

Е 

Вопросы для самоконтроля 
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Лекция 3 

МАГНИТНЫЕ ЦЕПИ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

7.9. Основные понятия и разновидности магнитных цепей 

Магнитной цепью называют совокупность устройств, содер
жащих катушки с током, ферромагнитные тела или иные среды, 
образующих замкнутую систему, в которой существует магнитный 
поток и вдоль которой замыкаются линии магнитной индукции. 
Магнитные цепи подразделяют на неразветвленные и разветв
ленные. 

В неразветвленной магнитной цепи (рисунок 7.14, а) по всем 
участкам проходит один и тот же магнитный поток. Основной по
ток Ф 0 концентрируется в сердечнике, а поток рассеяния Фр замы
кается частично или полностью по воздуху. 

г _—. , 

1 ;> 
. 1 

| 
t < 
' ; 

¥ ;> 
. 1 1 

\ < 

V , 
' / 

1 1 
L 

а) б) 
Рисунок 7.14 — Схемы неразветвленной (а) 

и разветвленной (б) магнитных цепей 

В расчетах обычно потоком рассеяния пренебрегают. По анало
гии с электрическими цепями при рассмотрении магнитных цепей 
также используют понятия: ветвь, узел и контур. В схеме разветв
ленной магнитной цепи (рисунок 7.14, б) имеются два узла, в ко-
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торых соединяются три ветви. В каждой ветви проходит свой маг
нитный поток. 

Электрические двигатели, генераторы, трансформаторы и дру
гие электромагнитные аппараты конструируют так, чтобы магнит
ный поток в них был по возможности наибольшим. Введение фер
ромагнитного материала в магнитную цепь значительно усиливает 
и концентрирует в заданной области магнитное поле, придает ему 
нужную конфигурацию. 

При расчете магнитных цепей используют такие скалярные ве
личины как магнитный поток Ф, магнитодвижущая сила (МДС) F, 
магнитное напряжение (падение магнитного напряжения) С/м. 

Магнитный поток определяется как поток вектора магнитной 

индукции В через поверхность S поперечного сечения магнито-
провода: 

S 

При равномерном магнитном поле 

Ф = ВБ. (7.23) 

Магнитодвижущая (намагничивающая) сила выражается 
произведением числа витков катушки w на величину протекающе
го по ней тока /: 

F = Iw. (7.24) 
МДС создает магнитный поток в магнитной цепи подобно тому, 

как ЭДС вызывает электрический ток в электрической цепи. Маг
нитодвижущая сила есть величина направленная. Для определения 
положительного направления МДС пользуются правилом правого 
винта: если винт вращать по направлению тока в обмотке, то дви
жение острия укажет направление МДС (рисунок 7.15). 
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Рисунок 7.15 — Определение положительного направления МДС 
по правилу правоходового винта 

Для этих же целей можно воспользоваться мнемоническим пра
вилом: если сердечник мысленно охватить правой рукой, располо
жив её пальцы по току в обмотке, то отогнутый под 90° большой 
палец укажет направление МДС. Очевидно, что направление МДС 
зависит от направления тока и направления намотки провода в об
мотке. 

Падением магнитного напряжения между точками а и Ъ маг
нитной цепи называют линейный интеграл от напряженности и 
магнитного поля между этими точками по длине участка: 

ь 
UM = \Hdl , (7.25) 

а 

где dl — элемент длины участка магнитной цепи. 
Если напряженность поля по всей длине участка одинакова, то 

падение магнитного напряжения определяют по выражению: 

UM=Hlab. (7.26) 

В том случае, когда участок магнитной цепи между точками а и 
Ь может быть подразделен на несколько отдельных частей так, что 
для каждой части напряженность поля неизменна, то падение маг
нитного напряжения на всем участке равно сумме падений напря
жений на всех его частях: 
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иы=^Нк1к. (7.27) 

Единицей измерения МДС и падения магнитного напряжения 
является ампер (А). 

7.10. Законы магнитных цепей 

В основе расчета магнитных цепей лежат определенные законы. 
Исходя из принципа непрерывности магнитного потока, сумма 

вошедшего в объем и вышедшего из объема магнитных потоков 
равна нулю, т.е. 

\JBdS = 0. (7.28) 

При охвате замкнутой поверхностью S нескольких сечений 
магнитопровода 

2]Ф = 0. (7.29) 

Уравнение (7.29) выражает первый закон Кирхгофа: алгеб
раическая сумма магнитных потоков в любом узле магнитной цепи 
равна нулю. При этом потоки, направленные к узлу, принимают 
положительными, а потоки, направленные от узла принимают от
рицательными. Значит, первый закон Кирхгофа можно сформули
ровать иначе: сумма магнитных потоков, подтекающих к узлу, рав
на сумме магнитных потоков, утекающих от узла: 

2>п=Ефу < 7 - з ° ) 

Одним из основных законов, используемых при расчете 
магнитной цепи является закон полного тока. Он формулируется 
следующим образом: циркуляция вектора напряженности магнит-
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ного поля H по замкнутому контуру равна алгебраической сумме 
токов, охватываемых этим контуром: 

Положительное направление интегрирования dl связано с по
ложительным направлением тока I правилом правого винта. Если 
контур интегрирования будет пронизывать обмотку катушки с чис
лом витков w, по которой проходит ток /, то YJ = Iw- Значит вы
ражение (7.31) можно представить в виде: 

\JHJl = Iw. (7.32) 

Таким образом, закон полного тока представляет собой второй 
закон Кирхгофа: алгебраическая сумма падений магнитного на
пряжения вдоль любого замкнутого контура равна алгебраической 
сумме МДС вдоль того же контура: 

Ж=ТГ или = 
Перед тем как записать уравнения по законам Кирхгофа, следу

ет указать направления МДС, произвольно выбрать положительные 
направления магнитных потоков в ветвях и направления обхода 
контуров. 

Если направление магнитного потока на некотором участке совпа
дает с направлением обхода, то падение магнитного напряжения этого 
участка входит в левую часть уравнения (7.33) со знаком плюс, если 
встречно ему, то со знаком минус. Аналогично, если МДС совпадают 
с направлением обхода, она входит в правую часть уравнения (7.33) со 
знаком плюс, в противном случае - со знаком минус. 
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Пример 7.1 
Составить систему уравнений по законам Кирхгофа для раз

ветвленной магнитной цепи (рисунок 7.14, б) 

Решение 
Укажем направления МДС Ix wx и /3 ив , используя правило 

правого винта. Произвольно выберем и укажем на схеме положи
тельные направления магнитных потоков. Обход по контурам — по 
часовой стрелке. 

По первому закону Кирхгофа необходимо составить одно урав
нение (на одно меньше числа узлов), по второму закону Кирхгофа 
— два уравнения, чтобы общее число уравнений было равно числу 
ветвей. Получим систему уравнений. 

' ф , - ф 2 - ф з = 0 
< #,/, +Я 2 / 2 =IXW, (7.34) 

rH2l2+H3l3=I3wr 

7.11. Закон Ома для участка магнитной цепи 

Пусть на участке магнитной цепи, не содержащем МДС, прохо
дит магнитный поток Ф. Напряженность магнитного поля 

1Т В Ф 
# = — = - — , (7.35) 

где S — площадь сечения магнитопровода, — абсолютная маг
нитная проницаемость материала. 
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Магнитное напряжение на участке 

UM=Hl = -^- = ORM, (7.36) 

где / — длина участка магнитопровода; RM = - магнит-

ное сопротивление. 
С учетом уравнения (7.36) в общем случае можно записать вы

ражение второго закона Кирхгофа: 

Е ^ = Е Ф * м = 2 > > (7.37) 

а также выразить закон Ома для участка магнитной цепи: 

Ф = — — * — ( 7 . 3 8 ) 
* м / 

Вследствие того, что магнитное сопротивление RM зависит от 

абсолютной магнитной проницаемости среды Ц а , которая, в свою 

очередь, зависит от напряженности магнитного поля, пользоваться 
выражением закона Ома для расчетов непосредственно сложно. 
Однако уравнение (7.38) наглядно показывает, какие параметры 
влияют на величину магнитного потока и качественно характери
зуют работу магнитной цепи. Очевидно, что расчет можно вести по 

закону Ома при \± а = const. 

7.12. Вебер-амперная характеристика и ее построение 

Под вебер-амперной характеристикой (ВбАХ) понимают зави
симость магнитного потока по какому-либо участку магнитной цепи 
от падения магнитного напряжения на этом участке, то есть Ф(£/м). 
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Вебер-амперные характеристики также необходимы при расче
тах и исследовании магнитных цепей, как и вольт-амперные харак
теристики при расчетах и исследовании нелинейных электрических 
цепей. При этом ВбАХ в готовом виде не задаются, поэтому нужно 
уметь их построить на основе кривых намагничивания ферромаг
нитных материалов, входящих в магнитную цепь. 

Пусть на участке магнитной цепи из ферромагнитного материала с 
воздушным зазором (рисунок 7.16, а) проходит магнитный поток Ф. 

ll lo 1: 

ф > Ф * ф > Ф * W 

а) 

В 

н 
б) 

Рисунок 7.16 — Схема участка магнитной цепи (а) и кривая 
намагничивания ферромагнитного материала (б) 
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Площадь сечения магнитопровода S, длина участков магнито-
провода /[ и / 2 , воздушного зазора / в обычно задаются. Если ука
зан материал магнитопровода, то кривую намагничивания находят 
в справочниках. В нашем случае зависимость В(Н) приведена на 
рисунке 7.16, б. Требуется построить ВбАХ данного участка маг
нитной цепи. Допускаем, что магнитный поток вдоль всего участка 
одинаков (отсутствует рассеяние) и сечение магнитного потока в 

воздушном зазоре такое же, как и на участках /[ и / 2 (отсутствует 

боковой распор силовых линий в зазоре). Чем больше воздушный 
зазор, тем менее справедливы оба допущения. 

Для построения ВбАХ выполняют необходимые расчеты с це
лью получения значений магнитного потока Ф и соответствующих 
значений падения магнитного напряжения UM. 

Благодаря принятым ранее допущениям на всей протяженности 
участка магнитная индукция будет одинаковой, то есть В{ = В2 = Вв 

S 
Поэтому можно задаваться рядом значений магнитной индук

ции В и по кривой намагничивания определять соответствующий 
ряд значений напряженности магнитного поля Н. На участках 
ферромагнитного материала Н\ = Н2 = Н, а в воздушном зазоре на
пряженность определяют по выражению: 

н - = — = T - 7 7 F - * 0 ' 8 x l 0 6 x B ' <7-39) 
ц 0 4ях10 

где — магнитная проницаемость вакуума. 

Для каждого значения магнитной индукции В вычисляют магнит

ный поток Ф = BS и падение магнитного напряжения UM = H\ll + 

Н212 + НВ1В. По результатам расчетов строят зависимость Ф(£/м). 
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7.13. Расчет неразветвленных магнитных цепей 

К расчету магнитных цепей применимы по аналогии методы 
расчета нелинейных электрических цепей. Электрические и маг
нитные цепи подчиняются законам Кирхгофа. Аналогом тока в 
электрической цепи является магнитный поток в магнитной цепи, 
аналогом ЭДС — МДС, аналогом вольт-амперной характеристики 
— вебер-амперная характеристика. 

Различают два типа задач по расчету неразветвленных магнит
ных цепей: определение МДС по заданному магнитному потоку и 
определение магнитного потока по заданной МДС. 

Рассмотрим первый тип задачи на примере магнитной цепи (ри
сунок 7.17). 

I 
i 

( Т ) 

I 
i L 

> 

и 

( 

< 

( 

( 

ч Ь 
> 

и 

( 

< 

( 

( + 
> и 

( 

< 

( 

( + ) ) 

и 

и 

Рисунок 7.17 — Расчетная схема неразветвленной магнитной цепи, 

где /,... / 2 — длины средней линии участков магнитопровода; 

/ в - длина воздушного зазора. 
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Обычно заданы конфигурация и геометрические размеры маг
нитопровода (длина участков и площадь сечений), кривые намаг
ничивания ферромагнитных материалов и магнитный поток или 
магнитная индукция в каком-либо сечении. Требуется определить 
МДС или, входящие в выражение МДС, ток или число витков. 

Исходя из постоянства магнитного потока вдоль всей цепи, по 
заданному магнитному потоку и сечениям находят значения маг
нитной индукции на каждом участке: 

то есть Bi = <b/Su B2 = (&/S2; В3= OZS3 = Вв = В4; Bs=<&/S5. 

По кривым намагничивания определяют напряженность маг
нитного поля Нк для участков из ферромагнитного материала. На
пряженность поля в воздушном зазоре Нъ рассчитывают по фор
муле (7.39). 

Искомую МДС определяют по второму закону Кирхгофа для 
контура вдоль средней линии магнитопровода 

Второй тип задачи — определение магнитного потока по задан
ной МДС — принципиально сводится к многократному повторе
нию расчетов по алгоритму первого типа задачи, построению зави
симости Ф(/и>) и нахождению рабочей точки. Для этого задаются 
рядом значений магнитного потока Ф и находят соответствующие 
значения Iw как в предыдущей задаче и строят зависимость Ф(ЛУ). 

По заданной МДС определяют магнитный поток. 

или Iw = Hvl{ + H2l2 + Я в / В + Я 4 / 4 + Я 5 / 5 . 
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Лекция 4 
7.14. Расчет разветвленных магнитных цепей 

Наиболее распространены разветвленные магнитные цепи, со
держащие два узла. Рассмотрим для примера расчет разветвленной 
цепи (рисунок 7.18) методом двух узлов (аналог расчета нелиней
ной электрической цепи был изложен в пункте 7.5). 

h,Si 

\ 

Рисунок 7.18 — Схема разветвленной магнитной 
цепи с двумя узлами 

Заданы конфигурация магнитной цепи, геометрические размеры 
(длина каждой ветви сердечника / ь l2, /3, их сечения Si, S2, S3, длина 
воздушного зазора /„), значения МДС Ixwx и I2w2, кривая намагничи
вания В{Н). Требуется определить магнитные потоки Ф 1 ( Ф 2 и Ф 3 . 

В схеме (рисунок 7.18) определяют направления магнитодви
жущих сил IXW\ и /Зи>3, пользуясь правилом правого винта. Произ
вольно выбирают и указывают направления магнитных потоков Ф ь 

Ф 2 , Ф 3 и магнитного напряжения между двумя узлами UMkd (реко
мендуется их направить к одному узлу). 
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Сущность метода заключается в нахождении такого магнитного 
напряжения UM при котором выполняется первый закон Кирхгофа: 

ф , + ф 2 + ф 3 = 0 . (7.40) 

Для этого выражают напряжение UMkd через параметры каждой 
из ветвей, используя второй закон Кирхгофа: 

UMkd = # 1 / 1 + tfB/B-/1w1; (7.41) 

Uukd = H2l2; (7.42) 

UMkd = H3h + hw3. (7.43) 

В соответствии с методикой, изложенной в п. 7.12, выполняют 
расчеты для построения вебер-амперных характеристик ветвей, то 
есть зависимостей Ф\(и~мЫ), Ф 2 ( £ / М У Ы ) , ФЗ(^МЫ). ДЛЯ этого задаются 
значениями магнитной индукции В (положительными и отрица
тельными) из кривой намагничивания и находят соответствующие 
значения напряженности Н для ферромагнитных участков цепи. 
Напряженность в воздушном зазоре Нъ определяют по формуле 
(7.39). Для каждого значения В находят магнитный поток Ф по 
уравнению (7.23) и магнитное напряжение UMkd по выражениям 
(7.41...7.43). 

Расчеты удобно свести в таблицу. 
По результатам расчетов строят в одной системе координат за

висимости Oi(UMkd), Ф г С ^ м ы ) и Ф3(иыи) (рисунок 7.19) 
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Так как вебер-амперные характеристики ветвей представляют 
собой функции одного и того же напряжения между двумя узлами 
для трех ветвей, то, задаваясь этим напряжением, можно суммиро
вать магнитные потоки разных ветвей. Для облегчения поиска на
пряжения UMkd, при котором ЦФ = 0, можно построить зависимость 
(ф! + ф 2 + ф 3 ) ( Uyjcd). Задаются несколькими значениями иыка, при 
которых наиболее вероятно получить сумму, равную нулю, и стро
ят зависимость ~ЕФ(иыЫ) (рисунок 7.19). Искомое значение UMkd 

будет находиться в точке пересечения этой зависимости с горизон
тальной осью. 

Пользуясь найденным значением UMkd, определяют магнитные 
потоки в каждой ветви. Затем осуществляют проверку решения по 
первому закону Кирхгофа. 
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Пример 7.2. 
Магнитная цепь (рисунок 7.20, а) имеет параметры: 
Л=30 см; SI = 8CM 2 ; Л=0,1 А; ^ , = 1450; 
/ 2 =12см; ^ = 1 4 см 2; / 2 = 0,25А; W2=W4; W4= 50; 
/ 3 =40см; 5 ,з=10см 2; Ц = 0,5А; ^ 3 = Ю 0 0 ; Ф 3 = 15х10~4 Вб. 
Задана кривая намагничивания материала сердечника (рисунок 

7.20, б). Определить магнитные потоки Ф ь Ф 2 и ток 13. 

h.Si 

а) 

В, Тл 

200 400 600 800 1000 1200 Н, А/м 

б) 
Рисунок 7.20 — Схема магнитной цепи (а) и кривая 

намагничивания ферромагнитного материала (б) 
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Решение 
Используя правило правого винта, определяют и указывают на 

схеме направления МДС I\W\, I2w2, / 3 w 3 и I4w4. К одному и тому 
же узлу направляют магнитные потоки в ветвях ФьФг и Ф 3 , а также 
магнитное напряжение между двумя узлами UMkd (рисунок 7.20, а). 
Ближайшей целью расчета является нахождение такого напряжения 
и~мы, при котором будет выполняться первый закон Кирхгофа, то 
есть при выбранных направлениях потоков: 

ф! + ф 2 + ф 3 = 0. (7.44) 

Выражают напряжение Uuu через параметры каждой из ветвей 
магнитной цепи, используя второй закон Кирхгофа: 

UM=Hllx-Ixwx; (7.45) 

иыЫ = Н212 - I2w2 - I4w4; (7.46) 

иш =Щ3+13щ . (7.47) 

Выполняют необходимые расчеты для построения ВбАХ вет
вей. Для этого задаются значением магнитной индукции, например 
В = 0,75 Тл, по кривой намагничивания (рисунок 7.20, б) находят 
Н = 40 А/м и рассчитывают напряжения 1/мы по уравнениям (7.45), 
(7.46): 

и г мы = # 1 / 1 - / , н ' 1 = 4 0 х 0 , 3 - 0 , 1 х 1450 = - 1 3 3 А; 

UMkd=H2l2-I2w2-I4w4= 40* 0 , 1 2 - 0 , 2 5 x 1 0 4 - 0 , 5 х 5 0 = - 4 6 , 2 А. 

Так как в третьей ветви не известен ток / 3 , то построить ВбАХ 
Фз (^мы) не представляется возможным. Однако дополнительное 
условие (известен поток Ф 3 ) позволит найти решение. 
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Для принятого значения индукции найдем значения магнитных 
потоков: 

Ф, =В5,= 0,75 х 8 х Ю " 4 = 6 х Ю" 4Вб; 

Ф 2 = 5 5*2= 0,75 х14х Ю"4 = 10,5 х Ю"4 Вб. 

Таким образом, получены по одной точке характеристик 
Ф^^мы) и (UMkd). Остальные расчеты приведены в таблице 7.4. 

Таблица 7.4 — Расчетные данные для построения ВбАХ ветвей 

в, 

Тл 

н, 

А/м 

Пе эвая ветвь Вто рая ветвь в, 

Тл 

н, 

А/м 
НА 

А А А 
Ф,хЮ"4 

Вб 
Н212, 

А 
I2w2, 

А 
/ 4w 4, 

А А 
Ф 2х10" 4 

Вб 
0 0 0 145 -145 0 0 26 25 -51 0 

0,75 40 12 -133 6 4,8 -46,2 10,5 

1,02 80 24 -121 8,16 9,6 -41,4 14,28 

1,28 200 60 -85 10,24 24 -27 17,92 

1,53 600 180 35 12,24 72 21 21,42 

1,6 1200 360 215 12,8 144 93 22,4 

-0,75 - 4 0 - 12 -157 - 6 -4,8 -55,8 -10,5 

-1,02 - 8 0 -24 -169 -8,16 -9,6 -60,6 -14,3 

-1,28 - 2 0 0 - 6 0 -205 -10,24 - 2 4 -75 -17,9 

-1,53 - 6 0 0 -180 -325 -12,24 -72 -123 -21,4 

-1,6 -1200 -360 -505 -12,8 -144 • -195 -22,4 

По результатам расчетов строят вебер-амперные характе
ристики ветвей Ф\(иыка) и Ф2(имЫ) (рисунок 7.21). 
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Рисунок 7.21 — Вебер-амперные характеристики: 
1— OI(C/m«) , 2— Фг{иш\ 3 — £ Ф(<У м Ы) 

Так как известно значение потока Ф 3 , то подставляют это зна
чение в уравнение (7.44): 

Х Ф = Ф ] + Ф 2 + Ф 3 = Ф ] + Ф 2 +15 хЮ"4. 

Для построения зависимости ШФ(и„м) составляют таблицу 7.5, 
задаваясь значениями £ / м Ы и суммируя соответствующие магнит
ные потоки. 

Таблица 7.5 — Расчетные данные для построения зависимости 

Ф! х Ю"4, Вб Ф2хЮ"*, Вб ЕФ = 
Ф1+Ф2+15х1(Г* 

-75 11 -17,9 8Д 
-100 10 -20 5 
-125 7,9 -21,5 1,4 
-150 - 3 -21,5 -9,5 
-175 -8,5 -22 -15,5 
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Зависимость ХФ(£/мы) (кривая 3 на рисунке 7.21) пересекает 
горизонтальную ось в точке Uukd = -130 А. Соответствующие маг
нитные потоки Ф]= 6 х10"4 Вб и Ф 2 = -21 х Ю"4 Вб. Проверка по 
уравнению (7.48) подтверждает правильность решения. Направле
ние магнитного потока Ф 2 будет противоположным принятому. 

Для нахождения тока 7 3 рассчитывают значение магнитной ин
дукции: 

Ф 1 = 1 5 х 1 0 1 = Т л 

3 S3 10х1(Г4 

Из кривой намагничивания (рисунок 7.20, б) определяют 
соответствующее значение напряженности поля Нъ= 500 А/м и 
подставляют в выражение, полученное из уравнения (7.47): 

j =Ущ -Н&= -130-500x0,4^ Q 3 3 д 
3 w3 1000 

Направление тока 13 и МДС /3W3 противоположны указанным на 
схеме (рисунок 7.20, а). 

7.15. Дополнительный теоретический материал 
для самостоятельной работы 

7.15.1. Основные понятия и величины, 
характеризующие магнитное поле 

Магнитное поле возникает в среде, окружающей проводники с 
током. Во многих устройствах (электрических машинах, приборах 
и аппаратах) необходимы определенная концентрация и конфигу
рация магнитного поля. Это достигается применением специальных 
материалов, способных значительно усиливать и концентрировать 
магнитное поле. 

Вещества, ослабляющие внешнее магнитное поле, называют 
диамагнетиками. У них относительная магнитная проницаемость 
| i r < 1 , например, у висмута \лг = 0,99983 • Вещества, усиливающие 
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магнитное поле, называют парамагнетиками (\lr> 1, например, у 
платины ixr = 1,00036). Существуют вещества (железо, никель, ко
бальт и некоторые сплавы), способные вызывать большое усиление 
внешнего магнитного поля. Это ферромагнитные материалы, 
имеющие ц.г =10 3...10 6. 

При решении большинства электротехнических задач доста
точно подразделять все вещества на сильномагнитные (ферроомаг-
нитные) и слабомагнитные (практически немагнитные), у которых 

Магнитное поле в вещественных средах описывают тремя век

торными величинами: вектором магнитной индукции В, вектором 

намагниченности материала М и вектором напряженности маг

нитного поля 

Магнитная индукция В характеризует интенсивность маг
нитного поля в данной точке поля и численно равна силе, дейст
вующей на проводник единичной длины с током в 1 А, располо
женный перпендикулярно вектору В. В СИ единица индукции — 
тесла (Тл): 1 Тл = 1В х с / м 2 = 1 Вб/м 2. 

Вектор намагниченности М выражает магнитный момент 
единицы объема намагниченного вещества или сумму магнитных 
моментов элементарных магнитных диполей в единице его объема. 

Три величины, характеризующие магнитное поле, связаны сле
дующим соотношением: 

B = \iQ{H + M), (7.49) 

где ц 0 = 4л: х 1 0 - 7 Гн/м — магнитная постоянная, характери
зующая магнитные свойства вакуума. Единица напряженности 
магнитного поля Ни намагниченности М— ампер на метр (А/м). 

Вектор намагниченности М полагают совпадающим с векто

ром напряженности Н в данной точке поля: 

М = %Н, (7.50) 
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где х — коэффициент магнитной восприимчивости, который в 

свою очередь является функцией Н. 
С учетом (7.50) выражение (7.49) преобразуем к виду: 

В = ц 0(Я + х#) = \i0H(l + х) = №rH = [iaH, (7.51) 

где Ц а = \10[Хг— абсолютная магнитная проницаемость веще
ства, Гн/м. 

Если проводник с током окружен неферромагнитным материа
лом, то в нем отсутствует намагниченность (\X r = 1) и тогда 

В = Ц 0 # . (7.52) 

Магнитное поле можно характеризовать скалярной величиной 
— магнитным потоком 

Ф = JBdS , (7.53) 
s 

где dS — вектор элементарной площадки поверхности S. 
Для равномерных магнитных полей, у которых вектор индук

ции В одинаковый для всех точек поверхности S и направлен пер
пендикулярно к этой поверхности, магнитный поток 

Ф = В S. (7.54) 

Магнитный поток измеряется в веберах: 1 Вб = 1 В • с. 
Для расчета магнитных цепей при постоянных потоках исполь

зуют соотношения (7.52) и (7.54). 

7.15.2. Характеристики и виды ферромагнитных материалов 

Свойства ферромагнитных материалов принято характеризо
вать зависимостью магнитной индукции В от напряженности маг
нитного поля Н. 
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Различают два основных типа зависимостей В(Н)\ кривые на
магничивания и гистерезисные петли. 

Под кривыми намагничивания понимают однозначную зависи
мость между В и Н, то есть каждому значению В соответствует оп
ределенное значение Н. 

Если ток в обмотке кольцевого магнитопровода, изготовленного 
из ферромагнитного материала, плавно изменять от положительного 
максимального значения + 7 т а х до отрицательного максимального 

значения —7 и затем в обратной последовательности, то зависи
мость В(Н) после ряда циклов перемагничивания получается в виде 
симметричной петли магнитного гистерезиса (рисунок 7.22). 

Рисунок 7.22 — Симметричные петли гистерезиса 

Геометрическое место вершин симметричных гистерезисных 
петель называют основной кривой намагничивания. 

Каждый из отрезков, отсекаемых петлей гистерезиса на оси ор
динат (при Н= 0), определяет остаточную индукцию (Вг и —Вг), 
а каждый отрезок, отсекаемый той же петлей на оси абсцисс (при В 
= 0), — коэрцитивную (задерживающую) силу (Нс и - Я с ) . Таким 
образом, гистерезисная петля представляет собой неоднозначную 
зависимость В(Н) и характеризует отставание изменения магнитной 
индукции В от изменения напряженности магнитного поля Н. 
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Предельной гистерезисной петлей или предельным циклом 
называют симметричную гистерезисную петлю, снятую при очень 
больших значениях напряженности Н . Участок предельного 

цикла ВГНС (рисунок 7.22) принято называть кривой размагни
чивания или «спинкой» гистерезисной петли. Этой кривой поль
зуются при расчете постоянных магнитов и магнитных элементов 
запоминающих устройств вычислительной техники. 

Ферромагнитные материалы можно классифицировать по маг
нитным свойствам. Различают магнитомягкие, магнитотвердые 
материалы, магнитодиэлектрики и ферриты. 

Магнитомягкие материалы обладают круто поднимающейся 
основной кривой намагничивания и относительно малыми площа
дями гистерезисных петель. Их применяют во всех устройствах, 
которые работают или могут работать при периодически изменяю
щихся магнитных потоках (трансформаторах, электрических двига
телях, генераторах, индуктивных катушках и т.п.). Так как потери 
энергии на перемагничивание пропорциональны площади гистере
зисной петли, то у магнитомягких материалов (электротехнические 
стали, железноникелевые сплавы типа пермаллоя, перминвара и 
др.) эти потери небольшие. 

Некоторые магнитомягкие материалы, например, перминвар, 
сплавы 68НМП и другие, обладают петлей гистерезиса по форме, 
близкой к прямоульной (рисунок 7.23, кривая 1). Такие материалы 
получили распространение в устройствах автоматики и вычисли
тельной техники. 

Магнитотвердые материалы имеют полого поднимающуюся 
основную кривую намагничивания и большую площадь гистере
зисной петли (рисунок 7.23, кривая 2). Чаще всего их используют 
для изготовления постоянных магнитов. В группу магнитотвердых 
материалов входят углеродистые стали, сплавы магнико, вольфра
мовые, платино-кобальтовые и сплавы на основе редкоземельных 
элементов. 
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Рисунок 7.23 — Гистерезисные петли магнитомягкого (1) 
и магнитотвердого (2) материала 

В радиотехнических, телевизионных и других устройствах, где 
используют высокочастотные сигналы, сердечники индуктивных 
катушек изготавливают из магнитодиэлектриков или ферритов. 

Магнитодиэлектрики получают путем смешивания, формова
ния и запекания мелкоизмельченного порошка магнетита, железа 
или пермаллоя с диэлектриком. Так как каждую ферромагнитную 
крупинку обволакивает пленка из диэлектрика, то сердечники из 
магнитодиэлектриков не насыщаются. 

Ферриты — это ферромагнитные материалы. Магнитомягкие 
ферриты изготовляют из оксидов железа, марганца и цинка или из 
оксидов железа, никеля и цинка путем формования и обжига. Маг-
нитотвердые ферриты получают на основе феррита бария. 

В отличие от магнитодиэлектриков ферриты могут насыщаться. 

7.15.3. Расчет магнитной цепи с постоянным магнитом 

Постоянные магниты применяют в радиотехнике, в измери
тельных приборах с подвижной частью, например в гальваномет
рах, и т. п. 

Для получения постоянного магнита на сердечнике из магнитот
вердого ферромагнитного материала кольцевой формы (рисунок 
7.24,а) наматывают обмотку и пропускают постоянный электрический 
ток такой величины, чтобы намагнитить сердечник до насыщения. 
После удаления обмотки сердечник оказывается намагниченным. 
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Магнитный поток в теле сердечника определяется суммой маг
нитных моментов всего сердечника. Если в нем сделать зазор, то 
объем намагниченного вещества уменьшится на объем выпиленной 
части сердечника. В результате этого и из-за сопротивления воз
душного зазора магнитный поток в теле сердечника уменьшится. 
Вместе с тем это устройство представляет собой постоянный маг
нит, и в воздушном зазоре будет проходить магнитный поток. 

Магнитная индукция в воздушном зазоре Вв зависит от соотно
шения между длиной зазора /„ и длиной сердечника / с (рисунок 
7.24, а). Располагая известными кривой размагничивания ферро
магнитного материала (рисунок 7.24, б), размерами сердечника и 
зазора можно определить неизвестные величины: магнитную ин
дукцию Вс и напряженность магнитного поля Нс в теле магнита. 

, В 

а) б) 

Рисунок 7.24 — Сердечник постоянного магнита (а) и кривая 
размагничивания ферромагнитного материала (б) 

При незначительной длине воздушного зазора можно считать 
сечение воздушного зазора SB равным сечению магнитопровода Sc и 
пренебречь рассеянием магнитного потока. Тогда индукция во всех 
точках магнитной цепи будет одинаковой: 

Ф Ф 
в=—=—=вк. 

S S 
с в 

Выбирая путь интегрирования вдоль средней линии сердечника 
в соответствии с законом полного тока можно записать 
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\Ш1 = я с 4 + я . ; , = о . 

Тогда напряженность магнитного поля в сердечнике определя
ется выражением 

К Но К Но 
/ 

где N =— — коэффициент размагничивания или размагни-
К 

чивающий фактор. Он определяет размагничивание, происходящее 
при введении воздушного зазора в магнитную цепь постоянного 
магнита. 

Для определения Нс и Вс на рисунке 7.24, б следует построить 
прямую по последнему уравнению. В точке пересечения прямой с 
кривой размагничивания удовлетворяется связь между Нс и Вс. 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какими величинами характеризуют магнитное поле? Связь 
между ними. 

2. Как классифицируют магнитные материалы? 
3. Понятие, назначение и виды магнитных цепей. Роль ферро

магнитных материалов. 
4. Закон полного тока. 
5. Понятие МДС и падения магнитного напряжения. 
6. Законы Кирхгофа для магнитных цепей. Правила знаков при 

составлении уравнений. 
7. Составить систему уравнений по закону Кирхгофа для маг

нитной цепи, представленной на рисунке 7.20, а. 
8. Сформулировать понятия ветвь, узел, контур в схемах маг

нитной цепи. 
9. Понятие вебер-амперной характеристики и ее назначение. 
10. Как построить вебер-амперную характеристику участка 

магнитной цепи. 
11. Методы расчета неразветвленных магнитных цепей. 
12. Сущность расчета разветвленной магнитной цепи методом 

двух узлов. 
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Лекция 5 

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА 

7.16. Общие сведения о нелинейных электрических цепях 
переменного тока 

В первой лекции отмечались особые свойства нелинейных це
пей. Эти свойства становятся еще более многообразными при пе
ременных токах и напряжениях, что позволяет широко использо
вать нелинейные элементы в отраслях техники. Внедрение нели
нейных элементов можно объяснить тем, что их применение связа
но с получением и использованием таких явлений, которые прин
ципиально нельзя получить в линейных цепях, например, выпрям
ление переменного тока в постоянный и наоборот, стабилизация 
напряжения, умножение и деление частоты, преобразование и по
лучение сигналов различной формы, скачкообразное изменение 
фазы и амплитуды напряжения и многое другое. 

Наряду с нелинейными резистивными элементами в цепях пе
ременного напряжения используются и нелинейные реактивные 
элементы: индуктивные катушки и конденсаторы. 

Катушка индуктивности с ферромагнитным сердечником явля
ется нелинейной за счет нелинейной зависимости магнитного пото
ка в сердечнике от протекающего по обмотке катушки тока. Ка
тушку с ферромагнитным сердечником часто называют дросселем. 

У нелинейных конденсаторов между обкладками находится сегнето-
электрик (сегнетовая соль, титанат бария), который в отличие от обычных 
диэлектриков обладает способностью самопроизвольно (без внешнего 
электрического поля) поляризоваться. Он имеет сильную зависимость 
диэлектрической проницаемости от напряженности поля, давления, тем
пературы, а также большое значение диэлектрической проницаемости. 
Нелинейные конденсаторы называют еще варикондами. 
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Изображают нелинейные элементы на схемах электрических 
цепей в соответствии с рисунком 7.25. 

а) б) . в) 
Рисунок 7.25 — Изображение нелинейных элементов на схемах 

электрических цепей: 
а) нелинейный резистор; б) нелинейная индуктивная катушка; 

в) нелинейный конденсатор 

Теоретическое исследование процессов в нелинейных электри
ческих цепях оказывается много сложнее, чем в линейных. Это свя
зано с тем, что характеристики элементов вольт-амперная U(I), 

вебер-амперная Ф ( [ / м ) (зависимость магнитного потока от маг

нитного падения напряжения), кулон-вольтная q{U) (зависимость 

заряда от напряжения) нелинейны. Кроме того, наличие нелиней
ных элементов в цепи переменного тока приводит к тому, что при 
синусоидальном напряжении источника ток в ней может изменять
ся по периодическому, но несинусоидальному закону. 

Процессы в нелинейных цепях переменного тока описываются 
нелинейными дифференциальными уравнениями, составляемыми 
на основе законов Кирхгофа. Общего метода решения таких урав
нений не существует. 

Для анализа процессов в нелинейных цепях переменного тока 
может быть использован графический или графоаналитический ме
тод расчета, который может быть произведен с некоторой степенью 
точности. В зависимости от того, какое нелинейное явление в цепи 
исследуется, какой характер цепи, характеристики нелинейных 
элементов, используется один из основных методов расчета, изла
гаемых в последующих параграфах. 
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7.17. Графический метод расчета нелинейных цепей 
переменного тока, использующий ВАХ нелинейных 

элементов для мгновенных значений 

Данный метод применяется, как правило, в том случае, если из
вестен закон изменения какой-либо величины во времени, например, 
напряжения, которая определяет работу нелинейного элемента. 

Сущность этого метода аналогична графическому методу рас
чета нелинейных цепей постоянного тока. 

Приступая к расчету нелинейной цепи переменного тока, сле
дует иметь вольт-амперные характеристики элементов для мгно
венных значений, как привило, снятые экспериментально. С помо
щью их и зависимости напряжения источника во времени находят 
закон изменения во времени второй величины, определяющей ра
боту нелинейного элемента. 

Применение данного метода рассмотрим на примере расчета 

цепи, изображенной на рисунке 7.26. При известной величине со

противления резистора R, вольт-амперной характеристики диода 

для мгновенных значений (рисунок 7.27) и закона изменения на

пряжения на входе цепи U = Um Sinoctf следует определить закон 

изменения тока цепи. 

Рисунок 7.26 — Схема нелинейной цепи переменного тока 

R 

и 
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0 1 ш 

Рисунок 7.27 — Вольтамперная характеристика диода 

Так как в цепи два последовательно соединенных элемента, на
ходят с помощью графических построений на основе второго зако
на Кирхгофа результирующую вольт-амперную характеристику 
цепи i(u) (рисунок 7.28, а). 

а) , г(иа) *)ц 

- /(«) 

Рисунок 7.28 — Вольт-амперные характеристики элементов 

и цепи (а), характеристика изменения напряжения u(t) (б) 

и характеристика изменения тока i(t) (в) 
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Здесь же изображают характеристику зависимости напряжения 

u(t). Для удобства дальнейших графических построений необхо

димо повернуть ось времени t на 90° (рисунок 7.28, б). Далее строят 

характеристику i(t): 

1. Задаются значением времени tk. Как, правило, оно берется 

как составная часть периода Т . 

2. По значению tku характеристике u(f)определяют значе

ние напряжения ик. 

3. По результирующей вольтамперной характеристике i(u) по 

напряжению ик определяют значение тока ik. 

4. По координатам ik, tk находят точку характеристики i{t) 

(рисунок 7.28, в). 
5. Повторяя шаги 1-4, находят последующие точки, принад

лежащие характеристике i{t), по которым изображают саму ха

рактеристику. 

7.18. Графоаналитический метод расчета нелинейной цепи 
переменного тока, использующий ВАХ нелинейных элементов 

по первым гармоникам 

Как уже отмечалось ранее, нелинейные элементы в цепи пере
менного тока способны изменять форму кривой тока, а, следователь
но, и падений напряжений, то есть делать их несинусоидальными. 

Для расчета используют вольт-амперные характеристики, свя
зывающие амплитуды или действующие значения первых гармоник 
тока и напряжения нелинейных элементов. Их получают расчетным 
путем или снимают экспериментально. 

Основные этапы расчета состоят в следующем: 

65 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



1. Произвольно задаются током первой гармоники через нели
нейный элемент и по вольт-амперной характеристике находят на
пряжение на нем. 

2. Используя комплексный метод расчета цепи синусоидаль
ного тока, находят напряжения и токи на других участках цепи и 
на входе цепи. 

3. Задаются другими значениями тока, проводят аналогичные 
расчеты. 

4. По полученным результатам строят зависимость напряже
ния от тока на входе цепи. 

5. По заданному напряжению на входе цепи и построенной за
висимости находят ток на входе цепи. 

При необходимости найти токи в других ветвях или напряже
ния на отдельных элементах, в ходе расчета строят соответствую
щие характеристики. 

Применение изложенного метода рассмотрим на примере. 

Пример 7.3. 
К цепи с последовательным соединением катушки с ферромаг

нитным сердечником и линейного резистора (рисунок 7.29) прило
жено напряжение U= ПО В. Сопротивление резистора R = 10 Ом. 
Задана вольт-амперная характеристика по действующим значениям 
первой гармоники тока и напряжения UL(I) (рисунок 7.30). Следует 

определить ток I и падения напряжения на элементах UL и [/ . 

L R 
I 

Рисунок 7.29 — Схема нелинейной электрической 
цепи к примеру 7.3. 
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(Л, в 

160 

120 

80 

40 

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 j д 
Рисунок 7.30 — Вольт-амперная характеристика нелинейной 

катушки по первой гармонике тока и напряжения 

Решение 

Для определения тока строим результирующую характеристику 

U(7), для чего произвольно задаемся током 1 = 1 А. По вольт-ам

перной характеристике UL (7) определяем значение UL = 80 В. 

На основании второго закона Кирхгофа U = UL + UR . Примем 

начальную фазу тока \|/(. равной нулю, тогда комплексное значение 

тока 7 = 7е7° =7 = 1 А. Так как угол сдвига фаз на индуктивном 

элементе = 1|/ - Ц/;. = 90°, то \f = 90°, 

тогда UL = ULeJ9° = у'80 В. 

Комплексное значение напряжения на резисторе, согласно закону 

Ома UR = Ж = 1 х 10 = 10 В. Тогда U = UL + UR — у80 + 10 

В. Действующее значение напряжения U = V802 +10 2 =80,62 в. 
Задаемся другими значениями тока, проводим аналогичные расчеты и 

результаты сводим в таблицу 7.6. 
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Таблица 7.6 — Расчетные данные для построения ВАХ цепи 

I, А 0 0,5 1 1,5 2 

и, В 0 42,3 80,62 101,12 121,65 

По результатам расчетов строим вольт-амперную характери

стику U(I) (рисунок 7.31). 

U, В 

1,5 1,75 2 / А 

Рисунок 7.31 —Результирующая вольт-амперная 
характеристика цепи 

По характеристике U (7) при заданном напряжении 

[/ = 110 в находим ток 7 = 1,75 А. По характеристике UL{I) 

при токе I = 1,75 A; UL = 108 В, a UR = IR = 17,5 В. Провер

к а : ^ = yJlOtf+VlJ? «109,4 В * 110 В. 

Ответ: 7 = 1,75 A; UL=10S В; UR =17,5 В. 
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7.19. Графоаналитический метод расчета нелинейных цепей 
переменного тока, использующий вольт-амперные 

характеристики по действующим значениям тока и напряжения 

Поскольку несинусоидальные токи или напряжения могут быть 
заменены эквивалентными или синусоидальными величинами по 
их действующим значениям, то для расчета нелинейных цепей 
можно использовать вольт-амперные характеристики нелинейных 
элементов для действующих значений. Эти характеристики полу
чают расчетным или опытным путем. 

Все этапы данного метода такие же, как и у предыдущего мето
да расчета по первым гармоникам. 

7.20. Расчет нелинейных цепей по характеристикам 
для мгновенных значений путем их кусочно-линейной 

аппроксимации 

Преимуществом любого аналитического метода расчета цепей 
является то, что он позволяет проводить их анализ в общем виде, а 
не только для частных значений параметров. 

Ранее отмечалось, что аналитический расчет нелинейных цепей 
переменного тока сложен и трудоемок, так как связан с решением 
нелинейных дифференциальных уравнений, составляемых по зако
нам Кирхгофа. 

С достаточной степенью точности аналитический метод можно 
применить, используя кусочно-линейную аппроксимацию характе
ристик нелинейных элементов. 

Основные этапы расчета следующие: 
1. Вольт-амперные, вебер-амперные, кулон-вольтные характе

ристики нелинейных элементов для мгновенных значений заменя
ются отрезками ломаной линии. 
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2. Составляются дифференциальные уравнения по законам 
Кирхгофа. 

3. Уравнения каждого отрезка прямой характеристик нелиней
ных элементов подставляются в дифференциальные уравнения, по
сле чего они сводятся к линейным. 

Каждому нелинейному уравнению будет соответствовать 
столько линейных уравнений, сколько отрезков прямых заменяют 
характеристики нелинейных элементов. 

4. Решают полученные линейные дифференциальные уравне
ния, причем каждому линейному участку характеристик будут со
ответствовать свои постоянные интегрирования. Постоянные ин
тегрирования считаются для смежных отрезков прямых. 

Трудоемкость данного метода снижается при использовании ЭВМ. 

Лекция 6 

7.21. Катушка с ферромагнитным сердечником 
в цепи переменного тока 

Общие сведения 

Одним из наиболее распространенных нелинейных элементов в 
цепях переменного тока является индуктивная катушка с ферро
магнитным сердечником, применяемая при создании электрических 
машин переменного тока и разнообразной электротехнической ап
паратуры. Ферромагнитные сердечники применяются для усиления 
магнитного поля и придания ему требуемой конфигурации. 

Одной из особенностей катушек с ферромагнитными сердечни
ками является то, что токи в обмотках и магнитные потоки в сер
дечнике взаимосвязаны, то есть магнитный поток зависит от тока в 
обмотке, а токи зависят от характера изменения магнитного потока, 
что усложняет анализ таких цепей. Кроме того, наряду с активной 
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мощностью потребляемой активным сопротивлением обмотки ка
тушки, имеет место потеря энергии, расходуемая на нагрев сердеч
ника. Это обусловлено явлением гистерезиса и вихревыми токами. 
Активную мощность, идущую на нагрев сердечника, часто называ
ют потерями мощности в стали Рс. 

7.22. Потери энергии в ферромагнитном сердечнике 

При протекании переменного тока по обмотке катушки возни
кает переменный магнитный поток, под действием которого в ре
зультате электромагнитной индукции будет наводиться ЭДС во 
всех контурах, пронизываемых магнитным потоком, а, следова
тельно, и в стальном сердечнике. В результате возникают токи, ко
торые замыкаются по сердечнику (рисунок 7.32), их называют вих
ревыми токами или токами Фуко. 

Л Л Л Л 
* 1 

1 1 
1 1 

* 1 

1 1 
f 1 
1 1 
1 1 

t 1 
1 1 
1 1 

1 1 

1 / 

I 1 

I I 
\J 

I 1 

I I 
\J 

1 1 

1 \ 

\J 

б) 

Рисунок 7.32 — Схематическое изображение прохождения 
вихревых токов: 

а) в сплошном сердечнике; б) в изолированных листах сердечника 

Вихревые тцки вызывают, согласно закону Джоуля - Ленца, на
грев сердечника, то есть имеет место потеря электрической энер
гии. Помимо этого токи Фуко создают свой магнитный поток, ко-
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торый согласно правилу Ленца будет направлен против основного 
магнитного потока, вызвавшего вихревые токи, то есть оказывает 
размагничивающее действие. 

Для уменьшения потерь энергии от вихревых токов и снижения 
размагничивающего действия магнитопроводы изготавливают из 
тонких листов стали, изолированных друг от друга лаком (рисунок 
7.32, б). Уменьшение токов Фуко в этом случае происходит за счет 
повышения электрического сопротивления, так как токи замыкают
ся в тонких листах по узким вытянутым путям. 

Плоскость листов должна быть параллельна направлению маг
нитного потока, чтобы не увеличивалось магнитное сопротивление. 

Для различных частот существуют свои оптимальные толщины 
листов. В частности, при промышленной частоте 50 Гц применяют 
листы толщиной 0,35-0,5 мм, при частотах порядка тысяч герц — 
листы толщиной 0,02-0,05 мм, а при более высоких частотах тол
щина листов доходит до 0,005 мм. 

С целью повышения электрического сопротивления при произ
водстве электротехнической стали добавляют до 4,8% кремния. 

При высоких частотах (до 30-50 мГц) применяют сердечники, 
выполненные из магнитодиэлектриков или ферритов, которые об
ладают большим удельным электрическим сопротивлением. 

Если пренебречь неравномерностью распределения магнитного 
потока в поперечном сечении листов магнитопровода, то мощность 
потерь от вихревых токов можно определить по формуле 

PB=Gj2KG, (7.55) 

гдеО"в— коэффициент вихревых токов, зависящий от сорта 

стали и толщины стальных листов; f — частота тока; Вт — ам

плитуда магнитной индукции; G — масса сердечника. 
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Ферромагнитным материалам присуще явление гистерезиса, из-
за которого в сердечнике теряется мощность, которая описывается 
эмпирической формулой 

Pr=OrJB"mG, (7.56) 

г д е О г — гистерезисный коэффициент, зависящий от сорта ста

ли и размеров стальных листов (определяется экспериментально); 

П — показатель степени (и =1,6 при Вт<\ Тл; к = 2 при В -

1-1,6 Тл). 
Для уменьшения потерь на гистерезис сердечники электротех

нических устройств переменного тока изготовляют из магнитомяг-
ких ферромагнетиков с узкой петлей гистерезиса. 

Суммарную потерю мощности в сердечнике можно определить 
по формуле 

P* = PyJ?> (7-57) 

где Р — удельные потери мощности на килограмм массы 

сердечника (Вт/кг), которые приводятся в справочной литературе; 

G — масса сердечника, кг. 

7.23. Переменный магнитный поток в катушке 
с феромагнитным сердечником 

Если катушка с ферромагнитным сердечником (рисунок 7.33) с 

числом витков w подключена к источнику синусоидального на

пряжения U = Uт sin СО? , то переменный ток, протекающий по ее 

обмотке, возбуждает переменный магнитный поток Ф , большая 

часть которого Ф 0 (основной магнитный поток) замыкается по 

сердечнику, так как магнитная проницаемость стали в тысячи раз 
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превышает магнитную проницаемость воздуха. Небольшая часть 

потока Ф р замыкается полностью или частично по воздуху (рису

нок 7.33). Эту часть потока называют потоком рассеяния. Каждый 

их этих потоков наводит в обмотке ЭДС. 

Рисунок 7.33 — Распределение магнитных потоков 
в катушке с ферромагнитным сердечником 

Таким образом, ток в обмотке есть результат совместного дей

ствия приложенного напряжения и ЭДС е0 и ер, наведенных ос

новным потоком и потоком рассеяния: 

и + еп + е„ 
i = - - - , (7.58) 

R 

где R — активное сопротивление обмотки. 
Из (7.58) следует, что 

и = -е0 - ер + iR . (7.59) 

Активное падение напряжения iR обычно относительно мало, 

равно как и ЭДС рассеивания, для анализа общего характера про

цесса ими можно пренебречь и считать, что и = — ео . 
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Так как ЭДС, наведенная основным магнитным потоком, равна 

с!Фп еп =-w ^ , т о 
0 dt 

с1Ф 
Uт smart = w °-. (7.60) 

dt 

На основании равенства (7.60) можно найти закон изменения 
основного магнитного потока во времени: 

^ U . 
d<t>0 =—^smcoraY; 

w 

л Um г . , Uyfl л u4i . , * , 
Ф 0 = — - sin юга? = coscor + А- sin(cctf—) + А. 

w J cow 2kJw 2 

Постоянная интегрирования А изображает некоторый посто
янный магнитный поток, который в сердечниках устройств пере
менного тока в установившихся режимах отсутствует, то есть 
А — 0. Таким образом, с достаточной степенью точности можно 
считать, что основной магнитный поток изменяется по синусои-

дальнему закону и отстает от напряжения по фазе на _ : 
2 

Ф п = — — — s i n ( a t f - - ) , (7-61) 
0 4,44w/ 2 

где амплитуда основного магнитного потока 

Ф 0 т = U • (7-62) 

В расчетных формулах используется понятие амплитуды маг
нитного потока, так как понятие действующего значения физиче
ского смысла не имеет. 
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Между основным магнитным потоком и током, возбуждающим 
этот поток, существует нелинейная зависимость. Это является при
чиной того, что при синусоидальном напряжении источника ток в 
обмотке будет несинусоидален, что можно показать с помощью 
графических построений (рисунок 7.34). 

При построении зависимости ординаты кривой тока для первой 
четверти периода определяются на основании восходящей ветви 
петли гистерезиса (участок аЪ, рисунок 7.34), для второй четверти 
периода — на основании нисходящей ветви (участок be, рисунок 
7.34) и так далее. 

Из рисунка 7.34 видно, что ток и магнитный поток одновре
менно достигают своих максимальных значений, но ток опережает 
магнитный поток по фазе. 

-Фт 

Рисунок 7.34 — Построение графика изменения 
намагничивающего тока во времени на основании петли 

гистерезиса ферромагнитного материала и зависимости Ф(0 

Насыщение ферромагнетика вызывает возникновение пика в 
кривой тока, соответствующего четверти периода. Чем больше 
магнитная индукция в сердечнике, тем выше и острее этот пик. 
Зависимость тока от времени является несинусоидальной. 
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7.24. Уравнение, векторная диаграмма и схема 
замещения катушки с ферромагнитным сердечником 

Для уточнения представления о тех явлениях, которые сопро
вождают протекание тока по обмотке катушки нужно отметить 
следующее. Основной магнитный поток, как было указано выше, 
нелинейно связан с током. Он пронизывает все витки обмотки и 

</Ф0 

наводит ЭДС еп = —W . 
dt 

При синусоидальном основном магнитном потоке наведенная им 
ЭДС тоже синусоидальная и отстает от магнитного потока на 90°: 

ё(ф sin со?) 
е - -w — = -жоф cos со/ = w(£><£> sinfcof - 90°). 

0 fa mO mO 

Действующее значение ЭДС 

Е0 = 2ф^- = 4 , 4 4 > Ф т 0 • (7.63) 

Поток рассеяния замыкается полностью или частично по возду
ху. В связи с тем, что сопротивление воздуха магнитному потоку во 
много раз превышает сопротивление магнитному потоку в стали, и 

так как магнитная проницаемость в воздухе (1 0 постоянная, то 

можно считать, что потокосцепление рассеяния \ ) / р линейно зави

сит от намагничивающего тока: 
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где Lp— индуктивность, обусловленная потоком рассеяния, 

который, пронизывая витки обмотки катушки, наводит ЭДС: 

di (7.64) е dt р 

Обмотка катушки обладает активным сопротивлением R. Та

ким образом, напряжение, приложенное к зажимам катушки, долж

но состоять из трех составляющих: одна из них уравновешивает 

ЭДС, наводимую основным магнитным потоком и0 = —е 0 ; вто

рая уравновешивает ЭДС рассеяния и =-е =L—\ третья ком-
р р pdt 

пенсирует падение напряжения в активном сопротивлении 

UR = iR. Уравнение электрического состояния, учитывающее эти 

три составляющие, имеет вид: 

При наличии ферромагнитного сердечника ток в обмотке ин
дуктивной катушки изменяется по несинусоидальному закону. Од
нако в расчетах цепей, содержащих катушки с ферромагнитными 
сердечниками, в большинстве случаев допустимо существенное 
упрощение реальных условий, заключающееся в замене действи
тельного несинусоидального тока эквивалентным синусоидальным. 
Условием эквивалентности токов является равенство действующих 
значений этих токов и равенство вызываемых ими потерь мощно
сти. Такая замена существенно упрощает расчеты, так как позволя
ет применять методы расчета цепей синусоидального тока. 

Уравнения электрического состояния катушки можно записать 
для действующих значений в комплексной форме: 

u = uQ+up+uR. (7.65) 
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U = Uo +UV+RI. (7.66) 

Так как м - ~ е =L— = ItoL sin(otf + — ) , то комплекс дей-
р р т р V 2 J 

ствующего значения напряжения, уравновешивающего ЭДС рас
сеяния, 

Uv=MLe~i=jXj, 

где Хр - (йЬр — индуктивное сопротивление, обусловленное 

потокосцеплением рассеяния. 
Уравнение катушки в комплексной форме записи примет вид: 

U = U0 +JXJ + IR. (7.67) 

Соотношение напряжений и тока катушки наглядно иллюстри
рует ее векторная диаграмма (рисунок 7.35). 

Рисунок 7.35 — Векторная диаграмма катушки 
с ферромагнитным сердечником 
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При построении векторной диаграммы за исходный вектор 
удобно взять вектор амплитуды основного магнитного потока 

Ф т 0 . Вектор тока I, как уже было показано выше, должен опере

жать вектор магнитного потока Ф т 0 на угол СХ (угол магнитного 

запаздывания) из-за потерь мощности в сердечнике. Исходя из это
го, можно считать, что ток состоит из двух составляющих, одна из 
них представляет реактивный ток / = I COS а , возбуждающий 

основной магнитный поток и совпадающий с ним по фазе, вторая 

— активный ток Ia — I Sin (X, обусловленный потерями мощности 

в ферромагнитном сердечнике от гистерезиса и вихревых токов. 
Таким образом 

Вектор напряжения U, приложенного к катушке, определяют 

на основании уравнения (7.67) путем суммирования трех состав

ляющих Uo, IR, и iXI. 
J р 

Вектор напряжения UQ, уравновешивающего ЭДС, наведен

ную основным магнитным потоком, опережает вектор магнитного 

потока Ф т 0 н а 90°, вектор IR совпадает по фазе с вектором тока 

I, а вектор jXpI опережает вектор тока I на 90°. 

Уравнениям (7.67) и (7.68) и векторной диаграмме (рисунок 
7.35) должна соответствовать схема замещения, при построении 
которой уравнения (7.67) и (7.68) можно рассматривать как первый 
и второй законы Кирхгофа для схемы со смешанным соединением 
сопротивлений, представленной на рисунке 7.36, а. 
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Рисунок 7.36 — Схема замещения катушки 
с ферромагнитным сердечником 

при смешанном (а) и последовательном (б) соединении 
сопротивлений 

Так как ток состоит из двух составляющих, то одна из парал
лельных ветвей — ветвь намагничивающего тока, обладает только 
реактивной проводимостью, вторая обладает только активной про
водимостью, обусловленной потерями мощности в сердечнике, и 
эти проводимости непостоянны. 

Проводимости можно определить следующим образом. Актив
ная проводимость: 

„ = i 
*° и; 

Если учесть, что U « U0, то 

go и и2 и2 

где Р„ — потеря мощности в стали. 
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Реактивная проводимость 

0 ир и2 и2, 

где £ ) с т — реактивная мощность, необходимая для возбуждения 

основного магнитного потока. 
Разветвленный участок схемы замещения (рисунок 7.36, а) 

можно заменить неразветвленным с последовательным соединени
ем эквивалентных сопротивлений (рисунок 7.36, б) Ro и Х0, где 

р _ ^ст _ So 
1 go+bo 

Хо = yjZo - = J% - ?̂ и л и Хо = 2

Ь° U 2 • 
' 1 go+bo 

На ток катушки влияет размер воздушного зазора в ее сердеч
нике. Как известно, магнитная проницаемость воздуха значительно 
меньше магнитной проницаемости стали, поэтому воздушный зазор 
имеет значительно большее магнитное сопротивление, чем участок 
той же длины из ферромагнитного материала. Наличие воздушного 
зазора приводит к увеличению магнитного сопротивления сердеч
ника. Это значит, что при одном и том же токе I магнитный поток 
Ф 0 будет меньшим. Соответственно уменьшится и наводимая этим 

потоком ЭДС Е0 и равное ей напряжение U0 • Как видно из урав

нения индуктивной катушки (7.67), при неизменном напряжении U 

уменьшение напряжения U0 вызовет увеличение падений напря

жения RI и cab I вследствие увеличения тока. Ток / будет тем 

больше, чем больше воздушный зазор в сердечнике. 
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Влияние величины зазора на ток катушки имеет определенное 
практическое значение. Например, в сварочных трансформаторах 
изменением зазора в сердечнике регулируют величину требуемого 
сварочного тока. Повышенная вибрация и гул катушки магнитного 
пускателя указывают на неплотное примыкание частей магнито
провода вследствие образования ржавчины, попадания инородных 
частей и необходимость профилактического обслуживания. 

Лекция 7 

7.25. Феррорезонанс в электрических цепях 

Резонансом в электрических цепях понимают явление, когда 
частота колебаний энергии совпадает с собственной частотой коле
бательного контура, при этом ток и напряжение на входе цепи сов
падают по фазе. Это явление принимает весьма своеобразную фор
му, называемую феррорезонансом, при наличии индуктивной ка
тушки с ферромагнитным сердечником. 

Индуктивность такой катушки непостоянная из-за нелинейной 
зависимости магнитного потока от силы тока. Вследствие этого при 
изменении силы тока изменяется и собственная частота колеба
тельного контура. Это значит, что явление резонанса можно вы
звать изменением напряжения на зажимах колебательного контура 
при неизменной частоте напряжения источника без регулирования 
емкости и индуктивности. 

Сердечник катушки должен быть замкнут, так как воздушный 
промежуток в магнитной цепи значительно уменьшает изменение 
индуктивности из-за своего большого магнитного сопротивления. 

В зависимости от способа соединения элементов колебательно
го контура возможны две основные формы феррорезонанса: ферро
резонанс напряжений и феррорезонанс токов. 
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7.26. Феррорезонанс напряжений 

Феррорезонанс напряжений может возникнуть в цепи с после
довательным соединением конденсатора и катушки с ферромагнит
ным сердечником (рисунок 7.37). 

L С 

Рисунок 7.37 — Цепь феррорезонанса напряжений 

Феррорезонансом напряжений называют режим работы цепи, 
при котором первая гармоника тока в цепи совпадает по фазе с на
пряжением источника ЭДС. 

Для анализа явлений феррорезонансов несинусоидальные токи 
и напряжения заменяют их эквивалентными синусоидальными ве
личинами и используют вольт-амперные характеристики для дей
ствующих значений. 

Вольт-амперные характеристики катушки и конденсатора 
должны иметь точку пересечения. 

Для изучения общего хода процесса пренебрегают потерями 
мощности в сердечнике и высшими гармониками. При таком упро
щении напряжение на зажимах цепи согласно второму закону 
Кирхгофа определяется по выражению: 

u=uL+uc = iju>L+i{-j^-). 
соС 

Так как напряжения на индуктивности и емкости противопо
ложны по фазе, то напряжение на входе цепи равно разности этих 
напряжений: 
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U = UL-UC. 
Эту разность легко определить графически, используя вольт-

амперные характеристики индуктивного и емкостного элементов 
(рисунок 7.38). 

U 

с / Ui W 

1 

1 
1 

7 1 
1 

Ал 
1 
1 В Ал 

—- _L . 
1 \UL-U а 1 \UL-U 

~ I и С\ 
1 

и с 

U ID la Ic I 

Рисунок 7.38 — Вольт-амперные характеристики элементов и цепи 
при феррорезонансе напряжений 

Отрезки ординат между характеристиками UL(I) и UC(I) 

равны напряжению на зажимах цепи U. Точка пересечения харак

теристик UL(I) и UC(I}, то есть точка с определяет режим, ко

гда UL — Uс, то есть режим феррорезонанса напряжений. 

На основании графических построений можно проследить изме

нение условий в цепи при постепенном повышении напряжения U. 
При малых значениях этого напряжения сила тока мала и отста-

85 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У

file:///Ul-U
file:///Ul-U


ет по фазе от напряжения U на 90°, так как в цепи преобладает ре

акция индуктивности. Оба напряжения UL И Uс малы, но UL > 

Uc. По мере постепенного повышения напряжения U сила тока 

и падения напряжений UL И Uс возрастают при сохранении пре

обладания реакции индуктивности. 

Наконец, напряжение на входе цепи приближается к критиче
скому значению, определяемому точкой а (рисунок 7.38). Дальней
шее плавное изменение режима цепи становится невозможным, так 
как увеличение напряжения на зажимах цепи увеличивает силу тока, 
но при этом уменьшает разность падений напряжений UL—UC, сле
довательно, в цепи нарушается равновесие напряжений. 

При силе тока I >1а напряжение U >\UL — Uc . Происходит 

быстрое скачкообразное нарастание тока от точки а к точке Ъ. Яв
ление резкого изменения тока в цепи при незначительном измене
нии напряжения на входе называют триггерным или релейным эф
фектом в последовательной феррорезонансной цепи. 

При скачкообразном нарастании тока скачкообразно растут 

напряжения на емкостном Uс и индуктивном UL элементах. 

При скачке тока сердечник катушки насыщается, вследствие 

чего напряжение UL остается далее почти неизменным даже при 

значительном изменении напряжения на входе цепи U. 
Скачкообразное нарастание тока происходит до тех пор, пока 

цепь не перейдет к условиям, когда в ней будет преобладать реак
ция емкости, то есть Uc> UL и восстановится равновесие 

U = UC-UL. 
Этому условию соответствует точка Ъ на результирующей 

вольт-амперной характеристике (рисунок 7.38). 
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Фаза тока по отношению к приложенному напряжению изме
нится на 180°. Ток опережает напряжение U на 90°. Это явление 
называют «опрокидыванием фазы». 

При дальнейшем увеличении напряжения увеличение тока про
исходит плавно, сохраняется емкостной характер цепи. 

При понижении напряжения ток плавно уменьшается. Когда 

напряжение цепи U станет равным U^, то никакого скачкообраз

ного изменения тока не происходит, так как режим с преобладани

ем реакции емкости устойчив и, постепенно понижая напряжение 

до нуля, можно было бы осуществить условие резонанса напряже

ний UL = Uc, которому соответствует точка с. В действительно

сти из-за наличия активной составляющей тока, обусловленной по

терями мощности, и высших гармоник реальная вольт-амперная 

характеристика U(7) расположена несколько выше кривой ОасЪ 

(кривая ОАСВ, рисунок 7.38). При уменьшении приложенного на

пряжения до значения чуть меньше напряжения в точке С, про

изойдет еще один скачок тока от значения 1С до значения ID с 

опрокидыванием фазы. 
Если последовательно в цепь включить достаточно большое 

линейное активное сопротивление, то можно получить устойчивую 
работу цепи и на падающем участке вольтамперной характеристики 
U(I), то есть релейный эффект будет отсутствовать. 

7.27. Феррорезонанс токов 

Явление феррорезонанса токов имеет место при параллельном 
соединении катушки с ферромагнитным сердечником и конденса
тора (рисунок 7.39). 
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Рисунок 7.39 — Цепь феррорезонанса токов 

Если пренебречь высшими гармониками тока, проходящего че
рез индуктивный элемент, и потерями мощности, то на основании 
первого закона Кирхгофа имеем: 

I = IL+IC. 

Так как токи IL и 1С противоположны по фазе, то ток I мо

жет быть определен графически (рисунок 7.40) как разность абс

цисс кривых IL(U) и IC(U). 

IL(U) 

о I 

Рисунок 7.40 — Вольт-амперные характеристики 
в цепи феррорезонанса токов 
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Точка р пересечения вольт-амперных характеристик будет со
ответствовать режиму резонанса. При постепенном увеличении на
пряжения до феррорезонанса токов в цепи преобладает емкостный 
ток, после — индуктивный. 

В виду наличия высших гармоник и потерь мощности, ток цепи I в 
режиме феррорезонанса не может быть равным нулю (рисунок 7.41). 

W 

Ub 

Uc 

Ua 

Ud 

о 12 п 7 

Рисунок 7.41 — Вольт-амперная характеристика 
феррорезонансной цепи с феррорезонансом токов 

Плавное изменение напряжения на входе цепи не приводит к 

триггерному эффекту. Его можно наблюдать, если в качестве ис

точника энергии взять источник тока. Тогда при плавном измене

нии тока от нуля до тока 1\ (рисунок 7.41) напряжение на входе це

пи скачком возрастет с Ua до , а при плавном уменьшении то

ка и достижении значения 12 напряжение скачком уменьшится с 

Uc*oUd. 
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7.28. Переходные процессы в нелинейных цепях 

Переходные процессы в нелинейных цепях существенно отли
чаются от переходных режимов в линейных цепях в количествен
ном и качественном плане. В одном случае нелинейность характе
ристик элементов может привести к увеличению скорости процесса 
в одном из промежутков времени и уменьшению в другом, при 
этом может возрасти максимальное значение тока. В другом случае 
могут возникнуть явления, которые принципиально не могут иметь 
место в линейных цепях. Например, в линейных цепях переходный 
процесс носит затухающий характер и переходит в установившийся 
режим, частота которого равна частоте ЭДС (при подключении це
пи к источнику). В нелинейных же цепях подобное включение мо
жет привести к возникновению колебаний, отличных от частоты 
ЭДС источника (автоколебания). 

В виду того, что процессы в нелинейных цепях описываются 
нелинейными дифференциальными уравнениями, при расчете при
ходится использовать графические методы или различного рода 
приближенные аналитические. Рассмотрим некоторые из них на 
примере включения нелинейной катушки к источникам синусои
дального и постоянного напряжения. 

7.29. Включение катушки с ферромагнитным сердечником 
под синусоидальное напряжение 

Рассмотрим важный для практики случай включения катушки с 
ферромагнитным сердечником под синусоидальное напряжение 

U-U т sin(co? + \ | / и ) (рисунок 7.42). 
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R 

Рисунок 7.42 — Включение нелинейной цепи 
к источнику синусоидального напряжения 

Согласно второму закону Кирхгофа 

u = Ri d4* 
dt ' 

(7,69) 

где ^ — напряжение, уравновешивающее ЭДС самоиндукции. 
dt 

Обычно RiU 
dt 

так как сопротивление R обмоток мощных 

ненагруженных трансформаторов незначительно. Зависимость по-
токосцепления — Li является нелинейной, так как индуктив
ность L есть функция i (рисунок 7.43). 

Рисунок 7.43 — График зависимости потокосцепления от тока 
катушки с ферромагнитным сердечником 
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Если в уравнение (7.69) подставить вместо Ч* его выражение че
рез i, то уравнение относительно тока будет содержать нелинейность 
в главном слагаемом. Примем, что во второстепенном слагаемом 
уравнения (7.69) ток i линейно зависит от потокосцепления: 

4» = 

где ^ _ т т — отношение амплитудных значении потокосцеп

ления и тока в установившемся режиме (приближенно Чт = Чл.) 
со 

Если выразить i через *Р, то получим уравнение цепи в виде 

„ = JLip- + i £ F . (7.70) 
L dt 

э 
Уравнение (7.70) линейное и его решение представим в виде 

суммы двух составляющих: 

Установившееся значение потокосцепления определим по вы
ражению: 

c o l 
где ф = a r c t g - — -

R 
Таким образом, потокосцепление в установившемся режиме 

изменяется по синусоидальному закону. 
Свободная составляющая потокосцепления находится как об-

D dW щее решение уравнения -iLvj/^ - | — = Q; 
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св 

По характеристическому уравнению JL + р = о определим его 

корень: ^ = — i L . 

Постоянная интегрирования А определяется из начальных ус

ловий. При t = О 

¥(0) = ¥у(0)+ ¥„(<)). 

На основании первого закона коммутации без учета остаточно
го намагничивания ¥(0) = 0. 

Тогда 0 = у¥тsin(\}/u - <р) + А, откуда А = -vFmsin(\j/„ -q>). 
Таким образом, в переходном процессе потокосцепление будет 

изменяться согласно выражению 

Х¥ = х ¥ т sin(a>/ + \j/M - ф) - Т ш sin(i|/w - ф)е~^ . (7.72) 

Переходный процесс проявляется наиболее интенсивно, когда 

71 7U 
начальная фаза напряжения V|/u = ф ± —. Пусть 1|/м = ф , то-

гда уравнение (7.72) принимает вид 

2 (7.73) 

По уравнению (7.73) строим зависимость ^ ( / ) (рисунок 7.44). 
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Рисунок 7.44 — Кривая потокосцепления ^(t) и его 

составляющих при включении катушки с ферромагнитным 
сердечником под синусоидальное напряжение 

Мы видим, что при большой постоянной времени L3JR по 

сравнению с периодом Т — 2тг/(0 потокосцепление может достичь 

через полпериода почти удвоенного значения своей амплитуды 

Ч/m. На рисунке 7.43 приведена нелинейная характеристика 

4/(i). При установившемся процессе амплитуда тока Im , соответ

ствующая амплитуде потокосцепления Ч/ m , имеет незначитель

ную величину. Однако при увеличении потокосцепления до 24/ 

ток получает весьма большое значение вследствие нелинейности 

характеристики 4/(1). 

С помощью зависимостей 4J(i) (рисунок 7.43) и 4J(t) (рису

нок 7.44) можно построить график изменения тока i во времени в 

переходном процессе (рисунок 7.45). 
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Рисунок 7.45 — График изменения переходного тока во времени 

Таким образом, если при включении линейной индуктивности 
на переменное напряжение наибольшее значение тока не может 
превышать удвоенную амплитуду его установившегося значения, 
то в аналогичном случае с катушкой с ферромагнитным сердечни
ком наибольшее значение переходного тока i может во много 

раз превышать амплитуду его установившегося значения 1т . 

Такой всплеск тока может вызвать механическое разрушение 
обмотки, так как электродинамические усилия пропорциональны 
квадрату тока. Поэтому мощные ненагруженные трансформаторы 
включают через дополнительные сопротивления, которые затем 
замыкают накоротко. При включении маломощных трансформато
ров защитные токовые устройства должны срабатывать с задерж
кой по времени. 

Рассмотренный метод расчета переходного процесса в нели
нейной цепи основан на условной линеаризации уравнения цепи. 
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7.30. Метод последовательных интервалов 

Рассмотрим метод последовательных интервалов на примере 
включения нелинейной катушки к источнику постоянного напря
жения U (рисунок 7.42). Для расчета следует иметь зависимость 
потокосцепления Ш оттока i (рисунок 7.43). 

По второму закону Кирхгофа 

Ri + £¥. = U. (7.74) 
dt 

Разобьем время переходного процесса на интервалы At. Для 

оценки выбора величины At необходимо рассчитать по устано

вившимся значениям W и / у постоянную времени 

т. = L3JR = х¥ у l(IyR), которая характеризовала бы процесс при 

L = L3= const. Можно принять At равным примерно десятой до

ли Т . Установившееся значение тока в цепи / =U/R , так как при 

питании цепи от источника постоянного напряжения L = о • 
dt 

Уравнение (7.74) можно записать в виде 

A T 

At 
U-Ri- (7.75) 

На основании уравнения (7.75) приращение потокосцепления 
для к -го интервала времени 
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Уравнение (7.76) представляет собой основную формулу расчета. 

Рассчитаем первое приращение потокосцепления 

Л*?, = х¥1 — Ч1^ . Считая, что остаточное намагничивание отсутст

вует, VF,_ 1 = х¥0=0 и * ы = г0 = 0 , тогда 

Д Ч ^ =Wl =UAt. 

По значению потокосцепления ^ на кривой ^(l) (рисунок 

7.43) находим ток i{. 

Аналогично рассчитываем потокосцепление для второго интервала 

АЧ>2=Ч>2-*¥2_{; Ч ^ Д ^ - Ь ^ , 

где AX¥2={U-Ri{)At. 

После чего по значению потокосцепления *¥ 2 на кривой ^ ( z ) 

находим ток i2. 

Таким образом, используя вышеизложенную логическую цепь 

Ах¥к -» *¥к -> ik -> AWk+l -> Ч*к+1 -> ik+l, определяют зави

симость i(t) (рисунок 7.76). 

/ \ / 1 
/ ' / ' 

/ \ / 1 1 
/ l / 1 1 

< С — \ 1 1 , 
0 Д*г Afc Д/з t 

Рисунок 7.46 — Построение зависимости i{t) 

по методу последовательных интервалов 
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7.31. Контрольные вопросы для самопроверки 

1. Изложить основные этапы графического метода расчета 
нелинейных цепей синусоидального напряжения при использова
нии вольт-амперных характеристик для мгновенных значений. 

2. Записать уравнение индуктивной катушки с ферромагнит
ным сердечником, подключенной к источнику синусоидального 
напряжения, пояснить смысл составляющих уравнения. 

3. Чем отличается резонанс в нелинейных цепях от резонанса 
в линейных? 

4. Изложить порядок расчета переходных процессов в нели
нейных цепях методом линеаризации, методом последовательных 
интервалов. 

Материалы к практическим занятиям 

Для подготовки к практическим занятиям необходимо изучить 
теорию нелинейных электрических и магнитных цепей, их методы 
расчета. Рекомендуется воспользоваться методическими указания
ми к практическим занятиям по ТОЭ, ч. 3 [11]. Ответить на кон
трольные вопросы. 

Практическое занятие 1 
Расчет нелинейных электрических цепей постоянного тока 

при последовательном, параллельном и смешанном соединении 
нелинейных резисторов 

Задача занятия: изучить и усвоить методику графического рас
чета нелинейных электрических цепей. 

План занятия: 

1. Провести входной контроль по основным теоретическим по
ложениям по теме. 
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2. Решение задач под руководством преподавателя. 
3. Самостоятельная работа студентов по индивидуальным зада

ниям. 
4. Подведение итогов. Выдача заданий по УСРС. 

Контрольные вопросы для подготовки 
к практическому занятию 1 

1. Понятие линейных и нелинейных электрических цепей. 
2. Вольт-амперные характеристики нелинейных резисторов. 
3. Способы представления вольт-амперной характеристики. 
4. Законы Кирхгофа для нелинейных электрических цепей по

стоянного тока, правила знаков. 
5. Последовательность графического метода расчета нелиней

ной электрической цепи: 
а) при последовательном соединении резисторов; 
б) при параллельном соединении резисторов; 
в) при смешанном соединении резисторов. 
6. Как по вольт-амперной характеристике получить зависимость 

сопротивления R от тока / ? 

Примеры практического применения 
теоретического материала 

1. Двухполюсник состоит из последовательно включенных ре
зистора R = 100 Ом и германиевого диода VD (рисунок 7.47). ВАХ 
двухполюсника I(U) задана (таблица 7.7). 

Таблица 7.7 

и, в 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 
/, мА 0 1,2 3,5 6,4 9,4 12,3 
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+ 

и 

Рисунок 7.47 

Построить ВАХ диода I(U2). Определить напряжения U, UUU2 

при 1= 10 мА. 

Решение 
Расчет проводим графическим методом. 
Построим ВАХ двухполюсника I{U) (рисунок 7.48) на основа

нии данных таблицы 7.7. Чтобы построить ВАХ линейного рези
стора I(Ui), необходимо иметь хотя бы две точки. Зададимся про
извольно значением тока, протекающего по резистору. Пусть I = 
8 м А = 8 х 10" 3 А. 

Тогда С/, = IR = 8 х 10 "3 х 100 = 0,8 В. 
По двум точкам с координатами 0,0 и 8 мА, 0,8 В строим ли

нейную характеристику I(U\) (рисунок 7.48). 

Щ) 1(0) 

a _j ъ1 с / 

Г 1 

4 1 

1 

\у \ 

1 

1 

1 

1 
\ 

0 0 ,4 0,8 1,2 1,6 U, В 

Рисунок 7.48 
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На основании второго закона Кирхгофа 

и2 =и-их. 
Для построения ВАХ диода необходимо произвести вычитание 

абсцисс ВАХ I(U) и I(Ux), соответствующих каждому произволь
но принятому значению тока. Например, для тока / = 10 мА 

точки ВАХ I(U2). 
По заданному току двухполюсника / = 10 мА проводим горизон

тальную линию и на пересечении с ВАХ в точках Ъ и d находим 
соответствующие напряжения, то есть U2 = 0,68 В и U= 1,68 В. 

По закону Ома 

полнен правильно. 

2. Для стабилизации напряжения на приемнике параллельно 
ему присоединили стабилитрон (рисунок 7.49), ВАХ которого 
/i(£7„) задана (рисунок 7.50). Определить пределы изменения на
пряжения приемника [/„, если напряжение источника питания U = 
12 В изменяется в пределах ±10 %. Сопротивление R = 1,2 кОм, 
R„ = ЮкОм. 

аЪ — dd — йС . Приняв другие значения тока, получим другие 

С/, = Д / = 100х10х1(Г 3 = 1 В. 

Проверка: U\ + Uj = U; \ + 0,68 = 1,68, то есть расчет вы-

R 

+ 

U 

• 

Рисунок 7.49 
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Решение 
Строим результирующую ВАХ смешанного соединения рези

сторов в соответствии с методикой, изложенной в п. 1.2.3. Для это
го сначала строим результирующую ВАХ I ( U „ ) параллельного со
единения стабилитрона VD и резистора приемника R„, а затем ре
зультирующую ВАХ I(U) последовательного соединения резистора 
R и эквивалентного резистора RRVD-

Чтобы выполнить указанные преобразования, воспользуемся 
методами построения результирующих ВАХ для параллельного и 
последовательного соединений резисторов (п.п. 1.2.1 и 1.2.2). 

з 

2 

о 

Щ)/ M2\j 
« 

ЦП) 

F \ 
Г \ 

/ 1 

! 

1 

е г/ 

MIL 

у] V 
/Т 

1 

! 

1 
1 

а/ 1 
1 

1 

1 

1 

| 

сУ 
ь 
а 

1 
1 

1 

1 

1 

О 2 4 6 8 1 0 1 2 4 

Рисунок 7.50 

ВАХ линейных элементов R и R A строим, задавшись произволь

ными значениями токов: 1 = 5 мА, тогда UX = IR = 5 х 10~3 х 1200 = 6 

В; / „ = 1 мА, тогда ( 7 H = / H 7 ? H = l x l 0 " 3 x l 0 x 1 0 3 = 1 0 В -

По двум точкам (0,0 и 5 мА, 6 В) проводим прямую линию и 
получаем характеристику I{UX). Аналогично по двум точкам (0,0 и 
1 мА, 10 В) строим ВАХ IH(U„) (рисунок 7.50). 
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Зависимость I(UH) (рисунок 7.50) для параллельного соединения 
получаем суммированием ординат ВАХ стабилитрона I\(UH) и 
приемника IH(UH), соответствующих выбранному напряжению. На
пример, при [/„ = 6 В суммируем отрезки аЬ и йС и получаем 
точку d характеристики Д £/„). Аналогично для других точек. 

Для последовательного соединения зависимость I(U) получаем 
суммированием абсцисс характеристик I{U\) и I(UH), соответст
вующих выбранному току. Например, при 1=2 мА суммируем от
резки ef и eq и получаем точку h характеристики I(U). Анало
гично для других точек. Кривая I(U) является результирующей 
ВАХ всей цепи. 

По условию задачи напряжение U изменяется в пределах 

± 10%, т.е. от 0,9-U = 0,9 х 12 = 10,8 В до1Д[/ = 1,1 х 12 = 13,2 В. 

Чтобы определить в каких пределах при этом изменяется £/„, 
воспользуемся двумя характеристиками: I(U) и I(U„). 

По ВАХ I(U) при [ /=10,8 В / = 2,7 мА (точкаМ); 

при U= 13,2 В 1=4,3 мА (точка Л/2); 

По ВАХ /(£/„) п р и / = 2 , 7 м А UH = 7,8 В (точкаMl); 
при / = 4,3 мА £У„ = 8 В (точка М2). 

Изменение напряжения на нагрузке 

AUH = 8 - 7,8 = 0,2 В 

или в процентном выражении к среднему напряжению на на
грузке 

Л ^ „ С Р = — -Ю0 % « 2 , 5 % . н.ср. ? 9 
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Таким образом, при колебаниях напряжения источника на 
±10 % напряжение на нагрузке изменяется только на ±1,25 %, т.е. в 
8 раз меньше. 

Задачи для самостоятельного решения 

1-й уровень 
1. Лампа накаливания, вольт-амперная характеристика которой 

задана (таблица 7.8), подключена последовательно с реостатом к 
источнику питания с напряжением U = 120 В. На какое значение 
сопротивления следует установить реостат, чтобы напряжение на 
лампе составляло 75 В? 

Таблица 7.8 

и, в 0 20 40 60 80 100 120 
/ , А 0 0,2 0,5 0,9 1,4 2,0 2,5 

Ответ: 35 Ом. 

2-й уровень 

1. Бареттер с ВАХ, показанной на рисунке 7.51, и линейный ре
зистор R = 80 Ом соединены параллельно и включены на постоян
ное напряжение. Ток на входе цепи / = 0,4 А. Определить напря
жение U на входе цепи и токи в параллельных ветвях цепи. 

{ м а ] I I I I 

V, в 
Рисунок 7.51 

Ответ: 12 В; 0,25 А; 0,15 А. 
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2. Последовательно с нелинейным участком цепи в задаче 1 
включили линейный резистор R = 20 Ом. Определить ток в цепи и 
напряжения на нелинейном участке и на резисторе R, если вся цепь 
питается от источника с напряжением 14 В. 

Ответ: 0,3 А; 8 В; 6 В. 

3. Рассчитать электрическую цепь, изображенную в таблице 
7.9, в соответствии с заданным вариантом. 

Таблица 7.9 — Варианты индивидуальных заданий 

Но
мер 
ва-

риа-

Схема электрической 
цепи 

ВАХ нелиней
ных резисторов 

На
пря

жение 
ис

точ
ника 
U, В 

Ток 
це
пи 

/, А 

Со-
про-
тив-

ление 
Д1, 
Ом 

\2С 

--•т/Л 

О 10 20 30 40 U, В 

40 
? 

30 
? 

50 

10 
30 
20 
15 
5 

6 
7 
8 
9 
10 

11 
12 
13 
14 

О Н 

50 100 150 U, В 

0,5 0,9 

250 
? 

200 
9 

150 

10 

20 
25 
30 
35 
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4. Рассчитать электрическую цепь, изображенную в таблице 
7.10, в соответствии с заданным вариантом. 

Таблица 7.10 — Варианты индивидуальных заданий 

Номер 
вари
анта 

Схема электриче
ской цепи 

ВАХ нелинейных 
резисторов 

Напря 
жение 
источ
ника 
U, В 

Сопро
тивле

ние 
«1 ,0м 

Токи в 
ветвях 

I, 
А 

I, ih 
Rl X В 

200 
? 

250 
? 

150 

О 5 0 1 0 0 1 5 0 U, В 

100 
50 
100 
75 
80 

6 
7 
8 
9 
10 10 20 30 40 и,Ъ 

25 
7 

40 
? 

50 

11 
12 
13 
14 
15 

0 0,2 0,5 0,9 М 2,0 
ЦВ 0 20 40 60 80 100 

10 
15 
20 
25 
30 
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Практическое занятие 2 
Расчет нелинейных электрических цепей постоянного тока 

методом двух узлов и методом итераций 

Задача занятия: освоить методику расчета нелинейных элек
трических цепей постоянного тока методом двух узлов и методом 
итераций. 

План занятия: 
1. Повторение основных теоретических положений по теме 

занятия. 
2. Решение задач под руководством преподавателя. 
3. Самостоятельная работа под руководством преподавателя. 
4. Подведение итогов, предварительный контроль. 

Контрольные вопросы для подготовки 
к практическому занятию 2 

1. Как построить ВАХ участка цепи с нелинейным резистором 
и ЭДС? 

2. Каков порядок расчета нелинейных цепей постоянного тока 
методом двух узлов? 

3. В чем суть итерационного метода расчета нелинейных цепей 
постоянного тока? 

Примеры практического применения 
теоретического материала 

1. Определить токи в ветвях электрической цепи (рисунок 7.52) 
методом двух узлов, если Е\ = 4 В, Е2 = 8 В. Вольт-амперные харак
теристики нелинейных резисторов приведены на рисунке 7.53. 
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Ь 0 2 4 Б 8 10 12 U, В 

Рисунок 7.52 Рисунок 7.53 

Решение 

1. Направляем токи в ветвях к узлу «6». 
2. Выражаем напряжения Uab через ЭДС и падения напряже

ний для каждой ветви отдельно, используя второй закон Кирхгофа: 
Uab=Ul+El, (7.77) 

Uab=U2-E2> (7-78> 

Uab = U3 . (7.79) 

3. Строим вольт-амперные характеристики ветвей I\(Uab), 
UUab), h{Uab) (рисунок 7.54). Из выражений (7.77), (7.78), (7.79) 
следует, что характеристика I\(Uab) есть характеристика I\{U\), но 
смещенная вправо на величину Ех = 4 В, характеристика h(Uab) — 
это характеристика h(U2), но смещенная влево на Е2 = 8 В, характе
ристика h{Uab) есть характеристика h{U3). 

108 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



I, А 
1 . 2 

1 . 

I, А 
1 . 2 

1 . 
I 

0 . 8 • 

0 ,6 • 

n d i 

I 

0 . 8 • 

0 ,6 • 

n d i 

I 

0 . 8 • 

0 ,6 • 

n d i 

h Ш ПО I f f 
U,z 1 /il 

1/'/ 
f v 

- 1 4 - 1 2 / I 3 - 3 4 - 2 J O J - i 5 i i 1 о в 
-U 
n A 

- u p 

ы uab) 
-B,D 

/ ; 
- o . a > 

:-> < 
-B,D 

/ ; 
- o . a > 

-1 

Рисунок 7.54 

Для более точного построения вышеуказанных характеристик 
составляем таблицу 7.11. Произвольно задаваясь значением токов 
1\ и 12, по характеристикам I\(U\), I2(U2) определяем соответствую
щие значения U\ и U2. Используя выражения (7.77), (7.78) находим 
значения иаъ для принятых значений токов 1\ и 12. 

Таблица 7.11 

0 0,4 0,6 0,8 1,2 -0 ,4 -0 ,6 -0 ,8 -1 ,2 
Uab, В 4 6 7 8 13 2 1 0 - 5 

/ 2 , А 0 0,4 0,6 0,8 1,2 -0 ,4 -0 ,6 -0 ,8 -1 ,2 
Uab, В - 8 0 1,6 2,4 3 - 1 6 -17,4 -18,4 - 19 
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4. Суммируем токи (ординаты) характеристик I\(Uab), I2(Uab), 
h{Uab), Для чего произвольно задаемся значением и„ь, по характе
ристикам I\(Uab), h{Uab), h(Uab) находим соответствующие значения 
токов I], I2, h и получаем характеристику ( / j +12 + ^ з ) = f^ab) 
(рисунок 7.54). 

5. Сумма токов ветвей в рассматриваемой цепи равна нулю, по

этому точка пересечения характеристики ( / j +I2 + х з ) = fi^ab) 

с осью абсцисс определяет искомое значение напряжения иаь-

Uab = 0,7 в. 

6. По характеристикам Ix{Uab), I2(Uab), I3(Uab) определяем ис
комые токи при найденном значении Uab = 0,7 В (рисунок 7.54): 

h = - 0,70 А, 12 = 0,45 А, 1Ъ = 0,25 А. 

2.0пределить токи в нелинейной цепи постоянного тока (рису
нок 7.55) методом итераций, если £7 = 8 В. 

ВАХ нелинейных сопротивлений представлены на рисунке 7.56. 

R1 

I V2 

и и2 R2 

Рисунок 7.55 

R3 

1Л 
1 2 • 

O S • 

I 

) 

12 16 U, В 

Рисунок 7.56 
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Решение 
1. На основании закона Ома записываем расчетную формулу 

U 
7 1 ( 5 + 1 ) 

Rxs[hs)+lMMby 
R 2 s { h s ) + R i s { h s ) 

где S— порядковый номер приближения. 
Расчет по формуле проводим при помощи вольт-амперных ха

рактеристик (рисунок 7.56). Напряжение, необходимое для нахож

дения токов I2S и 7 3 S по ВАХ, определяем на основании второго за

кона Кирхгофа, как U2$ = U — Uls . Результаты расчета све

дем в таблице 7.12. 
Таблица 7.12 

5 lis 
А 

Urn-
В из 
ВАХ 

u2S = u-ul 

в 

hs ' 
А 
из 
ВАХ 

А 
из 
ВАХ 

R -U™ 
7 IS 

Ом 

K2S -— 
'IS 

Ом 

R -U™ 

Ом 

0 О Д 0 , 6 7 , 4 0 , 8 0 , 4 4 3 9 , 2 5 1 6 , 8 2 0 , 8 9 
1 0 , 8 9 3 , 3 4 ,7 0 , 6 2 0 , 2 4 3 , 7 7 , 5 8 1 9 , 5 8 0 , 8 7 3 
2 0 , 8 7 3 з д 4 ,8 0 , 6 3 0 , 2 5 3 , 6 6 6 7 , 6 1 9 1 9 , 2 0 , 8 7 7 

Из таблицы 7.12 видно, что итерационный процесс практиче
ски заканчивается после второго приближения и токи можно при
нять равными 1Х = 0,873 А, 12 = 0,63 А, / 3 = 0,25 А. 

Задачи для самостоятельного решения 

1-й уровень 
1. Построить вольт-амперную характеристику I = f{Uab) уча

стка цепи (рисунки 7.57.. .7.63). 

111 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Значения сопротивлений линейных резисторов и ЭДС заданы в 
таблице 7.13. Вольт-амперные характеристики нелинейных рези
сторов Ri и R2 представлены на рисунке 7.64. 

Uab ^ Uab ^ Uab 

Рисунок 7.57 Рисунок 7.58 Рисунок 7.59 

а * 
Uab ^ Uab 

Рисунок 7.60 Рисунок 7.61 

Рисунок 7.62 Рисунок 7.63 

Таблица 7.13 

Вариант 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
Рис. 

7.57 7.58 7.59 7.60 7.61 7.62 7.63 7.57 7.58 7.59 7.60 7.61 7.62 7.63 7.59 

£,В 5 10 15 20 25 10 15 20 25 5 10 15 20 10 10 
R, Ом 30 40 60 50 60 100 70 
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1. Определить токи 7 Ь 7 2, I в электрической цепи (рисунок 
7.65) итерационным методом. ВАХ нелинейных резисторов пред
ставлены на рисунке 7.66, активное сопротивление R = 100 Ом, 
напряжение U= 60 В. 

Ответ: 7= 1,55 А, 1Х = 0,3 А, 7 2 = 1,25 А. 

0 20 40 S0 и,Ъ 
Рисунок 7.65 Рисунок 7.66 
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3-й уровень 

Нелинейный элемент, имеющий нелинейную характеристику, 
заданную таблицей 7.14, требуется заменить эквивалентным сопро
тивлением с добавочной ЭДС на участке характеристики, соответ
ствующей изменению напряжения от 400 В до 500 В. 

Таблица 7.14 

и, В 0 100 200 300 400 500 
I, мА 0 0,04 0,08 0,14 0,35 1,2 

Ответ: 80хЮ 3 Ом, 375 В. 

Практическое занятие 3 
Расчет магнитных цепей постоянного тока 

Задача занятия: изучить основные понятия и законы магнит
ных цепей. Приобрести навыки расчета магнитных цепей постоян
ного тока. 

План занятия: 

1. Провести входной контроль по основным понятиям и зако
нам магнитных цепей и порядку их расчета. 

2. Решение задач под руководством преподавателя. 
3. Самостоятельная работа студентов по индивидуальным за

даниям. 
4. Подведение итогов. 

114 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Контрольные вопросы для подготовки 
к практическому занятию 2 

1. Как связаны между собой магнитная индукция В и напря
женность магнитного поля Н? 

2. Как связаны между собой магнитный поток Ф и магнитная 
индукция В1 

3. Что понимают под кривой намагничивания? 
4. Что называют МДС и как определяют ее направление? 
5. Что такое магнитное напряжение? 
6. Законы Кирхгофа для магнитной цепи. 
7. Как изменится магнитный поток при появлении воздушного 

зазора в сердечнике, если МДС осталась прежней? 
8. Что собой представляет вебер-амперная характеристика и 

как её строят? 
9. Какой порядок расчета неразветвленной магнитной цепи? 
10. Изложите порядок расчета разветвленных магнитных цепей 

постоянного тока по методу двух узлов. 
11. Как определяют напряженность магнитного поля в воздуш

ном зазоре? 

Примеры практического применения 
теоретического материала 

1. Сколько витков надо намотать на сердечник (рисунок 7.67) 
для получения магнитного потока Ф = 47 х 10"4 Вб при токе об
мотки 25 А? 

/ i = 56 см, S] = 36 см 2, / 2 = 17 см, 5*2= 36 см 2, / в = 0,5 см, 5 В = 36 см 2. 

Верхняя часть сердечника выполнена из электротехнической 
стали 3411, нижняя — из литой стали. Кривые намагничивания 
сталей приведены в приложении 1, помещенные в конце материа
лов к практическим занятиям. 
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Г " 

1 
L / J | \ 

Рисунок 7.67 

Решение 
1. Определяем магнитную индукцию на участках цепи. Так как 

сечения участков равны между собой, то 

В \ = В 2 = В в 
Ф 4 7 x 1 0 

,-4 

S 3 6 x 1 0 
,-4 

= 1 , 3 Тл. 

2. Определяем напряженности на участках цепи по кривым на
магничивания (приложение 1). 

Я , = 200 А/м; # 2 = 2000 А/м. 

Напряженность поля в воздушном зазоре 

# „ = 0 , 8 х 1 0 6 х В й = 0 , 8 х 1 0 б х 1 , 3 = 1 , 0 4 х 1 0 б А/м. 

3. Определяем магнитодвижущую силу Iw по второму закону 
Кирхгофа: 
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Iw = Я / , + Я 2 / 2 + 2Я в / в = 200 х 0,56 + 2000 х 0,17 + 2 х 1,04 х 106 х 0,005 = 

4. Число витков 
=10852 А. 

w _Iw_ 10852 = 4 Ц 

/ 25 

2. Определить магнитный поток Ф в сердечнике из стали 1512 
(рисунок 7.68), если /„ = 2 мм, /= 0,598 м, S = 25 см 2, /и> = 2000А. 

Кривая намагничивания стали дана в приложении 1. 

Г " 

L . 

/ 

Рисунок 7.68 
Решение 
1. Задаемся произвольно значением магнитной индукции В 

0,2 Тл и определяем: 

Ф = 5 5 = 0 , 2 х 2 5 х Ю " 4 = 5 х Ю^Вб. 

2. По кривой намагничивания определяем соответствующее 
значение напряженности Я = 30 А/м. Напряженность магнитного 
поля в воздушном зазоре 

Я в = 0 , 8 х Ю 6 х Д , = 0,8х Ю 6 х 0,2= l,6f< 10 5 А/м. 
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Определяем МДС: 

Iw = Hl + HJn 

7w = 30 х 0,593 + 1,6 х Ю 5 х 2 х 10"3= 337,94 A. 

Так как рассчитанная МДС значительно меньше заданной, то 
задаемся новыми значениями магнитной индукции, проводим рас
четы аналогичные вышеприведенному. Результаты расчетов сво
дим в таблицу 7.15. 

Таблица 7.15 

В,Тл 0,2 0,4 0,6 0,8 0,9 1 1,1 1,2 
Ф10" 4 , Вб 5 10 15 20 22,5 25 27,5 30 
М А 338 700 1061,7 1441,5 1649 1869 2089 2398 
Н, АУм 30 100 170 270 350 450 550 800 
# „ Т 0 \ А/м 1,6 3,2 4,8 6.4 7,2 8 8.8 9,6 

По результатам расчета строим вебер-амперную характеристи
ку: 

Ф =/(Iw) (рисунок 7.69). 

Ф-10,4 

Вб 

Рисунок 7.69 
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По характеристике и заданному значению намагничивающей 
силы Iw = 2000 А определяют значение магнитного потока 
Ф = 26,5 хЮ"4 Вб. 

3. Определить магнитные потоки в ветвях магнитной цепи (ри
сунок 7.70), материал магнитопровода - сталь 1512. 

/] = 20 см, Si = 4 см 2, W] = 80 витков, h = 1 А, / 2 = 12 см, S2 = 6 см 2, 

vv2 = 150 витков, 12 = 2 А, / 3 = 40 см, 5 3 = 36 см 2 , / в = 0,5 см. 

~h7 
Рисунок 7.70 

Решение 

1. Указываем направления магнитодвижущих сил Ixwx и 

7 2 w 2 , используя правило правоходного винта или обхвата катушки 

правой рукой. 
2. Задаемся положительным направлением магнитного напря

жения между двумя узлами и положительным направлением маг
нитных потоков (рисунок 7.70). 
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3. Выражаем Uuab через падения магнитных напряжений и 
МДС каждой ветви, используя второй закон Кирхгофа для магнит
ных цепей: 

Я,/, - ШаЬ = 7,w,; Я 2 / 2 + Я в / В - ШаЬ = 0; 

Я 3 / 3 - Uuab - -12Щ' 

откуда следует, что для левой ветви 

Uuab = Hxlx- IXWX, (7.80) 

для средней ветви 

Uuab = Н212 + HJB, (7.81) 

для правой ветви 

ШаЬ = Я 3 / 3 + I2W2 . (7.82) 

4. На основании выражений (7.80), (7.81) , (7.82) строим вебер-

амперные характеристики ветвей Ф] = f(UMab), Ф 2 = fiJJuab), 

ф 3 = у(1/маЬ), для чего выполняем следующие расчеты. 

Произвольно задаёмся значениями магнитной индукции В. Оп
ределяем магнитные потоки в ветвях: 

Ф, = BSX, Ф 2 = BS2, Ф 3 = BSr (7.83) 

По кривой намагничивания (приложение 1) определяем напря
женность магнитного поля в магнитопроводе Д а в воздушном за
зоре согласно формуле 

# в = 0 , 8 х 1 0 6 х Я . (7.84) 
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Падения магнитных напряжений в ветвях цепи определяем по 
формулам: 

UHl = #,/,, UM2 = Н212 + Я в / в , Um3 = Я 3 / 3 . (7.85) 

Согласно выражениям (7.80), (7.81), (7.82) определяем ЦмаЬ 
для принятых значений магнитной индукции. Расчеты выполняем как 
для положительных, так и для отрицательных значений магнитной 
индукции В. Результаты расчетов сводим в таблицу 7.74. 

По результатам расчетов строим в одной системе координат ха

рактеристики Oj (1/маЬ), Ф 2 (Uuab), Ф 3 (Umab) (рисунок 7.74). 

5. По первому закону Кирхгофа для нашей цепи Ф] + Ф 2 +Ф 3 = 0. 

Строим кривую (Ф]+ Ф 2 + Ф 3 ) = f(UMab), для чего суммируем 

ординаты характеристик Ф,(1/маЬ), Ф2(£/мя/3), Ф3(1/маЬ) 
(рисунок 7.71). 1 

Для более точного построения составляем таблицу 7.17. 

Таблица 7.17 

Uuab, а 1 0 0 5 0 0 - 5 0 

Ф , х 1 0 ^ ВБ 4 , 8 4 , 3 4 2 , 2 

Ф 2 х 1 0 ^ ВБ 1 , 3 0 , 6 0 - 0 , 7 

Ф 3 х 1 ( Г * В Б - 4 , 1 - 4 , 4 - 4 , 6 - 4 , 7 

( ф , + ф 2 + Ф 3 ) - Ю ^ В Б 2 0 , 5 - 0 , 6 - 3 , 2 

6. Характеристика (Ф,+ Ф 2+Ф 3 ) = /{ЦмаЬ) пересекает ось абс

цисс в точке «о», которая определяет то значение напряжения L/маЬ , 
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при котором выполняется первый закон Кирхгофа: ЦмаЬ = 25 А. 

7. По найденному значению UMClb определяют магнитные по

токи в ветвях по характеристикам Ф\(имаЬ), Ф2(£/ма6), 

Ф3(имаЬ): 

Ф, = 4,2 х Ю - 4 Вб, 

Ф 2 = 0,ЗхЮ"4 Вб, 

Ф 3 = -4,5 х10"4 Вб. 

Знак «минус» при Ф 3 говорит о том, что истинное направление 
магнитного потока Ф 3 противоположно принятому. 

Ф * Ю , 4 

В 5 
L с; - Ф ] ( Л А») *), 
- А -Ч у 1 

1 
1 

- О - 1 
+ Ф , + Ч ») 

- 1 -

1 
р 
1 

1 1 
1 ИЯБ, 

-2 30 -1 у 1 
/ | 
г 1 

1 1С )0 2С О )0 4( Ю А 

1 1 

и Л ) 
' -о 

А -

1 
1 
1 

- 4 

. ^ -
Р » Х ~ 

- 3 

. с --о 

Рисунок 7.71 
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Задачи для самостоятельного решения 

1-й уровень 

1. В сердечнике из литой стали (рисунок 7.72) необходимо соз
дать магнитную индукцию В = 1 Тл, число витков равномерно на
мотанной на сердечник обмотки w - 200, длина средней линии сер
дечника / с р = 69 см, сечение S = 6 см 2 . Как следует изменить ток I, 
протекающий по обмотке, если в сердечнике сделать воздушный 
зазор / в = 0,5 мм? 

Ответ: ток нужно увеличить на 2 А. 

Рисунок 7.72 

2-й уровень 
1. Построить зависимость магнитного потока от магнитного 

напряжения ЦмаЬ (вебер-амперную характеристику) участка 
магнитной цепи (рисунок 7.73), если заданы длина магнитного 
участка /, длина воздушного зазора / в, сечение участка магнитопрово
да S, МДС, направление магнитного потока Ф, направление тока в об
мотке (таблица 7.18). Кривая намагничивания задана таблицей 7.18. 
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т п 

Рисунок 7.73 

Таблица 7.18 

В,Тл 0 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 

0 100 170 260 410 900 
А/м 

0 260 900 

Таблица 7.19 

Вари /в, S, МДС, Направление Ток 
ант см см см 2 А потока, 

Ф 
втекает 
в зажим 

1 20 0,2 5 200 от «а» к «/?» п 
2 10 0,1 4 80 от «а» к «Ь» т 
3 15 0,2 6 150 от «Ь» к «а» п 
4 25 0,3 7 200 от «а» к «6» т 
5 30 0 5 20 от «а» к «6» п 
6 40 0,4 10 250 от «а» к «fo> т 
7 35 0 8 50 от «Ь» к «а» п 
8 80 0,5 10 150 от «Ь» к «а» т 
9 60 0,2 15 180 от «а» к «Ь» п 
10 70 0,4 12 160 от «Ь» к «а» т 
11 50 0,2 8 120 от «в» к «а» т 
12 100 0 20 100 от «а» к «Ь» п 
13 70 од 10 80 от «а» к «Ь» т 
14 80 0,4 15 100 от «а» к «Ь» п 
15 100 0,5 20 220 от «Ь» к «а» т 
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3-й уровень 
Катушка с кольцевым сердечником, содержащим воздушный 

зазор /„ = 0,01 см, подключена к сети постоянного тока с напряже
нием U= 12 В. Обмотка катушки имеет сопротивление R = 12 Ом 
и число витков w = 1000. Сердечник выполнен из стали 1512 и име
ет внешний диаметр D = 22 см, внутренний диаметр d = 18 см, тол
щину пакета Ъ=\ см. 

Определить магнитный поток и индуктивность катушки. 
Ответ: Ф = 2,62 х Ю"4 Вб; L = 262 мГн. 

Практическое занятие 4 
Расчет нелинейных электрических цепей переменного тока 

Задача занятия: изучить методы расчета нелинейных электри
ческих цепей переменного тока, особенности расчета индуктивных 
катушек с ферромагнитным сердечником. 

План занятия: 
1. Повторить основные теоретические положения по теме за

нятия. 
2. Решение задач под руководством преподавателя. 
3. Предварительный контроль знаний. 

Контрольные вопросы для подготовки 
к практическому занятию 4 

1. Какие нелинейные элементы создают сопротивление в цепи 
переменного тока? 

2. Какие методы расчета используют для нелинейных электри
ческих цепей переменного тока? 

3. Что означают вольт-амперная, вебер-амперная, кулон-
вольтная характеристики? 

125 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



4. Нарисуйте вольт-амперную характеристику идеального диода. 
5. Нарисуйте вебер-амперную характеристику нелинейной ин

дуктивности. 
6. Почему сердечники катушек выполняют из ферромагнитного 

материала? 
7. Почему зависимость / = / (U) для катушки с ферромагнит

ным сердечником нелинейна? 
8. Чем вызваны потери энергии в сердечниках катушек? 
9. Как достигают уменьшения потерь в стали? 
10. ̂ Запишите связь между ЭДС наводимой в обмотке катушки 

и переменным магнитным потоком в сердечнике. 
11. Что значит основной магнитный поток и поток рассеяния? 
12. Запишите уравнение катушки в комплексной форме, пояс

ните значение каждого из слагаемых этого уравнения. 
13. Нарисуйте последовательно-параллельную схему замеще

ния катушки с ферромагнитным сердечником, поясните назначение 
каждого из элементов этой схемы. 

14. Какие упрощения допускаются при расчете катушек с фер
ромагнитным сердечником и почему? 

Примеры практического применения 
теоретического материала 

1. Аккумуляторная батарея, ЭДС которой Е = 12 В и внутрен

нее сопротивление R = 6 Ом, подключена через идеальный диод к 

источнику синусоидального напряжения с амплитудой 24 В (рису

нок 7.74, а) и частотой f = 50 Гц. Характеристика диода дана на 

рисунке 7.74, б. 
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~и 

"д 

а) б) 
Рисунок 7.74 

Определить максимальное Z m a x и среднее / с р значения тока и 

максимальное обратное напряжение на диоде М д т а х . Построить 

графики / = f{t) и ил = f(t). 

Решение 

Напряжение, приложенное к цепи, и = 24s in со t В. 

Составляем уравнение по второму закону Кирхгофа: 

и „ +iR-u = -Е. (7.86) 

Судя по вольт-амперной характеристике идеального диода (ри
сунок 7.74, б), когда диод открыт и проводит ток, напряжение на 
диоде ид = 0 и из уравнения (7.86) ток 

г = = = 4 s i n G ) f - 2 A . (7.87) 
R 6 

Из уравнения (7.87) следует, что / т а х = 2 А при sinco? = 1. 

Когда диод закрыт, то Z = 0 и из уравнения (7.86) 

и д = и-Е = 2 4 s i n ш /; — 1 2 В . (7.88) 
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Из уравнения (7.88) следует, что максимальное обратное на

пряжение на диоде Ыдтах = —36 В при sinCO? = - 1 . 

Для определения среднего значения тока через диод / и по

строения графиков /' = / ( / ) и ил — f (t) необходимо определить 

моменты времени открытия и закрытия диода. 

Открытию диода соответствует момент времени t — t^, когда на

пряжение на диоде UR станет равным нулю. Тогда по уравнению (7.88) 

24sinш*! - 1 2 = 0. 

Следовательно, со tx = arcsin0,5 = 30° = 0,523 рад. 

Момент открытия диода 

0523 = 0523 = 0.523 = 

1 со 2nf 2 x 3 , 1 4 x 5 0 

Момент времени закрытия диода t — t2 также соответствует зна

чению ид = 0 , но уже во второй четверти изменения синусоидально-

го напряжения, т.е. Ш2 = 1 5 0 ° = 2 , 6 1 рад, a t2=—— = 8,33х10" 3 с -
со 

Графики и = f(t), i = f (t) , ид= f(t) показаны на рисунке 

7.75. На этих графиках период Т = 1/ ' / = 1/50 = 0,02 с. Пункти

ром показаны составляющие тока i по уравнению (7.87) и напря

жения на диоде ид по уравнению (7.88). 
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и,В 

Рисунок 7.75 

Среднее значение тока за период Т, которое измеряется 
приборами магнитоэлектрической системы, определим по формуле 

Л„=— [idt=— f(4sinraf-2W/ = —(-cosco/) 2 
—t 
Т 

= 0,434 А. 

2. Электрическая цепь (рисунок 7.76, а) питается от источника 
синусоидального напряжения. Вольт-амперная характеристика 
(ВАХ) нелинейных конденсаторов по первой гармонике представ
лена на рисунке 7.76, б. Значения сопротивлений по первой гармо
нике XL = 60 Ом, Rx = 40 Ом, R2 = 30 Ом. 

Определить значение напряжения UаЬ при токе 13 = 1,2 А. 

Построить векторную диаграмму токов и напряжений. 
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xL 

CI 

h V.\ Rl hi, ь 
-Uab 

C2 

£&2 #С2 

a) 

0,4 0,8 1,2 / , A 

6) 

Рисунок 7.76 

Решение 

Для определения напряжения Uab составим уравнение по вто

рому закону Кирхгофа в комплексной форме: 

Uab=Ucl+Um+I3R2+UC2. 

Как видим, в этом уравнении неизвестны комплексные зна

чения U, URi, UС2 . Для их определения по заданному значе

нию тока / 3 = 1,2 А находим по ВАХ напряжение на нелинейной 

емкости UС2 — 80 В. Примем в комплексной форме 1Ъ — 1,2 А, 

тогда UС2 = — j 80 В, так как напряжение на конденсаторе от

стает от тока на 90°. 
Напряжение на участке с параллельным соединением ветвей 

U2 =i3R2+ UC2 = 36-j 80 В; 

д = ^ = 3 6 - у 8 0 = _ 1 6 _ . а 7 2 А _ 
J50 
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По первому закону Кирхгофа 

1Х=12+13 = 1,2 -1,6 - у 0,72 = -0,4 - у 0,72 А. 

Определяем действующее значение тока 

1Х = л] 0 А2 +0,72 2 = 0,82 А. 

Начальная фаза этого тока ^ _ WCI„Z®I!2L = 61° -180° = -119° • 
1 - 0 , 4 

Судя по комплексной записи тока 7j, вектор этого тока лежит в 

третьей четверти, поэтому при нахождении вычитается 180°. 

При токе 1Х = 0,82 А определяем по ВАХ напряжение на нели

нейном конденсаторе UCI = 30 В. 
Для комплексной записи этого напряжения учтем, что напря

жение на конденсаторе отстает от тока по фазе на 90°, т.е. началь
ная фаза напряжения 

ц и а = ш ; 1 - 90° = -119° - 90° = -209° =151°. 

Комплексная запись напряжения 

Ua = 30еу151° = 30(cos 151° + у sin 151°) = -26,28 + /14,54 В. 

Находим напряжение на входе цепи 

Uab = Ucl + Щ +U2 = -26,28 + у 14,54 + ( - 0,4 - у0,72) х 40 + 36 - у80 = 

= - 6 , 2 8 - у 94,26 В. 

Действующее значение напряжения Uab по первой гармонике 
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Uab = д/б,282 + 94,262 = 94,5 В. 

Строим векторную диаграмму (рисунок 7.77). Выбираем мас

штабы для тока = 0,4 А/см и для напряжения ти — 20 В/см. 

Рисунок 7.77 
Векторная диаграмма может быть основой для графического 

решения задачи, а также для проверки выполнения комплексных 
расчетов. На векторной диаграмме проверяется исполнение законов 
Кирхгофа и взаимное расположение векторов токов и напряжений 
на участках цепи. На резистивном элементе ток и напряжение 
должны совпадать по фазе, на индуктивном элементе ток отстает 
от приложенного напряжения на 90°, на емкостном элементе опе
режает напряжение на 90°. 

3. Для определения параметров элементов схемы замещения 
катушки с ферромагнитным сердечником собрана цепь по схеме, 
изображенной на рисунке 7.78. 
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PA 

PV2 

Рисунок 7.78 

Число витков катушки и> (= 500, напряжение Ux = 220 В, час

тота f = 50 Гц, ток катушки 7 = 10 А; активная мощность Р = 

1500 Вт. Сопротивление обмотки из медного провода постоянному 
току R = 10 Ом. Для определения величины основного магнитного 
потока Ф 0 в сердечнике на него намотана вспомогательная обмотка 
с числом витков w2 = 50. Вольтметр PV2 показал U2 =11 В. 

Составить схему замещения катушки и построить векторную 
диаграмму. 

Решение 

Схема замещения катушки представлена на рисунке 7.79, а. 

а) б) 

Рисунок 7.79 
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g0 — активная проводимость, обусловленная потерями в стали; 
bo — нелинейная индуктивная проводимость, обусловленная 

основным магнитным потоком Ф 0 . 

Ls — индуктивность рассеяния. 

Для определения параметров схемы замещения вычислим ампли
туду основного магнитного потока, замыкающегося по сердечнику. 

Напряжение на вспомогательной обмотке равно наведенной в 
ней ЭДС: 

U2=4,44fw2<!>mo. 

Ф т о = — ^ — = = 9 , 9 х 1 ( Г 4 В б . 
т о 4,44/ w2 4,44x50x50 

Тогда напряжение U0, равное ЭДС самоиндукции, наведенной 

в первой катушке основным магнитным потоком Ф 0 , 

(У0 = 4 , 4 4 / г у , Ф т 0 = 4,44 х 50x500x9,9x10^ = 110 В. 

Потери в стали 

Р с т =P-I2R = 1500-1000 = 500 Вт. 

РСТ —U0IU, откуда активная составляющая тока катушки 

/ а = ^ = 500 = 4,54 А. 
а и0 П О 

Активная проводимость Л_ = 4,54 = ^ 2 = ^ 2 

0 и0 ПО 
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Реактивная составляющая тока / = ф1 - /а

2 = > /ю 2 -4 ,54 2 =8,91 А. 

Реактивная проводимость ^ _ Jv_ _ _ g ^ х jQ-2 qm 

0 Uu 110 ' 

Для определения индуктивного сопротивления рассеяния Xs 

проводим расчет комплексного сопротивления цепи по схеме за
мещения (рисунок 7.79, а). 

Комплексная проводимость участка с параллельным соедине
нием ветвей х 

Y0=g0~ А = 4,13 х Ю-2 - у 8,1 х 1(Г2 См. 

Комплексное сопротивление этого участка 

Z 0 = — = ^ г = 5 + j%9 Ом. 

7 0 4 , 1 3 х 1 0 " 2 - ; 8 , 1 х 1 0 " 2 

Комплексное сопротивление всей цепи 

Z = R + j(oLs+Z0=l5 + j(9,9 + X s ) . 

Полное сопротивление цепи по закону Ома 

Z = — = 22 Ом. 
I 

Таким образом, 22 = ^ \ 5 2 + (9,9 + Xs)2 , откуда Xs = 6,2 Ом. 

Векторная диаграмма для схемы замещения приведена на ри
сунке 6.2, б. 
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Задачи для самостоятельного решения 

1-й уровень 
1. Нелинейный конденсатор, его вольт-амперная характеристи

ка по первой гармонике представлена на рисунке 7.76, б, соединен 
последовательно с линейным резистором с сопротивлением 
R = 20 Ом и подключен к источнику синусоидального напряжения 
£/ = 50В. 

Определить ток цепи, падения напряжений на резисторе и кон
денсаторе. 

2-й уровень 
1. В схеме цепи (рисунок 7.80) последовательно включены ис

точник синусоидальной ЭДС e(t) = 150 sin со t В, источник посто
янной ЭДС Е0 = 50 В, идеальный полупроводниковый диод (харак
теристика диода дана на рисунк 7.80) и резистор с сопротивлением 
R = 1 кОм. 

Определить максимальное значение тока через диод и какое 
время в течение периода диод остается открытым, если 
со = 314 рад/с. 

Г и д 

а) б) 
Рисунок 7.80 

Ответ: imax= 0,2 А, время открытия диода tx = - 0 , 1 0 4 x 1 0 - 2 с, 

время закрытия t2 — 1,1x10-2 с, диод остается открытым в течение 

f = 1,204х10" 2 с. 
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3-й уровень 
На сердечнике из стали 1512, площадью поперечного сечения 

5 = 1 6 см 2 и длиной средней магнитной линии / = 44 см, расположе
на обмотка с числом витков w = 480. Масса сердечника 5,5 кг. 

Определить ток 7 в обмотке, его активную 7 а и намагничиваю
щую 7Р составляющие, если напряжение на зажимах обмотки U = 
120 В при частоте f = 50 Гц. Магнитным потоком рассеяния и 

активным сопротивлением обмотки можно пренебречь. 
Указание: воспользуйтесь характеристиками, представленными 

в приложении 1. 
Ответ: 7 - 0 , 1 4 3 А, 7 Р ~ 0,141 А, 1А~ 0,028 А. 

Приложение 1 

Основные кривые намагничивания В(Н) 
различных марок сталей 

6 100 200 300 400 500 600 700 800 900 Н,АЛл 
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1. Литая сталь 
2. Листовая электротехническая сталь 1512 (горячекатаная) 
3. Листовая электротехническая сталь 3411 (холоднокатаная) 

Мощность удельных потерь в электротехнической стали 

О 0,5 1 1,5 Вт, Тл 

Материалы к лабораторным занятиям 

Для подготовки к лабораторным занятиям необходимо изучить 
теоретический материал по теме занятия, используя данный учеб
но-методический комплекс, учебную литературу [1, 3] и методиче
ские указания к лабораторным занятиям по ТОЭ, ч. 3 [14]. 

Лабораторное занятие 1 
Исследование вольт-амперных характеристик 

нелинейных элементов 

Задача занятия: знакомство с вольт-амперными характеристи
ками диода, стабилитрона, динистора и возможностями их практи
ческого использования в электротехнических устройствах. 

Задания для подготовки к занятию 
1. Изучить описание лабораторной установки. 
2. Подготовить протокол отчета к лабораторному занятию на 

основании программы его выполнения. 
3. Ответить на контрольные вопросы. 
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Контрольные вопросы для подготовки к 
лабораторному занятию 1 

1. Что такое нелинейная цепь? 
2. Что такое вольт-амперная характеристика? 
3. Как определяются статическое сопротивление и дифферен

циальное сопротивление? 
4. Что такое нелинейный элемент? 
5. Почему вольтамперная характеристика нелинейного элемен

та выглядит в виде кривой? 
6. Какую вольт-амперную характеристику имеют линейные 

элементы и почему? 
7. Охарактеризуйте нелинейные полупроводниковые элементы: 

диод, стабилитрон, динистор. Опишите использование этих эле
ментов в электротехнических устройствах. 

План занятия: 
1. Проверка готовности студентов к выполнению занятия. 
2. Сборка электрической цепи и выполнение программы работы. 
3. Оформление отчета по лабораторной работе, выводы. 
4. Защита лабораторной работы. 

Описание лабораторной установки 

Снятие вольт-амперных характеристик нелинейных элементов про
водится с помощью цепи, схема которой изображена на рисунке 7.89. 
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-220 В 

90 

Рисунок 7.89 — Схема электрической цепи для снятия 
вольт-амперных характеристик 

VDl — диод; VD2 — стабилитрон; VD3 — динистор; 
PV— вольтметр 1,5; 15; 90 В; РА — амперметр 100 мА 

Для исследования кривых напряжений в цепи с полупроводни
ковыми элементами с источником синусоидального напряжения 
используют цепь, схема которой приведена на рисунке 7.90. 

-220 В 
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Рисунок 7.90 — Схема электрической цепи для исследования 
кривых напряжения в цепи с полупроводниковыми элементами 
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Программа и методика выполнения работы 

Исследование вольт-амперных характеристик 
нелинейных элементов 

1. Собрать цепь по схеме рисунка 7.89. Снять вольт-амперную 
характеристику диода, изменяя ток от 0 до 100 мА в прямом направ
лении. Поменять полярность напряжения цепи и снять вольт-
амперную характеристику диода в обратном направлении, изменяя 
напряжение от 0 до 15 В. Данные измерений занести в таблицу 7.21. 

Таблица 7.21 — Вольт-амперные характеристики 

Наименование 
полупроводни
кового прибора 

В прямом направлении В обратном направлении Наименование 
полупроводни
кового прибора 

Измерено Вычислено Измерено Вычислено 
Наименование 
полупроводни
кового прибора и / и 

Наименование 
полупроводни
кового прибора 

В мА Ом В мА Ом 

2. В цепь рисунка 7.89 вместо диода подключить стабилитрон VD2. 
Снять вольт-амперную характеристику стабилитрона, изменяя ток от 0 
до 100 мА в прямом и обратном направлениях (10 измерений). 

3. В цепь рисунка 7.89 вместо диода подключить динистор VD3 
и в трансформаторе TV2 вместо клемм 0,15 использовать клеммы 
0,90. Снять вольт-амперную характеристику динистора, изменяя 
напряжение от 0 до 75 В в прямом и обратном направлениях. При 
снятии характеристики в прямом направлении при постепенном 
увеличении напряжения будет наблюдаться скачок тока (пробой 
динистора) - переход на новую характеристику, поэтому данные 
приборов необходимо записывать как при увеличении напряжения 
от 0 до 75 В, так и при дальнейшем снижении его от 75 до 0 В. 

Характеристика при обратном направлении напряжения снима
ется обычным путем. 
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4. По данным пунктов 1, 2, 3 построить вольт-амперные ха

рактеристики диода, стабилитрона и динистора и рассчитать RCT . 

Исследование нелинейной цепи с источником 
синусоидального напряжения 

1. Собрать цепь по схеме рисунка 7.90. 
2. Включить осциллограф под напряжение и на вход осцилло

графа (клеммы "вход", "земля" по оси У) подключить сначала на
пряжение на входе цепи и ь затем напряжение на приемнике и 2 для 
цепи с диодом, при этом трехпозиционный переключатель SA дол
жен быть в положении 1. 

Зарисовать с экрана осциллографа кривые напряжения. 
3. Аналогично пункту 2 зарисовать с экрана осциллографа 

кривые напряжения на входе цепи щ и на приемнике и2 для 
цепей со стабилитроном и с динистором (трехпозиционный пере
ключатель в положении 2 и в положении 3). 

Лабораторное занятие 2 
Исследование нелинейных цепей постоянного тока 

Задача занятия: экспериментально и графически определить 
вольт-амперные характеристики нелинейной цепи с последователь
ным, параллельным и смешанным соединениями нелинейных эле
ментов. 

Задание для подготовки к занятию 2 

1. Изучить графический метод построения вольт-амперных 
характеристик нелинейной цепи с последовательным, параллель
ным и смешанным соединениями нелинейных элементов. 

2. Изучить описание лабораторной установки. 
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3. Подготовить протокол отчета к лабораторному занятию на 
основании программы его выполнения. 

4. Ответить на контрольные вопросы. 

Контрольные вопросы для подготовки 
к лабораторному занятию 2 

1. Какая цепь называется нелинейной? 
2. Как строится вольт-амперная характеристика линейного ре

зистора? 
3. Как графическим способом строят результирующие вольт-

амперные характеристики последовательно и параллельно соеди
ненных нелинейных элементов? 

4. Как графически определить все токи при смешанном соеди
нении нелинейных элементов, если напряжение на входе цепи из
вестно? 

5. Как графически определить напряжение на одном из двух по
следовательно соединенных нелинейных элементов, если напря
жение на входе цепи известно? 

6. На основании каких законов выполняется графический рас
чет нелинейных электрических цепей? 

План занятия: 

1. Проверка готовности студентов к выполнению занятия. 
2. Сборка электрической цепи и выполнение программы работы. 
3. Оформление отчета по лабораторной работе. 
4. Защита лабораторной работы. 

Описание лабораторной установки 

В данной работе используются три элемента цепи: 1, 2 - нели
нейные резистивные элементы и 3 - резистор R с линейной ВАХ. 
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Схема электрической цепи для снятия вольт-амперных характе
ристик элементов, а также для снятия вольт-амперных характери
стик цепей, составленных из этих элементов, представлена на ри
сунке 7.91. 

- 2 2 0 

Рисунок 7.91 — Электрическая схема для исследования 
нелинейных цепей: 

РА - амперметр 100 мА, PV - вольтметр 30 В 

Программа и методика выполнения работы 

1. Собрать цепь по схеме рисунка 7.91. 
2. Снять вольт-амперные характеристики первого и второго не

линейного элементов и линейного сопротивления R. Показания 
снимать через 10 мА от 0 до 100 мА. Данные измерений занести в 
таблицу 7.22. 

Таблица 7.22 — Вольт-амперные характеристики 
элементов цепи 

Нелинейный 
Элемент № 1 

Нелинейный 
элемент № 2 

R 

и, В I, мА и, В I, мА и, В I, мА 
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2. Снять результирующую вольт-амперную характеристику 
цепи, содержащей нелинейные элементы 1 и 2, соединенные после
довательно. Измерения производить с интервалом по току 10 мА. 

Данные измерений занести в таблицу 7.23. 
4. Снять результирующую вольт-амперную характеристику 

цепи, содержащей нелинейные элементы 1 и 2, соединенные парал
лельно. Измерения производить с интервалом по току 10 мА. 

Данные измерений занести в таблицу 7.23. 
5. Снять результирующую вольт-амперную характеристику 

цепи при смешанном соединении элементов 1, 2, 3, при этом нели
нейные элементы 1 и 2 должны быть соединены параллельно. Из
мерения производить с интервалом по току 10 мА. 

Данные измерений занести в таблицу 7.23. 

Таблица 7.23 — Вольт-амперные характеристики 
нелинейных цепей 

Последовательное 
соединение 

Параллельное 
соединение 

Смешанное 
соединение 

и, В I, мА и, В I, мА и, В I, мА 

6. Для цепи с последовательным соединением нелинейных 
элементов 1 и 2 построить на одном рисунке вольт-амперные ха
рактеристики этих элементов и результирующие вольт-амперные 
характеристики этой цепи, полученные опытным путем и графиче
ским способом. Рядом нарисовать схему цепи с последовательным 
соединением нелинейных элементов. 

7. Для цепи с параллельным соединением нелинейных элемен
тов 1 и 2 построить на одном рисунке вольт-амперные характери
стики этих элементов и результирующие вольт-амперные характе
ристики этой цепи, полученные опытным путем и графическим 
способом. Рядом нарисовать схему цепи с параллельным соедине-
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нием нелинейных элементов. 
8. Для цепи со смешанным соединением элементов 1, 2, 3 по

строить на одном рисунке вольт-амперные характеристики элемен
тов 1, 2, 3 и результирующие вольт-амперные характеристики этой 
цепи, полученные опытным путем и графическим способом. Реко
мендуется графики выполнять разным цветом. Рядом нарисовать 
схему цепи, указав на ней токи и напряжения. Вольт-амперным ха
рактеристикам цепи дать соответствующие обозначения. 

Лабораторное занятие 3 
Исследование индуктивной катушки 

с ферромагнитным сердечником 

Задача занятия: исследование параметров и характеристик ин
дуктивной катушки с ферромагнитным сердечником. 

Задание для подготовки к занятию 3 

1. Изучить основные сведения о катушке с ферромагнитным 
сердечником, ее свойствах, схемах замещения. 

2. Изучить описание лабораторной установки. 
3. Подготовить протокол отчета к лабораторному занятию на 

основании программы его выполнения. 
4. Ответить на контрольные вопросы. 

Контрольные вопросы для подготовки 
к лабораторному занятию 3 

1. Какую роль выполняет сердечник? 
2. Почему эквивалентное сопротивление катушки зависит от 

величины напряжения или тока? 
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3. Почему увеличение воздушного зазора приводит к умень
шению эквивалентного сопротивления катушки? 

4. Какой материал используется для изготовления сердечника? 
5. Перечислите виды потерь энергии в сердечнике и от каких 

величин они зависят? 
6. Где находит применение катушка с ферромагнитным сердеч

ником? 

План занятия: 
1. Проверка готовности студентов к выполнению задач занятия. 
2. Сборка электрической цепи и выполнение программы работы. 
3. Оформление отчета по лабораторной работе. 
4. Защита лабораторной работы. 

Описание лабораторной установки 

Исследуемая индуктивная катушка представлена в двух экземп
лярах: катушка с замкнутым ферромагнитным сердечником и ка
тушка с разъемным ферромагнитным сердечником. Регулирование 
воздушного зазора разъемного сердечника производится с помо
щью прокладок из гетинакса, устанавливаемых под обоими конца
ми съемной части магнитопровода. Схема цепи для исследования 
катушки с замкнутым и разомкнутым сердечником представлена на 
рисунке 7.92. 
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6/2 
- 2 2 0 В 

а) б) 

Рисунок 7.92 — Схема электрической цепи для исследования 
катушки с ферромагнитным сердечником: 

РА - амперметр 2 A, PW - ваттметр, 
PV - вольтметр 250 В, PV1 - вольтметр 50 В 

Программа и методика выполнения работы 

1. Исследование индуктивной катушки с замкнутым сердечником. 
а) Собрать цепь согласно схеме, изображенной на рисунке 7.92, а. 
Снять вольт-амперную характеристику индуктивной катушки с 

ферромагнитным сердечником. Изменяя напряжение от 0 до 175 В 
через интервалы 25 В, произвести измерения и данные занести в 
таблицу 7.24. 

Таблица 7.24 — Вольтамперная характеристика и параметры 
катушки с замкнутым ферромагнитным сердечником 

Измерено Вычислено 

и I Р В-э Хэ Ьз 
В А Вт Ом Ом Ом Гн 
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б) Определить параметры схемы замещения индуктивной ка
тушки с ферромагнитным сердечником, для чего установить на
пряжение U= 100 В и произвести измерения согласно таблице 7.25. 

Таблица 7.25 — Параметры схемы замещения катушки 
с замкнутым ферромагнитным сердечником 

Измерено Вычислено 

и / Р и0 гэ *э Хэ 
R Xs Ro Хо go bo Фо 

В А Вт В В Ом Ом Ом Ом Ом Ом Ом Ом Ом град 

2. Исследование индуктивной катушки с разомкнутым сер
дечником. 

Отсоединить катушку с замкнутым сердечником и подключить к 
зажимам а и Ъ схемы электрической цепи, изображенной на рисунке 
7.92, а, катушку с разомкнутым сердечником (рисунок 7.92, б). 

Поддерживая напряжение на входе равным 70 В и последова
тельно увеличивая с помощью прокладок величины зазоров от 0 до 
30 мм, произвести измерения и данные занести в таблицу 7.26. 

Таблица 7.26 — Влияние величины воздушного зазора 
в сердечнике на параметры катушки 

Измерено Вычислено 

5 и I Р гэ В-э Хэ Ьэ 
мм В А Вт Ом Ом Ом Гн 

3. По результатам измерений вычислить величины, указанные 
в таблицах 7.24, 7.25, 7.26. 

4. По данным таблицы 7.24 построить на одном рисунке кри
вые U(I), Zll), R3(I), Хэ(1). 
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5. По данным таблицы 7.25 построить в масштабе векторную 
диаграмму индуктивной катушки с ферромагнитным сердечником, 
разложив ток на активную и реактивную составляющие. Рекомен-

6. По данным таблицы 7.26 построить на одном рисунке зави-

Методические указания к обработке результатов эксперимента 

Эквивалентные параметры катушки Z 3, R3 и Х3 определяются 
исходя из предположения, что кривые тока и напряжения заменены 
эквивалентными синусоидами, действующие значения которых из
меряются приборами, указанными в схеме. 

Активное сопротивление обмотки измерено омметром и указа
но на панели — R = 6,0 Ом. ЭДС, наводимая основным потоком, и 
численно равное ей напряжение U0 находятся по напряжению U\: 

Число витков w =150; и>, = 28. 

дуемый масштаб ти = 10 В/см. 

симости / ( 5 ) , Z 3(5), Д э (8), Хэ(8). 

R3-R + R0, Xз - Xs + Х{ 
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Угол ф 0 определяется из выражения: 

P c =l/ 0 /cosq> 0 ; PC=P-PM=P-RI2, 

где Рм — потери энергии в активном сопротивлении обмотки. 

8о=~^ П Т ' = Rq + Xl Rq + xl 

Лабораторное занятие 4 
Исследование феррорезонансных явлений 

в электрических цепях 

Задача занятия: исследование свойств электрической цепи, 
содержащей индуктивную катушку с ферромагнитным сердечни
ком и конденсатор при их последовательном и параллельном со
единениях. 

Задание для подготовки к занятию 4 

1. Ознакомиться с явлением феррорезонанса в электрических 
цепях, условиями его возникновения, особенностями, отличием от 
подобных явлений в линейных электрических цепях. 

2. Изучить описание лабораторной установки. 
3. Подготовить протокол отчета к лабораторному занятию на 

основании программы его выполнения. 
4. Ответить на контрольные вопросы. 
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Контрольные вопросы для подготовки к 
лабораторному занятию 4 

1. В какой цепи возможен феррррезонанс напряжений? 
2. В чем состоит явление феррорезонанса напряжений? 
3. Что называется триггерным или релейным эффектом? 
4. При каком условии в феррорезонансной цепи можно полу

чить характерные скачки тока? 
5. Какое различие между феррорезонансом напряжений и резо

нансом напряжений в линейных цепях? 
6. В какой цепи возможен феррорезонанс токов? 
7. В чем состоит явление феррорезонанса токов? 
8. Какое различие между феррорезонансом токов и резонансом 

токов в линейных цепях? 

9. Почему участок кривой £ / ( / ) , соответствующий феррорезо-

нансу, не касается оси ординат? 

План занятия: 
1. Проверка готовности студентов к выполнению задач занятия. 
2. Сборка электрической цепи и выполнение программы работы. 
3. Оформление отчета по лабораторной работе. 
4. Защита лабораторной работы. 

Описание лабораторной установки 

Для исследования феррорезонанса напряжений используется 
электрическая цепь, схема которой представлена на рисунке 7.93, а 
для исследования феррорезонанса токов — электрическая цепь, 
представленная схемой на рисунке 7.94. 
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Рисунок 7.93 — Схема электрической цепи для исследования 
феррорезонанса напряжений: 

РА - амперметр 2 A; PV\,PV2J>Vb - вольтметры 100, 250, 500 В. 

Программа и методика выполнения работы 

1. Собрать цепь по схеме, представленной на рисунке 7.93. 
2. Отключить резистор R. Постепенно увеличивая напряжение 

от нуля до величины, допускаемой приборами (прямой ход), изме
рить ток I и напряжения U, UL, Uc- Всего 8 измерений, среди них 
должны быть измерения величин непосредственно перед скачком 
тока и после него. 

Постепенно уменьшая напряжение (обратный ход), произвести 
аналогичные измерения. При этом среди них должны быть измере
ния величин непосредственно перед скачкообразным уменьшени
ем тока и после него. 

Данные измерений занести в таблицу 7.26. 
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Таблица 7.26— Вольт-амперные характеристики 
при питании цепи от источника напряжения 

Прямой ход Обратный ход 
/ , А и, В UL,B UC,B I, А и, В UL,B Uc,B 

3. Включить в цепь резистор R. 
Включение сопротивления R в цепь равносильно увеличению 

внутреннего сопротивления источника напряжения и последний 
может условно считаться источником тока, так как сопротивление 
феррорезонансной цепи мало по сравнению с внутренним сопро
тивлением источника. 

Увеличивая ток, произвести измерения тока и напряжений. 
Данные измерений занести в таблицу 7.27. Всего 8 измерений, сре
ди них должны быть измерения, соответствующие уменьшению 
напряжения U при увеличении тока и последующему увеличению 
напряжения U при увеличении тока. 

Таблица 7.27 — Вольта-мперные характеристики 
при питании цепи от источника тока 

1,А и, В UL,B UC,B 

4. По данным таблицы 7.26 построить на одном графике кри
вые £ / ( / ) ; UL(I); Uc(I). 

5. По данным таблицы 7.27 построить на одном графике U(I); 
UL{I);Uc{I). 
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-220 В 

Рисунок 7.94 — Схема электрической цепи для исследования 
феррорезонанса токов: 

PAl , РА2, РАЗ — амперметры 2 A; PV — вольтметр 150 В; 
PW — ваттметр 1 А, 150 В 

Программа и методика выполнения работы 

1. Собрать цепь по схеме, представленной на рисунке 7.94. 
2. Постепенно увеличивая напряжение, произвести измерения 

токов, напряжения и мощности. Общее число измерений 10, при 
этом необходимо зафиксировать значения величин, при которых 
общий ток начнет уменьшаться, достигнет минимума и затем 
вновь начнет увеличиваться. Измерения закончить при достижении 

током катушки значения IL = 2 А. 

Данные измерений занести в таблицу 7.28. 

Таблица 7.28 — Вольт-амперные характеристики цепи 

и, в /с, А Р, Вт 

3. По данным таблицы 7.28 построить на одном рисунке кри

вые £ / ( / ) , Щ1С), U{IL), U = f\lL -Ic\. 
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Материалы к управляемой самостоятельной работе 

1. Дать описание нескольких нелинейных элементов, их вольт-
амперных характеристик, область практического применения. 

2. Роль ферромагнитных материалов в магнитной цепи, магни-
томягкие, магнитно-твердые материалы, магнитодиэлектрики, фер
риты — их свойства, основные характеристики, область применения. 

3. Потери энергии в ферроманитном сердечнике. 
4. Методика расчета магнитных цепей с постоянным магнитом. 
5. Выполнить индивидуальное расчетно-графическое задание 

по теме «Расчет магнитных цепей постоянного тока» по вариантам, 
выдаваемым преподавателем. 

6. Выполнить индивидуальное задание по теме «Расчет нели
нейной электрической цепи переменного тока» по вариантам, вы
даваемым преподавателем. 

Задание по вопросам 1-4 оформить в виде реферата. 
Задание по вопросам 5 и 6 оформить в виде пояснительной записки. 
При выполнении УСРС воспользоваться настоящим УМК, а 

также литературой [1 ,3 , 17]. 
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ОБРАЗЕЦ КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ ПО МОДУЛЮ 7 
Но
мер 
п/п 

Вопрос Уро
вень 

слож
ности 

Что называется статическим и дифференциальным 
сопротивлениями нелинейного элемента? Как их опре
деляют? Для каких нелинейных элементов дифферен
циальное сопротивление имеет отрицательный знак? 
Что собой представляет вебер-амперная характеристика? 
Какая последовательность ее построения? 
Число витков катушек W\ = 200; w2 = 150. Сопротивле

ние проводов обмоток i?j = 6 Ом, R\ = 4 Ом. Прило

жено постоянное напряжение U — 4 В. 

Размеры магнитопровода / с р = 0,5 м; 5 = 2 5 x 1 0 - 4 м 2 . 
Характеристика стали 

В, Тл 
Н, А/м 0 

0 0,4 
75 

0,5 
90 

0,8 
170 

Определить магнитный поток Ф 
280 

1,1 
420 

1,2 
700 

1,3 
1200 

Привести схему замещения индуктивной катушки с 
ферромагнитным сердечником. Дать определение каж
дого элемента, входящего в эту схему. 
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В сердечнике из литой стали (рисунок 1), кривая на
магничивания которой приведена на рисунке 2, маг
нитная индукция 5 = 1 Тл, число витков равномерно 
намотанной на сердечник обмотки W = 200, длина 
средней линии сердечника / с р = 69 см, сечение 5 = 6 
см 2 . Как изменится ток I, протекающий по обмотке, 
если в сердечнике сделать воздушный зазор /„ = 0,5 
мм? 

Рисунок 1 Рисунок 2 
Составить систему уравнений по I и II законам Кирх
гофа для магнитной цепи. Размеры участков магнито
провода, число витков, направления токов в обмотках 
и магнитных потоков в ветвях известны. 

Нелинейный элемент, имеющий нелинейную характе
ристику, заданную таблицей, требуется заменить экви
валентным сопротивлением с добавочной ЭДС на уча
стке характеристики, соответствующей изменению 
напряжения от 30 В до 40 В. 

и, в 0 10 20 30 40 
/, мА 0 0,01 0,04 0,1 0,25 
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По ВАХ для нелинейной индуктивной катушки при 

токе I2 = 1 А напряжение t/ 2 = 100 В. Определить на

пряжение U на входе цепи, если Хс =100 Ом, R =100 

Ом. 

Определить токи Iu I2, h и напряжения U\, U2 при 
смешанном соединении нелинейных резисторов (рису
нок 1) при напряжении источника питания U = 50 В . 
Вольтамперные характеристики нелинейных резисто
ров I2(U2), h(U2) заданы (рисунок 2). Резистор 
R{ = 1 0 О м . 

R1 

и, 1 
V / , 

R2 

з 
2 

R3 1 

h h 

10 30 30 40 50 70 V 

Рисунок 1 Рисунок 2 
10 В схеме последовательно соединены резистор R, ка

тушка с ферромагнитным сердечником L и линейный 
конденсатор С. По заданным вольтамперным характе
ристикам построить результирующую ВАХ ферроре-
зонансной цепи и определить напряжение и ток в цепи 
при феррорезонансе. 

159 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



160 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



МОДУЛЬ8 
ТЕОРИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

ВВОДНЫЙ КОММЕНТАРИЙ К МОДУЛЮ 

Студент должен: 
- знать: сущность электростатического поля, поля постоянного 

тока в проводящей среде, магнитного поля постоянного тока, пере
менного электромагнитного поля; закон Кулона, понятия напря
женность и потенциал электрического поля, поляризация диэлек
трика, вектор электрической индукции, теорему Гаусса, понятия 
плотность электрического тока, проводимость, законы Ома, Кирх
гофа, Джоуля - Ленца, полного тока в дифференциальной форме; 
законы Ампера; теорему Умова Пойнтинга, уравнения Максвелла, 
полную систему уравнений электромагнитного поля, явления по
верхностного эффекта. 

- уметь: рассчитывать напряженность и потенциал электриче
ского поля, емкость конденсаторов, проводимость среды, выделяе
мую мощность электродных систем, максимально допустимые на
пряжения между электродами; магнитные поля и индуктивность 
тороида, соленоида, взаимную индуктивность, энергию электриче
ского и магнитного полей; 

- быть способным использовать полученные знания в практиче
ских целях, стремиться к более глубокому познанию сущности 
электрофизических явлений. 

Электромагнитное поле является одним из видов материи. Как и 
вещество, электромагнитное поле обладает массой, энергией, коли
чеством движения и моментом количества движения, то есть свойст
вами материи, которые подчиняются основным законам физики. 

Электромагнитное поле есть особый вид материи, отличаю
щийся непрерывным распределением в пространстве и обнаружи
вающий дискретность структуры (фотоны), характеризующийся 
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способностью распространяться в вакууме со скоростью близкой к 
скорости света, оказывающий на заряженные частицы силовое воз
действие, зависящее от их скорости и величины их заряда. Элек
тромагнитное поле имеет две взаимосвязанные стороны — элек
трическое поле и магнитное поле. 

Электрическое поле обусловлено электрическими зарядами и 
изменением магнитного поля, оказывает силовое воздействие на 
заряженные частицы и тела и выявляется по силовому воздействию 
на неподвижные заряженные тела и частицы. 

Магнитное поле обусловлено движущимися электрическими 
зарядами и изменением электрического поля, оказывает силовое 
воздействие на движущиеся заряженные частицы и выявляется по 
силовому воздействию на движущиеся заряженные тела и частицы. 

Если электромагнитное поле неизменно во времени, то обе его 
стороны — электрическое поле и магнитное поле могут рассматри
ваться отдельно друг от друга. 

СЛОВАРЬ ОСНОВНЫХ ПОНЯТИЙ 

Электромагнитное поле — вид материи, определяющийся во 
всех точках двумя векторными величинами, которые характеризуют 
две его стороны, называемые соответственно «электрическое поле» и 
«магнитное поле», оказывающий силовое воздействие на заряженные 
частицы, зависящее от их скорости и величины их заряда. 

Электрическое поле — одна из двух сторон электромагнитно
го поля, характеризующаяся воздействием на электрически заря
женную частицу с силой, пропорциональной заряду частицы и не 
зависящей от ее скорости. 

Магнитное поле — одна из двух сторон электромагнитного 
поля, характеризующаяся воздействием на движущуюся электриче
ски заряженную частицу с силой, пропорциональной заряду части
цы и ее скорости. 
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Электрический заряд тела (системы тел) — скалярная вели
чина, равная алгебраической сумме элементарных электрических 
зарядов в теле (системе тел). 

Электромагнитная энергия — энергия электромагнитного по
ля, слагающаяся из энергий электрического и магнитного полей. 

Напряженность электрического поля — векторная величина, 
характеризующая электрическое поле и определяющая силу, дейст
вующую на заряженную частицу со стороны электрического поля. 

Магнитная индукция — векторная величина, характеризую
щая магнитное поле и определяющая силу, действующую на дви
жущуюся заряженную частицу со стороны магнитного поля. 

Вектор Пойнтинга — вектор, поток которого сквозь некото
рую поверхность представляет мгновенную электромагнитную 
мощность, передаваемую сквозь эту поверхность, равный вектор
ному произведению напряженности электрического поля и напря
женности магнитного поля. 

ОСНОВЫ НАУЧНО-ТЕОРЕТИЧЕСКИХ ЗНАНИЙ 
ПО МОДУЛЮ 

Данный модуль посвящен изучению электростатического поля, 
электрического и магнитного полей постоянных токов, переменно
го электромагнитного поля. Рассматриваются следующие вопросы: 

1. Закон Кулона. 
2. Напряженность, потенциал, градиент потенциала. 
3. Электрическое смещение, теорема Гаусса. Уравнения Пуас

сона и Лапласа. 
4. Поле и емкость плоского и цилиндрического конденсато

ров, двухпроводной линии. 
5. Энергия и плотность энергии электрического поля. 
6. Плотность электрического тока проводимости. 
7. Законы Ома, Кирхгофа, Джоуля - Ленца в дифференциаль-
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ной форме. 
8. Аналогия между электрическим полем постоянного тока и 

электростатическим полем. 
9. Основные величины, характеризующие магнитное поле и 

связь между ними. 
10. Закон полного тока в дифференциальной форме. 
11. Принцип непрерывности магнитного потока. 
12. Магнитное поле и индуктивность тороида и двухпроводной 

линии. 
13. Энергия и плотность энергии магнитного поля. 
14. Механические силы в магнитном поле. 
15. Полный электрический ток. 
16. Уравнения электромагнитного поля. 
17. Теорема Умова - Пойнтинга. Передача электромагнитной 

энергии вдоль проводов линии. 
18. Плоская электромагнитная волна в проводящей среде. 

Электромагнитное экранирование. 
19. Плоская электромагнитная волна в диэлектрике. 

МАТЕРИАЛЫ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ 
В ПРОЦЕССЕ ОБУЧЕНИЯ 

Материалы к лекциям 
Теоретический материал по модулю 8 «Теория электромагнит

ного поля» изложен в данном учебно-методическом комплексе и в 
литературе [2, 4]. 

План лекции 1: 
1. Введение в теорию электромагнитного поля. 
2. Электростатическое поле. Закон Кулона. 
3. Напряженность и потенциал электрического поля. 
4. Графическое изображение электростатического поля. 
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5. Поляризация диэлектрика, вектор электрической индукции. 

План лекции 2: 
1. Теорема Гаусса. 
2. Уравнение Пуассона и уравнение Лапласа. 
3. Проводник в электростатическом поле. 
4. Поле и емкость плоского конденсатора. 

План лекции 3: 
1. Поле заряжненной оси. 
2. Поле и емкость цилиндрического конденсатора. 
3. Энергия и объемная плотность энергии электрического поля. 

План лекции 4: 
1. Электрическое поле постоянного тока в проводящей среде. 

Сущность и основные понятия. Плотность тока и ток. 
2. Закон Ома, законы Кирхгофа, закон Джоуля - Ленца в 

дифференциальной форме. 

План лекции 5: 
1. Магнитное поле постоянного тока. Сущность, основные по

нятия, величины. 
2. Закон полного тока в дифференциальной форме. 
3. Принцип непрерывности магнитного поля. 
4. Магнитное поле и индуктивность тороида и двухпроводной 

линии. 

План лекции 6: 
1. Определение переменного электромагнитного поля. Полный 

электрический ток. 
2. Уравнения Максвелла. Полная система уравнений электро

магнитного поля. 
3. Теорема Умова - Пойнтинга. 
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План лекции 7: 
1. Передача электромагнитной энергии вдоль проводов линии 

электропередачи. 
2. Переменное электромагнитное поле в проводящей среде. 
3. Плоская электромагнитная волна в проводящей среде. 

Глубина проникновения и длина волны. Явление поверхностного 
эффекта. 

4. Плоская электромагнитная волна в диэлектрике. 

Лекция 1 
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 

8.1. Электростатическое поле. Закон КуЛона 

Электрическое поле неподвижных заряженных тел при отсутст
вии в них электрических токов называют электростатическим. 

Заряды неподвижных тел образуются совокупностью зарядов 
элементарных частиц, движущихся хаотически. Каждая такая час
тица окружена электромагнитным полем. Но вследствие хаотиче
ского движения их результирующее магнитное поле даже в непо
средственной близости от поверхности тела практически отсутст
вует. Электрические же поля частиц при избытке на теле частиц с 
зарядами того или иного знака суммируются и обнаруживаются в 
окружающем тело пространстве. 

В основу определения электрического поля положено механи
ческое его проявление. Оно описывается законом Кулона. 

Два точечных заряда qx и q2 в вакууме взаимодействуют друг с 

другом с силой F, прямо пропорциональной произведению заря

дов qx и q2 и обратно пропорциональной квадрату расстояния R 

между ними: 
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'О (8.1) 
4тгепЯ 2 ' 

где R0 — единичный вектор, направленный по линии, соеди

няющей заряды (рисунок 8.1); 8 0 — электрическая постоянная, 

8 0 = 8,85 х 10" | 2Ф/м. 

Заряды, имеющие одинаковые знаки, отталкиваются, а заряды 
противоположных знаков притягиваются. 

Рисунок 8.1 — Сила, действующая на заряд q2 

со стороны заряда qx при одинаковых знаках зарядов 

Под точечными зарядами понимают следующее: линейные раз
меры тел, на которых расположены взаимодействующие заряды, 
много меньше расстояния между телами. 

Если заряженные тела находятся не в вакууме, а в однородной, 
изотропной, то есть обладающей одинаковыми свойствами во всех 

направлениях, непроводящей среде, то сила взаимодействия/^ 

меньше в е г раз. 

Безразмерная величина Sr называется относительной диэлек

трической проницаемостью среды, в которой находятся заряжен

ные тела. 
В системе СИ заряд измеряется в кулонах (Кл), расстояние в 

метрах (м), тогда силу получают в ньютонах (Н). 

167 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



8.2. Напряженность и потенциал электростатического поля 

Основными величинами, характеризующими электростатиче

ское поле, являются напряженность поля Е и потенциал ф . 

Напряженность электростатического поля — величина вектор
ная, определяемая в каждой точке величиной и направлением. По
тенциал является величиной скалярной. 

Электростатическое поле определено, если известен закон из

менения Е и ф во всех точках этого поля. 
Если в электростатическое поле поместить настолько малый 

положительный заряд, что он своим присутствием не вызовет 
сколько-нибудь заметного перераспределения зарядов на телах, 
создающих поле, то отношение силы, действующей на заряд, к ве
личине заряда q определяет напряженность поля в данной точке: 

Ё = \\т—. (8.2) 
q 

Отсюда следует, что сила F, действующая на конечной вели
чины точечный положительный заряд q, внесенный в поле, будет 

равна F = qE, а напряженность электрического поля численно 

равна силе, действующей на неподвижный заряд, по величине рав

ный единице (единичный заряд). Подчеркнем, что вектор напря

женности Е имеет направление силы, действующей на положи

тельный заряд. 

Если поле создается несколькими зарядами ( ^ р ^ ' ^ з - " ) > т о 

его напряженность равна геометрической сумме напряженностей от 

каждого из зарядов в отдельности: (Е = Ех + Е2 + Ег +...), то 

есть при расчете электрического поля применим метод наложения. 
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Понятия потенциала и разности потенциалов связаны с работой, 
совершаемой силами поля при перемещении заряда. 

На единичный положительный заряд в любой точке поля дейст
вует сила, равная напряженности Е. Под разностью потенциалов 
принято понимать работу сил поля при переносе единичного поло
жительного заряда из одной точки поля в другую: 

2 

Ф! - ф 2 = ^Edl, 
1 

где dl — вектор элемента пути, равный по величине элементу 

пути din направленный по касательной к пути в сторону переме

щения заряженной частицы. 
Потенциал измеряется в вольтах (В), элемент пути — в метрах 

(м), напряженность электрического поля — в вольтах на метр (В/м). 
Если бы потенциал конечной точки пути 2 был равен 0, то по

тенциал точки 1 определился бы так: 
2 

ср, = (8.3) 
1 

то есть потенциал произвольной точки поля может быть опреде
лен как работа сил поля по переносу единичного положительного за
ряда из данной точки поля в точку поля, потенциал которой равен 0. 

За точку, имеющую нулевой потенциал, можно принять любую 
точку поля. Если такая точка выбрана, то потенциалы всех точек 
поля определяют относительно этой точки. 

Нередко принимают, что точка с нулевым потенциалом нахо
дится в бесконечности. Поэтому, особенно в курсах физики, рас
пространено определение потенциала как работы, совершаемой си
лами поля при переносе единичного заряда из данной точки поля в 
бесконечность: 

00 

ф, = JEdl • 
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Часто считают, что точка с нулевым потенциалом находится на 
поверхности земли (земля в условиях электростатики есть прово
дящее тело, поэтому безразлично, где именно — на поверхности 
земли или в её толще -находится эта точка). 

Таким образом, потенциал любой точки поля зависит от того, 
какой точке поля придан нулевой потенциал, то есть потенциал оп
ределяется с точностью до постоянной величины. Однако это не 
имеет существенного значения, так как практически важен не по
тенциал какой-либо точки поля, а разность потенциалов и произ
водная от потенциала по координатам. 

8.3. Электростатическое поле — поле потенциальное 
2 

В электростатическом поле интеграл JEdl, не зависит от вы-
1 

бора пути интегрирования и является только функцией координат 
точек 1 и 2. Для доказательства этого положения рассмотрим рабо
ту сил поля при перемещении электрического заряда по двум раз
ным путям: через точку 3 и через точку 4 (рисунок 8.2). 

3 

4 

Рисунок 8.2 — Перемещение из одной точки поля 
в другую по двум разным путям 

Предположим, что по замкнутому пути 1, 3, 2, 4, 1 перемещает
ся точечный единичный положительный заряд. На части замкнуто
го пути движение будет совершаться в направлении сил поля и ра
бота, затраченная силами поля, будет положительной. На другой 
части замкнутого пути движение будет происходить против сил 
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поля и, соответственно, работа сил поля будет отрицательной. 
После обхода по замкнутому пути система, включая и точечный 

заряд, возвращается в исходное состояние и в соответствии с 
принципом сохранения энергии в электростатическом поле линей
ный интеграл напряженности поля по любому замкнутому контуру 
должен быть равен нулю: 

{JEdl = 0. (8.4) 

Отсюда непосредственно вытекает независимость линейного 
интеграла напряженности поля от выбора пути интегрирования при 
заданных начальной и конечной точках 1 и 2 пути. Действительно: 

\JEdl=0= \ М + | М = 0. 
132 241 

Откуда 

\ E d l = - JEdl= JEdl. 
132 241 142 

Так как пути через точки 3 и 4 взяты произвольно, то следова-
2 

тельно интеграл ^Edl, определяющий разность потенциалов двух 
1 

точек поля, в электростатическом поле не зависит от выбора пути 
о 

интегрирования и полностью определяется в заданном поле поло
жением точек 1 и 2. Такое поле носит название потенциального 
электрического поля. Потенциальным является также электриче
ское поле постоянных токов, протекающих по неподвижным про-

о 

водникам, при условии, что поле рассматривается вне области дей
ствия электродвижущих сил. 
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8.4. Градиент электрического потенциала 

Установим связь между напряженностью электрического поля и 
изменением потенциала в пространстве. Допустим, что положение 
точки А, в которой мы рассматриваем потенциал ср, определяется её 
расстоянием / от начальной точки О вдоль некоторого пути (рисунок 
8.3), идущего в точку Р, где потенциал принят равным нулю. 

Рисунок 8.3 — Определение изменения потенциала ф точки А 
при перемещении точки А 

На рисунке 8.3 электростатическое поле изображено линиями 
напряженности электрического поля. В каждой точке этих линий 
касательные к ним совпадают по направлению с вектором напря
женности поля. Стрелки на линиях напряженности указывают на
правление вектора напряженности Е. 

Выражение для потенциала ф в точке А можно написать в виде: 

где / — длинна всего пути от точки О до точки Р, 

а — угол между направлением вектора Е и касательной к пути. 

Т 
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Взяв частную производную от обеих частей равенства по ниж
нему пределу, найдем: 

= -Zscosa 
откуда следует, что приращение потенциала, рассчитанное на еди
ницу перемещения в каком-либо направлении, численно равно взя
той с обратным знаком составляющей напряженности поля в этом 
направлении. 

Рассмотрим два варианта направления перемещения точки А. 
Если направление перемещения dl составляет прямой угол (а = 

я/2) с вектором Е, то cosa = 0 и = 0 . Следовательно, переме-
Ы 

щаясь в направлении, нормальном к направлению линий напря
женности поля, будем иметь ф = const, то есть будем оставаться на 
поверхности равного потенциала. Такая поверхность называется 
эквипотенциальной. 

Следы эквипотенциальных поверхностей в плоскости чертежа 
называются линиями равного потенциала или эквипотенциальными 
линиями. Линии равного потенциала пересекаются с линиями на
пряженности поля всюду под прямым углом. Одна из линий равно
го потенциала, проходящая через точку А, показана на рисунке 8.3 
пунктиром. 

Если направление перемещения dl совпадает с направлением 

вектора Е, то будем иметь 

<3ф 
a = 0, cos a = 1, = —Е. 

dl 
Это характерное направление совпадает с нормалью к поверх

ности равного потенциала. Поэтому условимся обозначать переме
щение dl в этом направлении через dn и запишем: 
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дп 
Очевидно, dn есть элемент длины линии напряженности поля, 

причем координату п считаем растущей в направлении вектора Е . 

Производная от потенциала по координате имеет наибольшее 

значение в направлении, нормальном к поверхности равного потен

циала, в сторону, противоположную направлению вектора Е. Это 

наибольшее значение производной может быть изображено векто

ром, направленным против вектора Е и носящим название градиен

та электрического потенциала. Его обозначают символом grad (р. 
Градиент потенциала равен приращению потенциала, отнесен

ному к единице длины и взятому в направлении, в котором это 
приращение имеет наибольшее значение: 

|дф| |grad(p| = 
дп 

Векторы Е и gradcp, равны между собой по величине и направ
лены в противоположные стороны: 

grad(p = -Ё . (8.5) 
Знак «минус» в этом равенстве показывает, что потенциал воз

растает в направлении противоположном направлению линий на
пряженности поля. 

Как видим, между напряженностью электрического поля и по
тенциалом существуют связи интегрального (8.3) и дифференци
ального (8.5) видов. 

Запись градиента потенциала в осях декартовой системы коор
динат имеет вид: 

grad(p = T — + ]— + к —, (8.6) 
дх ду dz 
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где i ,j,k — единичные векторы. 

Выражение gradcp в декартовой системе координат может быть 
записано проще с помощью символического оператора V (знак на-
бла). Оператор V в декартовой системе координат записывают так: 

V = i — + j — + к—. 

дх ду dz 

Сравнивая последнее выражение с (8.6), можем записать 

grad ф= V ф. 
Следовательно, 

Д ф = -Ё. (8.7) 
Вектор напряженности в декартовой системе координат запи

сывают уравнением: 

E = lEx+jEy+kEz. 

8.5. Графическое изображение электростатического поля 

Электростатическое поле можно наглядно изобразить совокуп
ностью линий напряжённости электрического поля (силовых ли
ний) и эквипотенциальных линий. 

Линия напряженности поля — это мысленно проведенная в по
ле линия, начинающаяся на положительно заряженном теле и окан
чивающаяся на отрицательно заряженном теле. Касательная в каж
дой точке линии совпадает с направлением вектора напряженности 

электрического поля Е в этой точке. Вдоль линии напряженности 
электрического поля двигался бы весьма малый положительный 
заряд, если бы он имел возможность свободно перемещаться в поле 
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и если бы он не обладал инерцией. 
Так как положительный и отрицательный заряды, создающие поле, 

не могут быть в одной и той же точке, то линии напряженности элек
трического поля не могут быть линиями, замкнутыми сами на себя. 

В соответствии с предыдущим параграфом в электростатическом 
поле существуют эквипотенциальные поверхности, то есть совокуп
ность точек поля, имеющих один и тот же потенциал. Следы эквипо
тенциальных поверхностей на мысленно проведенной плоскости, 
пересекающей электростатическое поле, образуют эквипотенциаль
ные линии. Эквипотенциальные линии электростатического поля 
являются замкнутыми на себя линиями. Они пересекаются с линия
ми напряженности в любой точке поля под прямым углом. 

На рисунке 8.4 изображены две заряженные оси с линейной 
плотностью зарядов +т и -т и построена картина поля в плоскости, 
перпендикулярной этим осям. 

Рисунок 8.4 — Поле двух заряженных осей: 
1 - линии напряженности; 2 - эквипотенциальные линии 
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8.6. Поляризация диэлектрика. 
Вектор электрического смещения 

Диэлектриками называют вещества, не проводящие электриче
ского тока, в них практически отсутствуют свободные электриче
ские заряды. Диэлектрики обладают связанными электрическими 
зарядами. 

Свободные элементарные частицы (электроны или положи
тельные и отрицательные ионы) под воздействием сил электриче
ского поля могут свободно перемещаться в веществе, их перемеще
ние не ограничивается внутримолекулярными силами. 

Под связанными понимают электрические заряды, входящие в 
состав вещества и удерживаемые в определенных положениях 
внутримолекулярными силами. Сумма положительных связанных 
зарядов равна сумме отрицательных связанных зарядов. При отсут
ствии внешнего электрического поля диэлектрик в целом можно 
считать электрически нейтральным. 

Если какое-либо диэлектрическое тело поместить в электриче
ское поле, то оно поляризуется. 

Под поляризацией понимают упорядоченное изменение распо
ложения связанных зарядов внутри молекул, вызванное электриче
ским полем. Это изменение расположения проявляется в том, что 
положительные связанные заряды сместятся в сторону поля, а от
рицательные связанные заряды переместятся в противоположном 
направлении. Если напряженность электрического поля не чрез
мерно велика, то частицы с положительными и отрицательными 
зарядами совершенно разойтись не могут, так как они удерживают
ся внутримолекулярными силами. В результате поляризации на по
верхности вещества как бы обнажаются связанные заряды (рисунок 
8.5), где они не будут электрически нейтральны. 
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Рисунок 8.5 — Диэлектрик во внешнем электрическом поле 

Связанные заряды при поляризации создают свое поле, напря
женность которого Е' будет направлена противоположно напря
женности Е внешнего поля. Поэтому напряженность Е результи
рующего поля в диэлектрике будет меньше, чем напряженность 
внешнего поля. 

Степень поляризации диэлектрика характеризуется вектором 

поляризованное™ Р , который для однородных и изотропных ди
электриков пропорционален напряженности электрического поля в 
диэлектрике: 

р = чгЛ. 
Безразмерная величии % г называется относительной диэлек

трической восприимчивостью. 

В некоторых случаях желательно иметь оценку действия заря

дов, создающих электрическое поле, вне зависимости от свойств 

среды. Это достигается введением в расчеты вектора электрическо

го смещения (электрической индукции) D : 

D = епЕ + Р 
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Подставив выражение Р , получим 

5 = £ 0 Ё + в0хгЁ = е()Ё(\ + хг). 

Обозначим: 1 + Х г

= £ г — относительная диэлектрическая про

ницаемость; е 0 8 г = 6 я — абсолютная диэлектрическая проницае

мость. Окончательно имеем: 

£> = £-АЁ, (8.8) 

В системе СИ [D] = [Р] = Кл/м 2. 

Лекция 2 
ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ И УРАВНЕНИЯ 

ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ 

вЛЛ'еорема Гаусса в интегральной форме 

Теорема Гаусса является одной из важнейших теорем электро
статики. Она соответствует закону Кулона и принципу наложения. 
Теорему можно сформулировать и записать следующими способами: 

1. Поток вектора электрического смещения через любую замк
нутую поверхность, равен алгебраической сумме свободных заря
дов, находящихся в объеме, ограниченном этой поверхностью: 

Ju/? = I w (8-9> 
s 

где ds— вектор элемента поверхности, длина которого чис
ленно равна поверхности элемента ds, а направление совпадает с 
направлением внешней нормали к этому же элементу (рисунок 8.6). 
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Рисунок 8.6 — Поток вектора напряженности 
сквозь замкнутую поверхность 

Из уравнения (8.9) следует, что вектор D является такой ха
рактеристикой поля, которая при прочих равных условиях не зави
сит от диэлектрических свойств среды (от величины еа ) . 

2. Так как D = £аЕ , то теорему Гаусса для однородной и изо

тропной среды можно записать в такой форме: 

(8.10) 

то есть поток вектора напряженности электрического поля 
сквозь любую замкнутую поверхность равен алгебраической сумме 
свободных зарядов, находящихся в объеме, ограниченном этой по
верхностью, разделенной на абсолютную диэлектрическую прони
цаемость среды е а . 

Из уравнения (8.10) следует, что вектор Е представляет собой 
характеристику поля, которая в отличие от вектора D при прочих 
равных условиях зависит от диэлектрических свойств среды (от 
величины £ а ). 

Теорему Гаусса в интегральной форме можно использовать для 
нахождения напряженности электрического поля в какой-либо точ-
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ке, если через эту точку можно провести замкнутую поверхность 
таким образом, что все точки этой поверхности будут в одинаковых 
(симметричных) условиях по отношению к заряду, находящемуся 
внутри замкнутой поверхности. При этом в силу симметричного 
расположения всех точек поверхности относительно заряда число
вое значение напряженности поля в различных точках этой поверх
ности будет одинаковым. 

8.8. Применение теоремы Гаусса для определения 
напряженности и потенциала в поле точечного заряда 

В качестве примера использования теоремы Гаусса найдем на
пряженность поля, создаваемую точечным зарядом q в точке, уда
ленной на расстоянии R от заряда. С этой целью проведем через 
заданную точку сферическую поверхность радиусом R, полагая, что 
заряд находится в центре сферы (см. рисунок 8.6), и применим к 
этой сфере теорему Гаусса: 

В данном примере в каждой точке сферы векторы Е и 
ds совпадают по направлению. Угол между ними равен нулю. В 
силу симметрии числовое значение Е во всех точках сферы одно и 
то же, поэтому Е можно вынести из-под интеграла: 

\JEds = [JEds cosO0 = E[jds = E4nR2 = 
S S S 8 a 

где 4%R2 — площадь сферической поверхности S. 
Следовательно, напряженность, создаваемая точечным зарядом 

q на расстоянии R от него, 
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Напряженность Е изменяется только в радиальном направле
нии, поэтому градиент потенциала 

dR ~ 
Отсюда 

Ф = - 4neaR 
+ А, (8.12) 

где А — постоянная интегрирования, с точностью до которой 
определяется потенциал. 

Примем, что точка с нулевым потенциалом находится в беско
нечности, то есть при R = оо потенциал ф = 0, тогда Л = 0. 

Из выражений (8.11) и (8.12) видно, что наибольшая напряжен
ность и наибольший потенциал поля находятся на поверхности то
чечного заряда. 

Пример 8.1. До какой величины можно уменьшить радиус R 
проводящего шара, находящегося в воздухе, если его потенциал ср 
поддерживать постоянным и равным 1000 В (по отношению к бес
конечно далеким точкадо). Пробивная напряженность воздуха Ещ, = 

Зх10 б В/м. 

Решение. Напряженность электрического поля на поверхности 

шара по уравнению (8.11): з х Ю6 = ^ 
4яЛ 2 е, о 

Потенциал по уравнению (8.12): Ю00 = Я 
4K£0R 
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Откуда следует: \qqq _ З х Ю ^ 
R 

Следовательно, R =

 1 0 0 0

 = 0 ) з з х 1 0 " 3 м =0,33 мм. 
З х Ю 6 

8.9. Теорема Гаусса в дифференциальной форме 

С помощью теоремы Гаусса в интегральной форме нельзя опре
делить, как связан исток линий индукции D в данной точке поля 
с плотностью свободных зарядов в той же точке поля. Ответ на этот 
вопрос дает дифференциальная форма теоремы Гаусса. Чтобы 
прийти к ней, разделим обе части уравнения (8.9) на объем V, нахо
дящийся внутри замкнутой поверхности S: 

[JDds У д 
— = ^ с в ° б . (8.13) 

V V 

Выражение (8.13) остается справедливым для объема V любой 
величины. Устремим объем к нулю: 

V-yO у V-+0 У 

Предел отношения потока вектора D сквозь замкнутую поверх

ность, ограничивающую некоторый объем, к объему V называют 

дивергенцией вектора D (divZ)). Часто вместо термина «диверген

ция» употребляют термин «расхождение» или «исток» вектора D . 
В правой части выражения находится объемная плотность сво

бодного заряда, ее обозначают р. 
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Таким образом, теорему Гаусса в дифференциальной форме за
писывают следующим образом, 

d i v l > = p . (8.14) 

Если объемная плотность зарядов в данной точке поля положи

тельна (р > 0), то из бесконечно малого объема, окружающего дан

ную точку поля, линии вектора D исходят (рисунок 8.7, а). 

р>о р<о р=о 

а) б) в) 

Рисунок 8.7 — Дивергенция вектора D положительная (а), 
отрицательная (б), и равна нулю (в) 

Если в данной точке поля р < 0, то в бесконечно малый объем, 

внутри которого находится данная точка, линии вектора D входят 
(рисунок 8.7, б). И, наконец, если в какой-либо точке поля р = 0, то 

в данной точке поля нет ни истока, ни стока линий вектора D , то 

есть в данной точке линии вектора D не начинаются и не заканчи
ваются (рисунок 8.7, в). 

Если среда однородна и изотропна, ее е о = const. Вместо (8.14) 

запишем выражение 

diveaE - р . 

Вынесем е о за знак дивергенции: 

£adivE = р . 
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следовательно, 

di\E = р/е а. (8.15) 

Формула (8.15) представляет собой вторую форму записи тео
ремы Гаусса в дифференциальной форме. Она справедлива только 
для однородной и изотропной среды. 

В декартовой системе координат 

d l v £ = ^ + ^ L + ^ . (8.16) 
дх ду dz 

Используем для записи d i v i i в декартовой системе координат 

оператор набла V : 

VE = (ГА + ] ± + ф(ТЕх + ] E y + k E j A d J ± + ^ , ( 8 . 1 7 ) 
дх ду dz дх ду dz 

Так как и - jj = кк = 1 х 1 х cosO0 = 1, 

a ij = jk =ki = 1 х 1 х cos 90° = 0. 

Сравнивая выражение (8.16) и (8.17), получаем 

divE = V £ . 

Таким образом, теорему Гаусса в дифференциальной форме 
можно записать в виде 

VE = —. (8.18) 
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8.10. Уравнение Пуассона и уравнение Лапласа 

Уравнения Пуассона и Лапласа являются основными диффе
ренциальными уравнениями электростатики. Они вытекают из тео
ремы Гаусса в дифференциальной форме. 

Известно, что — Е = gradcp. В то же время согласно теореме 

Гаусса по уравнению (8.15) 

div£ = 

Подставим в формулу теоремы Гаусса Е, выраженное через 

gradcp , получим 

div gradcp = - — 

Вместо gradcp запишем его эквивалент У ф ; вместо div на

пишем V . 

Тогда V(Vq>) = — - • 

Или 

У 2

Ф = - - £ - • (8.19) 

Уравнение (8.19) называют уравнением Пуассона. 
В тех точках поля, в которых нет свободных зарядов, то есть р = 0, 

V2Cp = 0 . (8.20) 

Уравнение (8.20) называют уравнением Лапласа. 
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Раскроем V 2 (p в декартовой системе координат: 

^ / Г 7 д - д . д..-гдц> -дф .-Эф. 

дх ду dz дх ду dz 

Произведем почленное умножение и получим 

_ 2 д ср 3 2 ф д ф 
ах 2 ду 2 dz2 

Таким образом, уравнение Пуассона в декартовой системе ко
ординат записывают следующим образом: 

э 2 ф + а 2ф + э 2 ф = _ _ р _ ( 8 2 1 ) 

дх2 ду2 dz2 е / 

Уравнение Лапласа в декартовой системе координат: 

дх2 ду2 dz2 

Уравнения Пуассона и Лапласа являются уравнениями в част
ных производных, они допускают существование множества ли
нейно независимых друг от друга решений, из которых следует в 
каждом случае расчета выбрать одно, единственно удовлетворяю
щее так называемым граничным условиям. Граничные условия 
описывают поведение поля на границах между различными диэлек
триками и проводниками. 

Отыскание решения обычно является трудной задачей, лишь в 
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отдельных случаях, при простой форме границ поля удается полу
чить аналитическое решение. В очень многих практических случа
ях необходимо прибегать к приближенным расчетам. 

Основной задачей расчета электрического поля является опре
деление напряженности Е поля во всех его точках по заданным за
рядам или потенциалам тел. 

По значениям напряженности Е выбирают необходимую изоля
цию. В точках поля, имеющих большую напряженность, существу
ет опасность пробоя изоляции. 

Второй важной задачей электростатики является определение 
емкости С двух проводящих тел, окруженных диэлектриком и 
имеющих равные и противоположные по знаку электрические за
ряды. Емкость С является важным параметром электрических це
пей при расчете переменных токов. Устройства, созданные специ
ально для использования их электрической емкости, называются 
конденсаторами. 

Для расчета электрических полей электродов простой геомет
рической формы используют, как правило, теорему Гаусса в инте
гральной форме. 

8.11. Проводник в электростатическом поле. 
Электростатическое экранирование 

Проводящие вещества имеют в своем составе большое количество 
свободных элементарных частиц, обладающих зарядом (электроны 
или положительные и отрицательные ионы). Под действием электри
ческого поля эти частицы приходят в упорядоченное движение. 

Если внести металлический проводник во внешнее электриче
ское поле, то под действием сил поля свободные электроны начнут 
перемещаться по проводнику против поля. На одной части поверх
ности проводника сосредоточатся отрицательные заряды, на проти
воположной — положительные (рисунок 8.8). 
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Рисунок 8.8 — Проводник в электростатическом поле 

Поле этих зарядов направлено противоположно внешнему по
лю. Перераспределение носителей зарядов происходит до тех пор, 

пока напряженность Е поля внутри проводника не станет равной 
нулю, а потенциал ф всех точек тела не станет одинаковым. Если 
допустить, что потенциалы точек тела различны, то под действием 
разности потенциалов начнется перемещение зарядов и пойдет ток, 
т.е. будет выделяться энергия в виде теплоты, что на практике не 
наблюдается. 

Поверхность проводника будет эквипотенциальной поверхно
стью и линии напряженности вне проводника перпендикулярны к 
его поверхности. 

Если проводнику сообщить электрический заряд, то под дейст
вием сил отталкивания элементы этого заряда будут перемещаться 
по проводнику и сосредотачиваться на его поверхности в слое, ко
торый можно считать бесконечно тонким. Внутри заряженного 
проводника поле отсутствует. 

Описанное свойство проводников используют в технике при 
электрическом экранировании электрической аппаратуры. Экра
нируемый аппарат помещают в металлическую сетку-экран. В 
области, ограниченной этим экраном, электрического поля прак
тически не будет. 
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8.12. Поле и емкость плоского конденсатора 

Плоский конденсатор имеет две металлические пластины, раз
деленные диэлектриком (рисунок 8.9). 

Расстояние между пластинами обычно мало по сравнению с их 
длиной и шириной, т.е. d « а и d « Ъ. Если на пластины подать 
напряжение, то почти все свободные заряды пластин практически 
равномерно распределятся по внутренним, обращенным друг к дру
гу поверхностям пластин. Искажением поля по краям пластин 
можно пренебречь. В пространстве между пластинами поле можно 

считать равномерным, т.е. вектор электрического смещения/) 
постоянен по величине и направлен по нормали к поверхности пла
стин (рисунок 8.10). 

Полем с внешней стороны пластин в связи с малой плотностью 
электрических зарядов пренебрегаем. 

Охватим заряд q одной из пластин замкнутой поверхностью. 
След этой поверхности показан на рисунке 8.10 пунктиром. Одна 
сторона этой поверхности идет внутри конденсатора параллельно 
пластинам. 

Рисунок 8.9 — Плоский конденсатор 
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Рисунок 8.10— Поле плоского конденсатора 

В соответствии с теоремой Гаусса 

\JDdS=q. 
s 

Поле практически имеется только в пространстве между пла

стинами, причем векторы D и dS совпадают по направлению и 

величина электрического смещения D во всех точках поля одина
кова, поэтому 

\§DdScosa = DS = q, 
s 

где S = ab — площадь поверхности пластины. 

Следовательно, £) = Л., а напряженность электрического поля 
S 

при однородном и изотропном диэлектрике д _ Ч . 

191 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Наибольшее приращение потенциала будет в направлении оси 
х, перпендикулярной к поверхностям пластин, следовательно, ве-

где А — постоянная интегрирования. 
На рисунке 8.11 представлены графики изменения D, Е, ср в 

функции от х. 

Рисунок 8.11 — Графики величин, характеризующих 
электрическое поле плоского конденсатора 

Для нахождения емкости С конденсатора выразим напряжение 
U между пластинами через заряд q: 

d 

личина градиента потенциала 

E , D f p 
D 

£ 

Емкость конденсатора С = — 
U qd 
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В окончательном виде 

(8.23) 

Как видно из уравнения (8.23), емкость С зависит от геометри
ческих размеров пластин, их взаимного расположения, электриче
ских свойств диэлектрика. 

Увеличения емкости можно достигать увеличением поверхно

сти пластин S, выбором диэлектрика с высокой относительной ди

электрической проницаемостью S r и уменьшением расстояния ме

жду пластинами d. Но уменьшение расстояния d ограничено элек

трической прочностью диэлектрика, с уменьшением d увеличивает

ся напряженность: 

Любой диэлектрик при определенной напряженности пробивается. 
Пример 8.2. Между одной из пластин плоского конденсатора и 

наполнителем (парафином) образовался слой воздуха (рисунок 8.12). 

+ 

Рисунок 8.12 — Плоский конденсатор 
с двумя слоями диэлектрика 
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Площадь поверхности пластины конденсатора S = 200 см 2 , тол
щина слоя парафина d\ = 0,5 см, толщина воздушного слоя d2 = 
0,1 см, относительная диэлектрическая проницаемость парафина 

8,1 = 4, для воздуха 8 , 2 = 1. 

Пробивные напряженности для парафина и для воздуха соот
ветственно 

СМ с м 

Определить, при каком напряжении этот конденсатор будет 
пробит, какое напряжение выдержит конденсатор без дефекта (рас
стояние между пластинами d = 0,6 см). 

Вычислить емкость конденсатора с воздушным слоем и без него. 
Решение. Для двухслойного плоского конденсатора напряже

ние между пластинами 

U = dxEx+d2E2. 

Электрическое смещение £) — И. не зависит .от свойств диэлек-
S 

трика. Напряженности £ = ^ • £^ —, то есть напря-
S 0 S r l

 Б 0 Е г 2 

женность будет больше в слое воздуха. 

Е 8 
Выразим D - S0Sr2E2 ; Ех = 2 г 2 . 

Для определения напряжения, при котором конденсатор будет 
пробит, запишем 

U = di^^ + d2E2; 
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[/ = 0 , 5 — — + 0,1x30 = 3,75 + 3 = 6,75 кВ. 
4 

Конденсатор без дефекта выдержит напряжение 

£/ = */£, =0,6x150 = 90 кв. 

Емкость конденсатора без дефекта 

C = g o £ f t ^ = 8,85xlO- 1 2 x4 2 Q Q x l °" 4 =118xlO- 1 2 Ф. 
0r[d 0,6 хЮ'2 

Емкость конденсатора со слоем воздуха 

я я я с 
U dlE]+d2E2 d i R + d 2 R 

В соответствии с теоремой Гаусса 

D = S.. 

„ Г Ч. - 8 0 8 / - l S r 2 ^ 
Следовательно, С- — 

+ Н -В— d X ^ r 2 + d 2 ^ dx —— + d 

Подставив числовые значения величин, получим 

с = 8 , 8 5 х Ю - ^ 4 х 1 х 2 0 0 х Ю - ' = _ | ; ф 

0,5х10"2х1 + 0,1х10"2х4 
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Лекция 3 
РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ 

8.13. Поле заряженной оси 

Под заряженной осью понимают тонкий, теоретический беско
нечно длинный металлический проводник (тонкая проволочка). За
ряд на единицу длины принято обозначать Т . Диэлектрическая 

проницаемость среды, окружающей ось, равна Еа . Для нахождения 

напряженности поля в некоторой точке, удаленной на расстояние R 
от оси (рисунок 8.13), проведем через эту точку цилиндрическую 
поверхность, ось цилиндрической поверхности совпадает с заря
женной осью. Длина цилиндра равна / . 

Рисунок 8.13 — Поле заряженной оси 

Используем теорему Гаусса, которая применима для замкнутой 

поверхности. В рассматриваемом случае замкнутая поверхность 

образована боковой поверхностью цилиндра и двумя его основа

ниями. Поток вектора Е имеется только через боковую поверх

ность цилиндра. Через основания поток вектора Е отсутствует, так 

как вектор элемента поверхности dS каждого основания перпен

дикулярен вектору Е . 
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Вектор dS боковой поверхности и вектор напряженности элек
трического поля по направлению совпадают. В силу симметрии 

напряженность Е будет одной и той же во всех точках боковой 
поверхности цилиндра. 

По теореме Гаусса (8.10) 

{JEdS = E\jdS =E2nRl = —, 

где S = 2idil — площадь боковой поверхности цилиндра. 
Из последнего выражения следует 

Е = . (8.24) 
2nRe„ 

Напряженность в поле заряженной оси изменяется обратно 
пропорционально расстоянию R точки от оси. Наибольшая на
пряженность на поверхности заряженной оси. 

Потенциал ср найдем, используя связь между £ и ф п о уравне

нию (8.5): grad ц> = Е. 
Приращение потенциала максимально в радиальном направле

нии, поэтому 

**=-Е 
dR 

Следовательно, 

Ф= _ f ^ = _ f _ L ^ ^ = _ _ L _ f ^ . = _ _ L _ i n ^ + ^ = 
J }2nRea 2nza

 J R 2nza 

Ы— + А. (8.25) 
2nea R 
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8.14. Поле и емкость цилиндрического конденсатора 

Цилиндрический конденсатор представляет собой два, разде
лённых изоляцией, проводящих цилиндра с совпадающими осями, 
т.е. соосных или коаксиальных (рисунок 8.14, а). Примером цилин
дрического конденсатора может служить коаксиальный кабель, у 
которого внутренний провод прокладывается строго по оси кабеля, 
а другой в виде металлической оплётки охватывает изоляцию цен
трального проводника. Коаксиальные кабели предназначены для 
передачи электроэнергии высокой частоты. 

Рисунок 8.14 — Цилиндрический конденсатор (а), напряженность 
Е и потенциал ф поля конденсатора в зависимости от R (б) 

Пусть внутренний цилиндр радиусом Rx имеет на единицу дли
ны заряд +х, а внешний цилиндр радиусом R2 имеет заряд -т. 

Поле зарядов, имеющихся на цилиндрической поверхности 
внутреннего проводника, можно заменить полем зарядов, располо
женных на оси кабеля. Так как длина кабеля велика по сравнению с 
его диаметром, то применимы уравнения параграфа 8.13. 

Напряженность электрического поля между проводящими ци
линдрами на расстоянии R от оси кабеля по уравнению (8.24) равна: 

ЕАср 

а) б) 
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Е = 
2nRza 

а потенциал по уравнению (8.25) равен: 

X Ы- + А-Ф = 2пеа R 

Напряжение между цилиндрами определяется интегралом 

Емкость цилиндрического конденсатора и коаксиального кабе
ля на единицу длины равна: 

На рисунке 8.14, б показаны графики изменения ф и Е в зави
симости от расстояния R от оси кабеля. Потенциал на поверхности 
наружного проводника принят равным нулю. При R<Rua прово
дящем внутреннем цилиндре ср = const = U, Е = 0. При R > R2 на
пряженность Е = 0 согласно теореме Гаусса. 

Наибольшее значение напряженность поля имеет у поверхно
сти внутреннего цилиндра (R = R\): 

(8.27) 

-Emax= т / 27ceaRb 
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или, выражая т из формулы (8.26) через U, получим 

U 
m a x 

R i l n ^ (8.28) 

Пример 8.3. Коаксиальный кабель имеет радиус внутренней 
жилы Rj = 2 мм и внешней оболочки R2 = 5 мм. 

Определить под какое напряжение можно включить кабель, ес
ли максимальная напряженность поля не должна превышать 1/3 
пробивной напряженности Епр диэлектрика, равной 2 х 104 кВ/м. 

Решение. Напряженность поля максимальна на поверхности 
внутреннего цилиндра. По уравнению (8.28) 

m a x и ' 
Rx\n^ 

По У С Л О В И Ю ^ ш а ^ Епр1Ъ. 

Е R 
Выражаем U = —— Rx In—-. Подставляем значения величин 

3 Rx 

и получаем 17 = 12,2 кВ. 

8.15. Энергия электрического поля. 
Плотность энергии электрического поля 

Система заряженных тел является носителем определенного за
паса энергии. Эта энергия сообщается системе внешними источни
ками в процессе образования зарядов и может быть вновь возвра
щена источникам или преобразована в другие виды энергии при 
уменьшении зарядов. 
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Для получения выражения энергии, запасенной в системе заря
женных проводящих тел, рассмотрим работу, совершаемую внеш
ними источниками при образовании зарядов системы. 

Пусть конденсатор с емкостью С через резистор с сопротивле
нием R подключен к источнику энергии с ЭДС е. Тогда по второму 
закону Кирхгора имеем е = Ri + ис. 

Элементарная работа, производимая источником энергии при 
увеличении заряда конденсатора на величину dq, равна edq = Ridq + 
ucdq. Второе слагаемое правой части равенства есть энергия, запа
сенная в электрическом поле конденсатора, обозначим ее dW3. 

dWj = ucdq. 

Для конденсаторов с диэлектриком, у которого диэлектриче

ская проницаемость s r = const, имеем соотношение q = Cuc, 

следовательно dq = Cduc, поэтому энергию, запасенную в элек

трическом поле конденсатора, при изменении напряжения на кон

денсаторе от 0 до Uc найдем из выражения: 

W3=U]cucduc=^. (8-29) 

Каждая единица объема диэлектрика, помещенного между 
электродами конденсатора, является носителем определенного за
паса энергии и можно говорить об объемной плотности энергии 
электрического поля. 

Объемную плотность энергии электрического поля рассмотрим 
на примере плоского конденсатора. 

Емкость плоского конденсатора С = S —, где S — поверх-
" d 
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ность пластины, d — расстояние между пластинами. Поле между 
пластинами равномерное, поэтому Uc = Ed. Используем эти соот
ношения в уравнении (8.29) и получим 

SE2d E2V 

где V = Sd — объем диэлектрика, в котором сосредоточено 
электрическое поле. Энергия, отнесенная к единице объема поля, 

£ = 8 £1 = ^ , (8.30) 
V "2 2 

где D = ZaE. 
Полученное выражение для объемной плотности энергии элек

трического поля справедливо лишь для изотропной среды, в кото

рой векторы Е и D совпадают по направлению. Для анизотроп

ной среды объемная плотность энергии равна: 

W DF 
- ! ^ = — . (8.31) 

8.16. Дополнительный теоретический материал 
для самостоятельной работы 

8.16.1. Поле двух параллельных заряженных осей 

Возьмем в поле двух разноименно заряженных осей некоторую 
произвольную точку М (рисунок 8.15). 

202 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Рисунок 8.15 — Поле двух параллельных заряженных осей 

Результирующая напряженность поля в этой точке Ем равна 

геометрической сумме напряженностей от обоих зарядов. Расстоя
ние точки М до положительно заряженной оси обозначим через а, 
до отрицательно заряженной оси — через Ъ. Потенциал есть функ
ция скалярная. Потенциал точки М равен сумме потенциалов от 
каждой оси. В соответствии с уравнением (8.25) получим: 

( p w = — Ы- + ̂ -\п- + А = ——\п-+А. (8.32) 
2ma a 2пга Ъ 2пга а 

Уравнением линии с равными потенциалами в поле двух заря
женных осей является выражение b/a = const. 

В геометрии известна теорема Аполлония. Согласно этой теореме, 
геометрическим местом точек, отношение расстояний которых до 
двух заданных точек есть величина постоянная, является окружность. 
Поэтому эквипотенциальной линией в поле двух заряженных осей 
есть окружность. Рассмотрим, как ее можно построить. Проведем бис
сектрисы внутреннего (аМЬ) и внешнего (рМа) углов (рисунок 8.15). 
Точки 1 и 2 пересечения биссектрис с линией, проведенной через за
ряженные оси, и точка М будут тремя точками искомой окружности. 
Для нахождения положения центра окружности (точки 0) разделим 
пополам расстояние между точками 1 и 2. 
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8.16.2. Поле и емкость двухпроводной линии 

Считаем, что провода висят достаточно высоко над поверхностью 
земли, и влиянием земли на электрическое поле линии пренебрегаем. 

Расстояние между осями проводов линии (рисунок 8.16) обо
значим через d, радиус каждого провода — через г. 

d 

Рисунок 8.16 -— Положение электрических 
осей двухпроводной линии 

Если левому проводу будет сообщен, например, заряд + т на 
единицу длины, а правому заряд - т, то в пространстве между про
водами возникнет электрическое поле. Заряды проводов распреде
лятся по их поверхности с неодинаковой плотностью. Из-за притя
жения разноименных зарядов плотность зарядов будет больше на 
частях поверхностей проводов, обращенных друг к другу. Поэтому 
расстояние между электрическими осями проводов будет меньше, 
чем расстояние между их геометрическими осями. Электрические 
оси — это оси, на которых надо мысленно сосредоточить заряды 
проводов, картина поля при этом не изменится. Поэтому их еще 
называют заряженные оси проводов. 

Задача о поле двухпроводной линии сводится к рассмотренной 
задаче о поле двух заряженных осей. Положение заряженных осей 
двухпроводной линии найдем из условия, что поверхность каждого 
провода в отдельности является эквипотенциалью. 
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Точки Oi и 0 2 означают геометрические оси проводов. Пусть за
ряженные оси будут расположены в точках тип (рисунок 8.16). 
Из условия симметрии они на одинаковое расстояние х удалены от 
геометрических осей. 

Запишем условие равенства потенциалов точек 1 и 2 левого 
провода. Отношение Ъ/а для точки 1 есть d-r-x/r-x; отношение 
Ь/а для точки 2 равно d + r-x/r+x. 

Из равенства d-r-x/r-x = d + r-x/r + x получим 

В последнем выражении знак «минус» перед радикалом соот
ветствует положению точки п, знак «плюс» — точке т. 

Положение заряженных осей вместо расчетов по формуле (8.33) 
находят путем следующих графических построений. 

Проводят общую касательную к проводам (прямая pq на рисун
ке 8.16), делят расстояние между точками касания пополам (точка 
s) и проводят окружность радиусом ps. Точки пересечения окруж
ности {тип) с линией Oi и 0 2 дают положение электрических осей. 

Нетрудно убедится в том, что если d » г, то х становится на 
много меньше г. При этом электрические и геометрические оси 
практически совпадают. 

Рассмотрим определение емкости двухпроводной линии. Вы
разим напряжение между двумя проводами через заряд т на еди
ницу длины. 

Точка 1 (см. рисунок 8.16) принадлежит поверхности левого 
провода, точка 3 — поверхности правого провода. Разность потен
циалов между ними 

(8.33) 
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х . d - г - х x . г-x 
Ul3 = Ф, - Фз = In In-

2яе„ r-x 2ле„ d-r-x 

Если d » г, х « г, то 

х ~, d х , d f/13 = 2 In— = In—. 
27tS Г 7 1 8 Л Г 

a a 

Следовательно, емкость единицы длины линии при условии d » г 

U u In— (8.34) 

Как видим, емкость зависит от геометрических размеров линии 
и свойств среды. Если расстояние между двумя проводами увели
чивать, то емкость будет уменьшаться. Емкость двухпроводной ли
нии длиной / равна 

Г-IBs. 
d 

In— (8.35) 

8.17. Задачи и вопросы для самопроверки 

1. Какое поле называют электрическим? 
2. Какое поле называют электростатическим? 
3. Какой физический смысл придается вектору напряженности 

Е и потенциалу ф? Какая интегральная и дифференциальная связь 
существует между ними? 
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4. Какие линии картины поля называют линиями напряженно
сти и какие - эквипотенциальными линиями? 

5. В чем отличие свободных зарядов от связанных? 
6. Связь, каких величин определяет теорема Гаусса? 
7. Через какие величины определяют значение электрической 

емкости С? 
8. Сферический конденсатор имеет радиус внутренней сферы 

R] = 10 мм и радиус внешней сферы R2 = 20 мм. Относительная ди
электрическая проницаемость слоя изоляции е г = 5. Определить ем
кость конденсатора. 

Ответ: С= 11,1х 10" 1 2 Ф. 
10. Чему равна плотность электрической энергии? 

Лекция 4 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

В ПРОВОДЯЩЕЙ СРЕДЕ 

8.18. Плотность тока и ток 

Если под воздействием внешних источников в проводящей сре
де (металлических проводниках, земле, жидкостях) создано элек
трическое поле, то в ней будет протекать электрический ток. 

Упорядоченное движение свободных электронов в металле и 
ионов в жидкости под действием электрического поля принято на
зывать током проводимости. 

При своем упорядоченном движении носители зарядов испытыва
ют многочисленные столкновения с другими частицами вещества, ко
торые находятся в тепловом движении. Эти столкновения затрудняют 
упорядоченное движение носителей зарядов и являются причиной со
противления, оказываемого проводящей средой прохождению тока. 

Свойство среды, характеризующее её способность проводить 
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ток, называют удельной проводимостью у . Удельная проводи

мость у зависит от физических свойств проводящего материала и 

его температуры, имеет размерность O j v T ' m " 1 = С м / м . 

Основной величиной в электрическом поле проводящей среды 

является плотность тока J. Это векторная величина, направленная 

по напряженности электрического поля. Она численно равна от

ношению тока А/, протекающего через элемент поверхности AS 

(перпендикулярный к направлению движения зарядов), к величи

не AS этой поверхности. Размерность плотности т о к а А / м 2 . 

Ток, проходящий через поверхность S конечных размеров, равен: 

I = pds . (8.36) 
s 

Таким образом, ток есть поток вектора плотности тока. Ток в 
отличие от плотности тока является скалярной величиной. 

В том случае, когда вектор плотности тока J во всех точках 
поверхности S одинаков по величине и направлен перпендикулярно 
к поверхности, можно записать 

I = pds = pds cosO0 =Jps = JS. 
s s s 

При протекании постоянных токов, как внутри проводящих тел, 
так и вне их, существуют постоянные магнитные поля. Так как эти 
поля неизменны во времени, то в поле не возникает явление элек
тромагнитной индукции, то есть магнитное поле, созданное посто
янным током, не оказывает влияния на электрическое поле посто
янного тока. Поэтому электрические и магнитные поля постоянно
го тока можно рассматривать раздельно. 
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8.19. Закон Ома в дифференциальной форме 

Выделим в проводящей среде небольшой параллелепипед с 
ребром Д/, расположенном по направлению движения зарядов, и 
площадью поперечного сечения A.S (рисунок 8.17.) 

Рисунок 8.17 — Величины поля электрического тока 

Выберем размеры параллелепипеда настолько малыми, чтобы 

значения Е и J в его пределах можно было считать постоянными 

и совпадающими с направлениями векторов Д / и Д S. 
Тогда величина тока через поперечное сечение параллелепипеда 

I = JAS. 

Напряжение, действующее вдоль ребра Д/, 

U=EM. 

Сопротивление параллелепипеда 

R = 
Д / 

yAS 
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По закону Ома в интегральной форме для параллелепипеда 

и 
R 

Подставляя предыдущие выражения, получим 

JAS = 
EAlyAS 

А/ 
или J = JE. 

В изотропной среде вектор плотности тока J совпадает по направ

лению с вектром напряженности электрического поля Е и линии тока 

совпадают с линиями напряженности электрического поля. Поэтому 

для вектора плотности тока проводимости можно записать: 

Соотношение (8.37) называют законом Ома в дифференциальной 
форме. Оно устанавливает связь между плотностью тока в данной 
точке проводящей среды и напряженностью поля в этой же точке. 

Уравнение (8.37) справедливо для областей вне источников 
ЭДС. В областях, занятых источниками ЭДС, кроме стационарного 
электрического поля, подобного электростатическому, существуют 
еще так называемое стороннее электрическое поле, обеспечиваю
щее непрерывное движение зарядов в электрической цепи. 

Под сторонним электрическим полем понимают электрическое 
поле, обусловленное химическими, электрохимическими, тепловы
ми, термоэлектрическими процессами. 

Под действием стороннего поля в источнике непрерывно про-

(8.37) 
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исходит разделение электрических зарядов. Положительные заряды 
перемещаются к плюсу источника, а отрицательные — к минусу. 

Эти заряды в области внутри и вне источника создают электри
ческое поле, напряженность которого, как и напряженность элек
тростатического поля, направлена от положительных зарядов к от
рицательным. 

При протекании постоянного тока по цепи одни электрические 
заряды непрерывно сменяются другими, такими же, как и в преды
дущие моменты времени. Таким образом, картина поля в макроско
пическом смысле повторяется в смежные моменты времени. Поле 
носит как бы статический характер. Это и послужило основанием 
для того, чтобы поле, созданное в проводящей среде разделивши
мися зарядами, называть стационарным полем и его напряженность 
Е — напряженностью стационарного поля. 

Внутри источника стационарное поле направлено навстречу 
стороннему полю. Вне источника стационарное поле направлено от 
положительного электрода к отрицательному. Под действием этого 
поля и происходит упорядоченное движение зарядов в области вне 
источника. 

Напряженность стороннего поля обозначают .Ес-гор- В областях, 

занятых источниками ЭДС, полное значение напряженности поля 

равно геометрической сумме напряженности стационарного и сто

роннего полей: Е + Е стор. 
Закон Ома в дифференциальной форме для областей, занятых 

источниками ЭДС, записывают следующим образом: 

J = y(E + ECTOp). (8.38) 

Уравнение (8.38) называют обобщенным законом Ома в диффе
ренциальной форме. 
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8.20. Первый закон Кирхгофа в дифференциальной форме 

Если в проводящей среде вьщелить некоторый объем, по которому 
протекает постоянный, не изменяющийся во времени ток, то можно 
сказать, что ток, который войдет в объем, должен равняться току, вы
шедшему из него, иначе в этом объеме происходило бы накопление 
электрических зарядов, что опыт не подтверждает. Сумму входящего 
в объем и выходящего из объема токов записывают так: 

[jJds = 0. (8.39) 

Разделим левую и правую части уравнения (8.39) на объем V, 
ограниченный замкнутой поверхностью S: 

V 

Объем, находившийся внутри замкнутой поверхности, устре
мим к нулю: 

= divJ = 0. 
к - > о у 

Таким образом, для постоянного, неизменного во времени поля 
в проводящей среде: 

d i v J = 0. ( 8 . 4 0 ) 

Это соотношение называют первым законом Кирхгофа в 
дифференциальной форме. Оно означает, что в установившемся 

212 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



режиме в любой точке поля нет ни истока, ни стока линий тока 
проводимости, то есть эти линии всегда замкнуты сами на себя. 

Уравнение (8.40) называют также уравнением непрерывности тока. 

8.21. Закон Джоуля - Ленца в дифференциальной форме 

Если по какому-либо проводнику с сопротивлением R проте
кает постоянный ток /, то в единицу времени в нем выделяется в 

виде теплоты энергия, равная / R. Определим энергию, выделяю
щуюся в единицу времени в единице объема проводящей среды. 
Используем рисунок 8.17. 

V V MAS yAS у 

Следовательно, в единице объема проводящей среды в единицу 

времени выделяется энергия, численно равная уЕ2. 

8.22. Уравнение Лапласа для электрического 
поля в проводящей среде 

Так же как в электростатическом поле, напряженность электри

ческого поля в проводящей среде Е = — grad(p. 

В неизменном во времени поле di\J = divyis = 0. 

Если удельная проводимость среды у не изменяется от точки к 

точке, то есть если среда однородна и изотропна, то у как посто

янную величину, можно вынести за знак дивергенции и, следова

тельно, можно написать у div Е = 0 или 
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d i v £ = 0 , (8.42) 

то есть div(-gradq>) = О 

или V2(p = 0 (8.43) 

Таким образом, поле в однородной проводящей среде подчиня
ется уравнению Лапласа. Поле постоянного тока в проводящей сре
де является потенциальным. В нем, в областях, не занятых источ

никами , [JEdI = o. 

8.23. Дополнительный теоретический материал 
для самостоятельной работы 

8.23.1. Аналогия между полем в проводящей среде 
и электростатическим полем 

Электрическое поле в диэлектрике при отсутствии объемных 
зарядов и электрическое поле постоянного тока в проводящей среде 
вне источников ЭДС описываются аналогичными уравнениями, 
имеющими соответственно вид: 

\JEdl = 0 ; Ё = -gradcp; D = ЕаЁ; 

div73 = 0; V2cp = 0; 

[ J y f d l = 0; Ё = -gradcp; J = уЁ; 

divJ = 0; V2cp = 0. 
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Из сравнения этих выражений видно, что аналогом вектора 

электрического смещения D в поле постоянного тока является 

вектор плотности тока J, а аналогом абсолютной диэлектрической 

проницаемости Еа в проводящей среде является удельная прово

димость у . 

Если условия для вектора J = уЕ на границе проводящей сре

ды с удельной проводимостью у совпадают с условиями для век

тора D — £аЕ, на такой же формы границе диэлектрика с абсо

лютной диэлектрической проницаемостью Еа , то совокупность 

силовых и эквипотенциальных линий в этих двух полях (т.е. карти
на поля) будет одинаковой. 

В электростатической задаче границей диэлектрика является 
поверхность проводящего тела. Эта поверхность есть поверхность 

равного потенциала, и вектор D к ней нормален. 
Во многих практических задачах поля постоянного тока в прово

дящей среде мы встречаемся с переходом тока из металлических тел 
в окружающую среду, удельная проводимость которой во много раз 
меньше удельной проводимости материала этих тел. Такие условия 
имеют место, например, в случае токов утечки через изоляцию ме
жду проводами. Ток утечки возникает из-за несовершенства изоля
ции. Удельная проводимость изоляции во много раз меньше удель
ной проводимости материала проводов. Например, для кабельной 
бумаги имеем приблизительно у = 10" 1 3 См/м, тогда как для меди 

у = 5 8 х 1 0 б С м / м . В качестве другого примера можно указать на пе
реход тока в землю через зарытые в землю металлические электроды. 
Обычно применяют стальные электроды. Удельная проводимость ста
ли значительно больше удельной проводимости почвы. 
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Во всех этих случаях можно пренебречь падением напряжения 
внутри металлических тел и считать поверхности этих тел поверх
ностями равного потенциала и вектор плотности тока J в плохо 
проводящей среде считать направленным по нормали к этим поверх
ностям. На основании изложенного можно утверждать, что картина 
электрического поля токов (в почве или изоляции) должна совпадать 
с картиной поля в соответствующих электростатических задачах. 

На этом основан метод электростатической аналогии, позво
ляющий в ряде случаев при расчете токов в проводящей среде вос
пользоваться готовыми решениями соответствующих задач элекВ 
частности, формулы для электрической проводимости G среды, по 
которой протекает ток, могут быть получены из соответствующих 
формул для емкости С тел, разделенных диэлектриком. Чтобы по
лучить формулу для G, достаточно заменить в соответствующей 

фомуле для С абсолютную диэлектрическую проницаемость £ а 

диэлектрика удельной проводимостью у проводящей среды. 

Например, чтобы определить проводимость изоляции коакси
ального кабеля, можно воспользоваться формулой емкости кабеля 
(8.27) на единицу длины: 

1 г Д ' 

Произведя замену, получаем 
единицу длины: 

G 

проводимость изоляции кабеля на 

2л:у 

я, 
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Метод электростатической аналогии дает также возможность 
заменить исследование электростатического поля эксперименталь
ным исследованием поля тока в проводящей среде. 

8.23.2. Электрическое поле полусферического заземнителя. 

Рассмотрим задачу расчета поля заземления. Подвод тока к 
земле производится с помощью погруженных в землю заземлите-
лей. Ток стекает через заземлитель в землю и растекается по ее 
толще с тем, чтобы собраться у другого электрода заземлителя. 
Земля выполняет роль обратного провода. 

Если погрузить в землю металлическую полусферу радиусом 
г , через которую в землю стекает ток I (рисунок 8.18, а), и при
нять, что второй электрод, к которому будет подтекать ток, нахо
дится очень далеко, то плотность тока в земле на поверхности по
лусферы радиусом R будет 

Шаговое напряжение 

J = 
I 

2%R 

1 2 

4 6 

а) б) 
Рисунок 8.18 — Полусферический заземлитель (а), 
напряжение шага и напряжение прикосновения (б) 
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Напряженность поля 

у 2nyR 

[еем 
dR 

С учетом соотношения grad ф = — Ё имеем ^Е. = _ £ , откуда 

ф - - \EdR = — — Г— = — 1- А, где А — постоянная интег-
J 27 iy J /? 2 2nyR 

рирования. Принимаем, что при R =оо потенциал ф = 0, тогда А = О 

и потенциал поля 

Ф = Т ^ - (8-44) 2%yR 

На рисунке 8.18, б изображена кривая изменения потенциала 

ф на поверхности земли в зависимости от расстояния R от центра 

заземлителя. 
Металлический заземлитель имеет проводимость значительно 

большую, чем земля, напряженность поля в заземлителе невелика, по
этому при R < г потенциал ф можно считать примерно постоянным. 

Проводимость заземлителя G = I/U, где напряжение U равно 

потенциалу электрода заземлителя. 
Используя выражение (8.44) для ф при R = r, получаем 

2%уг 

и проводимость заземлителя 

G = 2-куг. (8.45) 
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Вычислим так называемое напряжение шага ( У ш , под которым 

может оказаться человек, приближающийся к заземлителю. Ц~ш 

представляет собой разность потенциалов между двумя точками на 
поверхности почвы, отстоящими друг от друга примерно на рас
стоянии шага человека. Расположены эти точки на одном и том же 
радиальном направлении, проведенном из центра заземлителя. 

Максимальным значением U является напряжение прикоснове

ния и„р, под которым может оказаться человек, стоящий на рас

стоянии шага (примерно 0,8 м) от края заземлителя и касающийся 

рукой, например, заземленной металлической опоры: 

( 7 ш = ф ф = J L ( J . - J _ ) . (8.46) 
1 2 2тсу /2, R2 

Unp= ф о - ф = - L ( I L _ ) . (8.47) 
27ty г г+ 0,8 

Пример 8.4. Через заземлитель (рисунок 8.18, а) стекает ток ко

роткого замыкания I = 500 А, проводимость земли у = Ю~2 См /м , 

радиус стального заземления г = 1 м. 

Найти напряжение прикосновения U^p и шаговое напряжение Um 

при Rx = 5 м. Шаг человека принять равным 0,8 м. Найти потенциал 

ф заземлителя. Определить сопротивление заземлителя Л з а з . 

Решение. По формуле (8.46) шаговое напряжение 

Un=J-t±- L _ ) =

 5 0 0

 a ( l - - L ) = 2 23B. 
2тсу Д, /2,+0,8 2тгхЮ-2 5 5,8 
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По формуле (8.47) напряжение прикосновения 

_ _ ! _ ) = _ J 2 ° _ 0 _ - L > . 3538 в . 
2%у г г + 0,8 2тгх10"2 1,8 

По формуле (8.44) потенциал ф заземлителя относительно бес

конечно удаленной точки с потенциалом равным нулю 

I 500 п п £ л _ 
ф = = г = 7961 В. 

2пгу 27гх1хЮ 

п D U ю 7961 , с п „ Сопротивление заземлителя л з а з = — = X = = 15 9 О м 
7 / 5 0 0 

8.24. Задачи и вопросы для самопроверки 
1. Какой ток называют током проводимости? 
2. Какая величина характеризует проводящую среду? 
3. Как связан ток проводимости с напряженностью электриче

ского поля? 
4. В чем смысл непрерывности тока проводимости? 
5. Чему равна энергия, выделяющаяся в единицу времени в еди

нице объема проводящей среды, при прохождении постоянного тока? 

6. Постоянный ток, плотность которого равна J = 0,1 А / м м 2 , 

протекает в противоположных направлениях по двум параллель

ным медным пластинам, расположенным на расстоянии d = 2 см 

одна от другой. Удельная проводимость меди у = 5 7 x 1 0 6 С м / м . 

Напряжение между пластинами 17= 50 В. Определить тангенциаль

ную и нормальную составляющие вектора Е на поверхности пла

стин, считая поле между пластинами однородным. 
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Ответ: Ех = 175 х 1(Г 5 В / м ; £ „ = 2 5 0 0 В / м . 

7. Определить мощность тепловых потерь в плоском конден
саторе с несовершенным диэлектриком, проводимость которого 

равна у = Ю - 1 2 С м / м . Площадь обкладки S= 100 СМ 2 , расстоя

ние между обкладками d = 1 см. Приложенное постоянное напря

жение равно 500 В. 

Ответ: Р = 2 5 х Ю " 8 Вт. 

Лекция 5 
МАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

8.25. Основные величины, 
характеризующие магнитное поле 

Механические силы в магнитном поле 

Основным свойством неизменного во времени магнитного по

ля является силовое воздействие его на проводник с током. Интен

сивность магнитного поля в каждой точке пространства характери

зуется вектором магнитной индукции 5 , [ .б ] = Тл (тесла). Индук

цию В можно определить по силе, с которой действует магнитное 

поле на проводник длинной dl с током согласно закону Ампера: 

F = I dlxB . 
(8.48) 

Направление вектора dl берётся по направлению тока в про
воднике (рисунок 8.20). 
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Рисунок 8.19 — Сила, вызываемая магнитным полем 

Механическое воздействие магнитного поля на проводник с то

ком максимально, когда В и dl взаимно перпендикулярны. На

правление вектора силы F определяют по правилу левой руки. 

Электромагнитное поле представляет собой совокупность вза
имно связанных электрического и магнитного полей. Таким обра
зом, магнитное поле есть одна из сторон электромагнитного поля. 
Магнитное поле постоянного тока создаётся неизменными во вре
мени токами, протекающими по проводящим телам, неподвижным 
в пространстве по отношению к наблюдателю. 

Линии вектора магнитной индукции проводника с током имеют 
вид концентрических окружностей с центром на оси провода (ри
сунок 8.20). 

Рисунок 8.20 — Магнитное поле проводника с током 
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Касательная, проведённая к каждой точке линии, совпадает по 

направлению с вектором В . Направление линии магнитной индук
ции определяется правилом правоходового винта: если вращать 
винт так, чтобы остриё его перемещалось по току, то направление 
вращение головки винта совпадёт с направлением линий. 

Величина индукции магнитного поля зависит как от значения 
тока так и от среды, окружающей проводник. Опыт показывает, что 
всякое вещество, внесённое в магнитное поле намагничивается. 
Внутримолекулярные токи под действием внешнего поля опреде
лённым образом ориентируются, и их магнитное поле в сочетании с 
внешним образуют результирующее магнитное поле. 

Если хотят охарактеризовать магнитный эффект тока вне зави
симости от среды, то рассматривают другую векторную величину 

— напряжённость магнитного поля Н, связанную с вектором маг

нитной индукции В соотношением 

Н = В/\ха, (8.49) 

где Ц й — абсолютная магнитная проницаемость, Гн/м. 

Напряженность магнитного поля Н измеряется в амперах на 
метр (А/м). 

8.26. Закон полного тока в дифференциальной форме 

Закон полного тока устанавливает связь между электрическим 
током и его магнитным полем. Читается он следующим образом: 
линейный интеграл от напряжённости магнитного поля вдоль замк
нутого контура равен сумме токов, охватываемых этим контуром: 

\JHdT = ^I. (8-50) 
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Данная интегральная форма записи закона полного тока ис
пользуется для расчёта магнитных полей, имеющих симметрию, 
например, поля уединённого проводника с током. 

Пусть требуется определить напряженность магнитного поля в точ
ке, удаленной от центра проводника на расстояние R (рисунок 8.21). 

Рисунок 8.21 — К расчету напряженности магнитного поля 

Проведём окружность вокруг проводника радиусом R и возь
мём линейный интеграл от напряжённости магнитного поля вдоль 
этой окружности. В силу симметрии значение Н на расстоянии R от 

оси проводника будет одинаковым. Векторы Н и dl будут сов
падать по направлению, поскольку они направлены по касательной 
к окружности. Поэтому 

\JHdl = [jtfJ/cosO° = H\jdl = H2nR = I; 

2itR 

По мере удаления от провода напряженность магнитного поля 
убывает. 

Для исследования связи между током и магнитным полем в ка
ждой точке пространства пользуются законом полного тока в диф
ференциальной форме. 
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Выделим в проводящей среде небольшой контур, ограничи

вающий поверхность AS (рисунок 8.22). 

Рисунок 8.22 — Графическое представление TOtH 

Площадку AS расположим так, чтобы направление нормали к 

ней совпадало с направлением вектора плотности тока J в данной 
точке. Положительное направление нормали к площадке связывают 
правилом правого винта с направлением обхода контура. 

Линейный интеграл от напряжённости магнитного поля вдоль 

контура равен току Ai , проходящему через поверхность AS: 

\JHdl = M. 

Разделим правую и левую части равенства на AS и найдём 

предел, к которому стремится отношение, когда AS стремится к 

нулю, стягиваясь в точке А: 

г йШ
 у А* l im — = h m — . 

as->o AS AS 
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Величина, стоящая в левой части равенства, как известно из 

курса математики, представляет собой вектор, называемый вихрем 

или ротором вектора Н . 

Величина, стоящая в правой части равенства представляет со

бой вектор плотности тока J. 
Закон полного тока в дифференциальной форме принимает вид: 

rot# = J (8.51) 

В декартовой системе координат YOtH может быть представ
лен в виде определителя: 

i j к 

A A A 
I dx dy dz I 
н х Hy Hz 

r o t # = 

Соответственно закон полного тока в декартовой системе коор
динат записывают следующим образом: 

.Ж2 dH dH tf# TdH < / # rT ~.T r r 

dy dz dz dx dx dy 

8.27. Магнитный поток и его непрерывность 

Поток вектора магнитной индукции сквозь некоторую поверх
ность S называют магнитным потоком сквозь эту поверхность и 
обозначают Ф: 

Ф = fidS. 
(8.52) 
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Магнитный поток измеряется в веберах (Вб). Магнитную ин

дукцию В можно определить как плотность магнитного потока. 
Принцип непрерывности магнитного потока заключается в том, 

что линии магнитной индукции не имеют ни начала, ни конца, они 
непрерывны. Математически принцип непрерывности записывается 
следующим образом: 

[JBdS = 0, 
S 

то есть магнитный поток сквозь любую замкнутую поверхность 
равен нулю. 

Разделим обе части равенства на объём V, ограниченный по
верхностью S, и найдём предел отношения, когда объём стремиться 
к нулю, 

v->o V 

Выражение в левой части равенства называется дивергенцией. 
Итак, принцип непрерывности магнитного тока в дифференциаль
ной форме имеет вид: 

d i v i ? = 0. (8.53) 

8.28. Энергия магнитного поля. 
Плотность энергии магнитного поля 

Рассмотрим энергию уединённой индуктивной катушки. Пусть 
катушка с сопротивлением R и индуктивностью L подключена к 
источнику энергии с ЭДС е. Тогда по второму закона Кирхгофа 

имеем е - где\|/ — потокосцепление индуктивной катуш-
dt 
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ки, а есть падение напряжения, уравновешивающее ЭДС само-
dt 

индукции. 
Работу источника энергии за время dt определим из выражения 

eidt = ri2dt + id\\i. 

Первое слагаемое правой части равенства есть энергия, теряемая в 
виде теплоты в активном сопротивлении R, второе слагаемое есть 
энергия, создающая магнитное поле катушки, обозначим ее dWK '• 

dWM=id\\j. 

Полная энергия, запасённая в магнитном поле катушки, при из
менении \|/ от 0 до V)/ 

о 

Для катушек с неферромагнитным сердечником l|/ = Zi и 

d\\l = Ldi, поэтому 

'' г -2 
W =L 

м 
О 

\idi = — . (8.54) 

Плотность энергии магнитного поля найдём на примере катуш
ки с сердечником в виде тонкой кольцеобразной ленты, равномерно 
обмотанной проводом с числом витков W. Длина средней линии 
сердечника /, сечение сердечника S. Отношение внешнего радиуса к 
внутреннему такого сердечника близко к единице, благодаря чему 
напряжённость магнитного поля может быть принята одинаковой 
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по всему сечению сердечника. На основании закона полного тока 

[JHdl = [JHdl cos 0° = H[jdl = Hl = iw. 

HI 
Откуда следует: i 

w 
Потокосцепление d\\l = wd<& = wSdB, таким образом, энер-

Wu = )idy = — JHdB = v\HdB, где F — объ-гия магнитного поля »" 1 • • 
w 

о о о ём сердечника. 
Разделив обе части равенства на объём, получим плотность 

энергии магнитного поля: 

W е 
\HdB. 

V } 

Если | 1 Я сердечника постоянная, то 

B = \iaH и dB = \iadH. 

Следовательно, в каждой единице объёма, занятого магнитным 
полем, запасена энергия 

Ел 
V 

Для анизотропной среды плотность магнитной энергии 

W4 _ВН 

V ~ 2 
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8.29. Магнитное поле и индуктивность тороида и соленоида 

Если на кольцевой сердечник — тороид, выполненный из мате

риала с магнитной проницаемостью ]1а > [i0 , нанести обмотку так, 

что витки будут плотно охватывать тороид по всей длине, то весь 
магнитный поток практически будет сосредоточен в сердечнике 

(рисунок 8.23). Линии вектора напряжённости Н представляют 
собой окружности, сцепляющиеся со всеми витками. 

ч 

— — — » >•—-

щ. 
1 

Рисунок 8.23 — К расчету индуктивности тороида 

По закону полного тока 

[JHdl = [J#d/cosO = H{jdl = HlnR = Iw; 

H = 
Iw 

2nR 
B = »aH = 

2nR 
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Магнитный поток в сердечнике 

я, я. 
Ф= Ш= \BdSCo^=\BhdR=\b^R=)^ln^. 

Потокосцепление щ - фп- = ^ w ^ \ п ^2 и индуктивность то-
2тг R 

роида 

(8.56) 

Если i?, и / ? 2 незначительно отличаются друг от друга, то 

можно считать, что магнитное поле в тороиде распределено равно

мерно, и расчёт индуктивности вести по средней линии / и площа

ди сечения тороида S: 

Iw 
Я = -

<& = BS = naHS = \xJwS 

_ w O _ \xaw2S 
~~Г~ i 

(8.57) 

Полученная формула может быть использована также для опре
деления индуктивности длинного соленоида (рисунок 8.24), рас
сматривая его как тороид бесконечно большого радиуса. 

" 
< 0 0 0 0 0 1 

Рисунок 8.24 — Соленоид 
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Для соленоида конечной длинны / с \1а — \10 можно записать 

1 

где коэффициент К < 1, учитывающий, что не весь магнитный 

поток в таком соленоиде пронизывает все витки. Он зависит от от

ношения диаметра d витков катушки к её длине /, при — = § \ , ко-
/ ' 

эффициент К — 0 ,96, при — < 0,1 принимают К « 1. 

8.30. Магнитное поле и индуктивность 
двухпроводной линии 

Пусть по проводам линии проходит ток / (рисунок 8.25). (В 
правом проводе ток направлен в плоскость чертежа, в левом - из 
плоскости чертежа.) 

Рисунок 8.25 — Магнитное поле двухпроводной линии 

Определим величину магнитного потока между проводами, ис
ключая магнитный поток внутри проводов. Найдём сначала поток от 
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одного провода, а затем его удвоим, поскольку поток от второго про
вода будет совпадать по направлению с потоком первого провода. 

Согласно закону полного тока, напряжённость на расстоянии R 
от левого провода имеет значение 

Н 
2-kR 

Зависимость Н — f(R), построенная по полученному урав

нению, показана пунктиром на рисунке 8.25. 

Магнитная индукция В = ц Н = ^"^ • 
2nR 

В пространстве между проводами вырежем полоску длиной / и 
шириной dR, где / — длина линии. Магнитный поток, пронизы
вающий эту элементарную полоску, <1Ф = BdS = BldR. 

Весь поток между проводами, создаваемый током левого про
вода, 

I 2nR 2п R, 

где d — расстояние между осями проводов, RQ — радиус про

вода. 
Магнитный поток, создаваемый токами обоих проводов, 

ф = 2Ф,= In -2-

Так как dU RQ , то ф и I n — • 
ТС 
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Прямой и обратный провода линии образуют один виток, по

этому потокосцепление vj/ = w O = Ф . 

Внешняя индуктивность линии 

I> = V = VoL]nA. . (8.58) 
I к R0 

Для определения внутренней индуктивности L1, определяемой 
магнитным полем внутри проводов, найдём энергию этого магнит
ного поля. 

Вырежем в теле провода тонкостенный цилиндр длиной / с ра

диусом основания R и толщиной стенки dR. Найдём энергию в 

W и Н2 

стенке цилиндра =-*-dV = ^ llitRdR • 
1 V 2 

Напряженность магнитного поля внутри провода на расстоянии 
R от оси провода 

IR 
2nRl 

Энергия магнитного поля внутри провода 

4%R* 1671 
О ^'V"0 

Таким образом, энергия магнитного поля внутри провода 

1 2 16я 
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Откуда внутренняя индуктивность провода 

8тс 

Внутренняя индуктивность двух проводов линии 

L*=2L;= (8.59) 
4я 

Индуктивность двухпроводной линии 

L = L' + L 
Ro 4я 

(8.60) 

Для медных или алюминиевых проводов, у которых [ia = \Х0, в 

большинстве случаев вторым членом можно пренебречь по срав-

го потока является поток внутри проводов, и индуктивность таких 
проводов не будет зависеть от расстояния между проводами. 

Для защиты электроизмерительных приборов от влияния внеш
них посторонних магнитных полей их измерительные системы по
мещают в массивные замкнутые или почти замкнутые оболочки из 
ферромагнитного материала. Такие оболочки называют магнитным 
экраном (рисунок 8.26). 

нению с первым и L = ш — 

8.31. Магнитное экранирование 
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Рисунок 8.26 — Магнитный экран 

Поле внутри экрана оказывается ослабленным по сравнению 

с внешним полем. Магнитная индукция В в полости экрана зна

чительно меньше магнитной индукции Во во внешнем поле, так 

как магнитная проницаемость ферромагнитного экрана \Ха зна

чительно больше магнитной проницаемости воздуха |Ll 0. Экра

нирующее действие определяется тем, что линии магнитной ин

дукции внешнего поля, стремясь пройти по пути с наименьшим 

магнитным сопротивлением, сгущаются внутри стенок экрана, 

почти не проникая в его полость. 
Нередко применяют многоступенчатые экраны в виде не

скольких полых ферромагнитных оболочек. 
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8.32. Дополнительный теоретический материал 
для самостоятельной работы 

8.32.1. Взаимная индуктивность двух двухпроводных линий 

Пусть провода 1 и 1 1 первой линии параллельны проводам 2 и 

2 ' второй линии. Расстояния между осями проводов dn ,dn,, dV2 

и dvv заданы, длина линий / (рисунок 8.27). 

Рисунок 8.27 — К расчету взаимной индуктивности 
двух двухпроводных линий 

Пусть по первой линии идёт ток 1у Найдём потокосцепление 

ц/ 1 2 со второй линией. Примем радиусы проводов второй линии 

пренебрежимо малыми по сравнению с расстояниями между про

водами, тогда потокосцепление 1|/ 1 2 определяется потоком Ф 1 2 • 

Этот поток будет равен алгебраической сумме потоков Фх от тока 

провода 1 и Ф, от тока провода 1'. Поток Ф, ограничен окруж

ностями радиусами du и du,. Для элементарной площадки 

dS = IdR, расположенной перпендикулярно к направлению ли
ний магнитной индукции на расстоянии R от провода 1, магнитный 

ntrroKdO = BdS = ^-dR, 
2nR 
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а весь поток 

Ф, 
J 2nR 

dR 
271 б/, 12 

Аналогично для провода 1' с током —1{, 

ф 1 , = _ ь / У 1 г > 2 ' 
2п d, Г2 

Результирующий поток 

Ф1 2 = Ф, + Ф г = 
2п dndV2, 

Взаимная индуктивность — = ^bLfa ^VI^W 
/[ 2я dndV2, 

8.32.2. Сила взаимодействия двух проводов 
с током в линии электропередачи 

Определим силу взаимодействия двух параллельных проводов с 
током (рисунок 8.28) 

Рисунок 8.28 — Двухпроводная линия элекропередачи 
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В двухпроводной линии электропередачи токи в проводах на
правлены навстречу друг другу. Каждый провод находится в маг
нитном поле, созданном током соседнего провода. Направление 

вектора магнитной индукции В определяется по правилу правохо-
дового винта. 

Согласно закону Ампера сила, действующая на правый провод, 

F = Idl х В или F = IlBsina, 

где & — угол между вектором В и вектором dl . 

Вектор dl направлен по направлению тока в элементе длины 

проводника. В рассматриваемом случае ОС = 90 ; следовательно 

F = BIl, (8.61) 
где / — длина провода. 
Согласно закону полного тока напряженность магнитного поля 

от тока левого провода на расстоянии а находится из выражения: 

И - 1 

2 т ш 

Соответственно магнитная индукция 

В = р0 2па 

а сила, действующая на правый провод 

14 
2па 

F = Vo—- (8-62) 
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Такая же сила будет действовать на левый провод. Направление 
силы определяется по правилу левой руки. Как видно на рисунке 
8.28, провода отталкиваются друг от друга. 

8.32.3. Сила тяги электромагнита 

На практике широко применяются приборы, основанные на 
притяжении подвижной части электроустройства к неподвижной. К 
их числу относятся электромагнитные реле, электроизмерительные 
приборы электромагнитной системы и другие (рисунок 8.29). 

ярмсИ 

якорь 

Рисунок 8.29 — Электромагнитное реле 

Энергия магнитного поля в воздушном зазоре 

где о = — + —— рабочая поверхность якоря, —̂— 

энергии в воздушном зазоре. 

плотность 
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Сила тяги электромагнита направлена так, чтобы якорь прибли
зился к ярму. При этом энергия, запасенная в магнитном поле воз
душного зазора, переходит в механическую работу, затрачиваемую 
на перемещение якоря. 

Пусть под действием магнитных сил якорь начал притягивать
ся, но прошел настолько малое расстояние dl, что величина В и Н 
практически не изменились. Наступившее малое изменение энер
гии составит 

RJ~f 
dW=—Sdl. 

2 

С другой стороны dWM = Fdl} где F — сила действующая на 

якорь. Следовательно, 

F = * K = b h s . ( 8 . 6 3 ) 

dl 2 

ВН 
Из последнего выражения видно, выражает собой как объ

емную плотность энергии, так и давление на единицу рабочей по

верхности якоря. 
Если учесть, что в воздушном зазоре Н = — , то 

В2 

F= S. (8.64) 
2и0 

Из уравнения (8.64) видно, что сила тяги электромагнита созда
ется как при постоягнном, так и при переменном токе в катушке. 
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8.33. Задачи и вопросы для самопроверки 

1. Какими величинами характеризуется магнитное поле и как 
они связаны между собой? 

2. Связь каких величин определяет закон полного тока? 

3. По прямому цилиндрическому проводу радиуса RQ = 0 ,02 м 

протекает ток 7 = 100 А. Найти напряжённость магнитного поля на 
расстоянии Д, = 0,01 м и R1 = 0,4 м от оси провода. 

Ответ: 398 А / м ; 39,8 А / м . 

4. Найти значение индукции магнитного поля двухпроводной 
линии с постоянным током 7 = 100 А между проводами на рас
стоянии R{ = 0,2 м от левого провода на оси, соединяющей центры 

проводов. Расстояние между проводами а?=1м; ц о = 1,25 х 10~6 Гн/м • 

Ответ: 124 ,4x10^ Тл. 

5. Испытывает ли уединённый провод механические усилия 
при прохождении по нему тока? 

6. Каково выражение плотности энергии магнитного поля? 
7. Через посредство каких величин определяют значение ин

дуктивности? 
8. Как выполняют магнитное экранирование? 

Лекция 6 
ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕМЕННОГО 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

8.34. Полный электрический ток 

Электрический ток в проводящей среде есть упорядоченное движе
ние электрических зарядов под действием сил электрического поля. Та
кой ток называется током проводимости. Плотность тока проводимости 
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J = YE. 

Если заряженные тела или частицы движутся в непроводящей 

среде или вакууме со скоростью V, то они образовывают ток, на
зываемый током переноса: 

где р — объёмная плотность заряда частиц, о — скорость дви

жения частиц. 
Под влиянием электрического поля связанные электрические 

заряды диэлектрика смещаются: положительные — по направле
нию поля, отрицательные — в противоположном. При исчезнове
нии электрического поля заряды снова возвращаются в прежнее 
состояние. Явление смещения упруго связанных электрических за
рядов и ориентации дипольных молекул диэлектрика называется 
поляризацией диэлектрика. При всяком изменении электрического 

поля во времени изменяется поляризованность Р диэлектрика. При 
этом в веществе диэлектрика движутся элементарные частицы с 
электрическими зарядами, входящими в состав атома и молекулы 
вещества. Этот вид тока в диэлектрике называют током поляризации: 

3 
поляр ы 

Для сред, в которых поляризованность пропорциональна на

пряжённости поля Р = Z0%RE , плотность тока поляризации 

dt9 
J — Е У • 

поляр О Л/г 
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где XR — относительная диэлектрическая восприимчивость. 
Все три перечисленных тока представляют собой движение 

электрических зарядов. Каждый из этих токов сопровождается маг
нитным полем. 

Максвелл предложил называть также электрическим током из
менение во времени электрического поля в вакууме, так как при 
этом образуется магнитное поле. Этот вид тока называют током 
смещения в вакууме: 

дЁ 
*^0см — £ 0 dt 

Отличие тока смещения в вакууме от других видов тока состоит 
в том, что он не вызывает тепловых потерь. 

Таким образом, электрическим током называют два разнород
ных явления — движение электрических зарядов и изменение элек
трического поля во времени. 

Полным электрическим током называют совокупность всех яв
лений, при которых образуется магнитное поле: 

Л т о л н — J + « ^ п е р + * А ю л я р + * Л с м • 

Ток проводимости и ток переноса имеют место и в постоянных 
и в переменных во времени электрических полях, ток поляризации 
и ток смещения в вакууме имеют место только в переменных во 
времени полях. 

Сумму токов поляризации и тока смещения в вакууме называют 
током смещения в диэлектрике: 

1-1 1 - h у Ё Ё . - дД _дР 
J см " ' п о л я р ~*~ "'ОСМ — £ 0 V 1 + Х г / ^ — Б о QF ~ QJ ' 

244 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Ток переноса встречается крайне редко, поэтому под полным то
ком, как правило, понимают сумму токов проводимости и смещения: 

J«№»=J + Ja.=yE + —- (8-65) 
dt 

8.35. Первое уравнение Максвелла 

Одним из основных уравнений электромагнитного поля являет
ся первое уравнение Максвелла, которое представляет собой диф
ференциальную форму записи закона полного тока: 

Гт г; 3D гоШ =уЕ + . ,Q „л 

Физический смысл этого уравнения заключается в следующем: 
магнитное поле возбуждается как током проводимости, так и изме
няющимся электрическим полем. 

Для сред с постоянной диэлектрической проницаемостью 

еа = sre0 = const имеем 

r o t # = y £ + s a — . (8.67) 

Для идеальных диэлектриков с проводимостью у = 0 получаем 

дЁ 
r o t # = s„—. 

" dt 

Магнитное поле в данном случае возбуждается изменяющимся 
во времени электрическим полем без участия тока. 
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8.36. Второе уравнение Максвелла 

Второе уравнение Максвелла представляет собой выражение 
закона электромагнитной индукции в дифференциальной форме: 

rotE = - — . 
dt (8.68) 

Физический смысл этого уравнения заключается в следующем: 
изменяющееся во времени магнитное поле возбуждает вихревое 
электрическое поле. 

Для сред с постоянной магнитной проницаемостью 

го1£ = - ц ^L. (8.69) 

Докажем, что второе уравнение Максвелла выражает закон 
электромагнитной индукции в дифференциальной форме. Соглас
но этому закону при изменении магнитного потока, пронизываю
щего поверхность, ограниченную замкнутым контуром, в контуре 
наводится ЭДС: 

дФ 
е = . 

dt 
Если напряженность индуцированного электрического поля 

обозначить Е, то 

Магнитный поток есть поток вектора магнитной индукции В 

сквозь поверхность S: 
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Следовательно, [J.Ee?f = - J—dS. Левую часть уравнения 
sdt 

можно преобразовать по теореме Стокса, ^Edl = jroXEdS. 
s s 

Таким образом, jrotEdS = -\—dS. 

Полученное равенство выполняется при любых площадях. 

Следовательно, rot is = • 
dt 

8.37. Полная система уравнений электромагнитного поля 

Электромагнитное поле определяется четырьмя векторными 

величинами Е, D, В,Н. 

Дня сред с постоянной проницаемостью эти векторы связаны 
соотношениями: 

5 = еаЁ; B = iiaH. 

Для любого изотропного вещества электромагнитное поле оп
ределяется следующей системой уравнений: 

DE) DB 
rot// = уЁ +—, rot£ = . 

1 DT DT 

divD = p, divB = 0. 

D = гаЁ, В = \iaH. 
247 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Физический смысл основных уравнений электромагнитного по
ля заключен в том, что магнитное поле всегда вихревое и возбуж
дается оно как движущимися зарядами, так и изменяющимся во 
времени электрическим полем. Электрическое поле может быть 
вихревым (в этом случае оно возбуждается изменяющимся во вре
мени магнитным полем) и безвихревым (если оно возбуждается 
постоянными во времени электрическими зарядами). 

Электрические и магнитные поля связаны непрерывными вза
имными превращениями и представляют собой различные прояв
ления единого электромагнитного поля, которое находится в дви
жении и несет с собой запас энергии: 

Теорема Умова - Пойнтинга выражает закон сохранения энер
гии в электромагнитном поле. Она связывает изменение энергии, в 
каком-либо объеме с потоком ее через поверхность, ограничиваю
щую этот объем. 

Энергия электромагнитного поля в объеме V равна: 

(8.70) 

8.38. Теорема Умова - Пойнтинга 

Найдем изменение энергии в данном объеме: 
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Из уравнений Максвелла для сред с s e = const, |J.fl = const, 

_^ рГр _ QH 
-• const, гоШ = уЕ + еа— и r o t £ = - u , — • 

' " 3 / 0 dt 

Найдем e = r o t # - y E и ц, = - r o t £ , 
0 dt dt 

i тогда £ 5 k = ^ErotHdV - $yE2dV - pIxotEdV. 
dt 

Из математики известно, что 

div[£#] = #rot£ - ExoXH. 

Следовательно, 

dW 
3M -pv[EH]dV-$yE2dV. 

dt v v 

Обозначим векторное произведение [EH] = П. 

Вектор П называют вектором Пойнтинга, его размерность рав-

В т / м 2 . 

По теореме Остроградского 

jdivUdV = [jUdS. 

В результате получим 

-\pdS=jyE2dV+ (8-71) 
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Данное выражение носит название теоремы Умова - Пойнтин
га, согласно которой поток вектора Пойнтинга сквозь замкнутую 
поверхность S равен сумме двух мощностей: мощности тепловых 
потерь внутри объема, ограниченного поверхностью S, и прираще
ния энергии электромагнитного поля в том же объеме. 

Положительная нормаль к замкнутой поверхности и вектор dS 

направлены в наружную сторону. Поэтому, чтобы поток вектора П, 
входящий через поверхность S, был положительным, вектор П дол
жен быть преимущественно направлен внутрь объема V (угол между 

вектором П и вектором dS должен быть преимущественно тупым). 

Вектор Пойнтинга есть физическая величина, которая равна 

энергии, проходящей в единицу времени сквозь поверхность, рав

ную 1 М 2 , перпендикулярную к направлению вектора П. Вектор 

П определяется выражением П = НJ, согласно которому на

правление вектора П будет совпадать с направлением движения 

острия правоходового винта, головка которого вращается в плоско

сти, содержащей векторы Е и Н, в направлении от Е к Н по 

кратчайшему расстоянию. 

Если в объёме V имеются источники энергии мощностью Р , 

то теорему Умова - Пойтинга записывают в следующем виде: 

PHCt={jndS+jyE2dV 
dt 

Мощность источников в объеме V равна сумме мощности тепло
вых потерь в объеме V, мощности изменения энергии электромагнит
ного поля в объеме V и мощности энергии, выходящей наружу через 
поверхность S, ограничивающую рассматриваемый объем V. 
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8.39. Передача электрической энергии 
вдоль проводов линии электропередачи 

Теорема Умова - Пойнтинга позволяет сделать вывод, что пе
редача энергии вдоль проводов линии осуществляется электромаг
нитным полем, распространяющимся в диэлектрике вдоль проводов 
линии. Провода линии служат направляющими движения энергии 
электромагнитного поля. 

Окружим часть линии вместе с приемником замкнутой поверх
ностью S (рисунок 8.30). 

Рисунок 8.30 — Линия электропередачи 

Согласно теореме Умова - Пойнтинга _ j j f j ^ _ j y g i + 

s v 
приращение энергии электрического и магнитного полей в объеме 
V, ограниченного замкнутой поверхностью S, и поглощение энер
гии в приемнике и в проводах линии, расположенных в этом объе
ме, происходит за счет электромагнитной энергии, поступившей из 
диэлектрика в объем V сквозь ограничивающую его поверхность S. 

В частном случае, когда ток в линии постоянный, энергия элек
трического и магнитного полей в объеме V не изменяются во вре
мени, последний член уравнения Умова - Пойнтинга равен нулю: 

- фШ = jyE2dV. 
s V 
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Энергия, поглощаемая в цепи в виде теплоты, равна энергии, 
передаваемой в область V через поверхность S. Таким образом, 
энергия, выделяемая в проводнике в виде теплоты, передается в 
проводник сквозь поверхность проводника из диэлектрика, окру
жающего проводник. Покажем это на примере круглого провода 

радиуса Г 0 длиной /, с сопротивлением R и током I (рисунок 8.31). 

Поскольку отрезок проводника обладает сопротивлением R, то при 
наличии тока на концах проводника возникнет разность потенциа
лов, определяемая тангенциальной составляющей напряженности 

электрического поля: EJ = Ri, откуда £ = — 

Напряженность магнитного поля на поверхности проводника 

Следовательно, нормальная составляющая вектора Пойнтинга 
равна 

Величина 2жг01 есть площадь цилиндрической поверхности 

отрезка провода. Мощность, передаваемая в провод сквозь его по
верхность из окружающей среды, равна: 

Н = 
2%г0 

UnS = i2R. 

i 
Рисунок 8.31 — Отрезок провода линии 
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На рисунке 8.32 показаны направления линий напряженности 
магнитного и электрического полей около проводов линий элек
тропередачи. Линии напряженности электрического поля несколько 
изогнуты, так как вследствие наличия активного сопротивления 

самих проводов вектор Е у поверхности провода имеет состав
ляющую по направлению тока в проводнике. Определяя направле
ние вектора Пойнтинга П , в разных точках поля получаем карти
ну, изображенную на рисунке 8.32, из которой видно, что поток 
электромагнитной энергии передается от генератора к приемнику 
через диэлектрик, расположенный между проводами и возле них. 
Через провода энергия к приемнику не передается, провода сами 
потребляют из диэлектрика энергию, преобразуя ее в тепловую, 
аналогично активному приемнику, расположенному в конце линии. 

к приемнику 

Рисунок 8.32 — Поток вектора Пойнтинга в диэлектрике между 
проводами и возле них 

Величина напряженностей электрического и магнитного полей 
имеют наибольшее значение в пространстве между и возле проводов, 
поэтому подавляющая доля энергии от генератора идет по диэлектри
ку в пространстве между и возле проводов. Провода образуют канал в 
диэлектрике, по которому поступает энергия к приемнику. 
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8.40. Уравнения Максвелла в комплексной форме записи 

Уравнения Максвелла xotH-уЕ + г — и xotE - - д 
а dt dt 

записаны для мгновенных значений НиЕ. 
Если НиЕ изменяются во времени по синусоидальному закону, 

то уравнения Максвелла можно записать в комплексной форме. 
Пусть Н = Нтsin(art + \ | / я ) и Е = Ет sin(atf + \уЕ). 
Перейдём к комплексной форме записи синусоидальных вели

чин: 

Я = Im Hmejxv»ej(at = Im HmeJal, 

rw-Hm=HmejWH, 
m m 7 

E = lm EmeJ"EeJO" = Im EmeJ(at, 

где — Em =Ее™\ 
m m 

Так как напряжённости НиЕ, кроме того, что они изменяются 

во времени по синусоидальному закону, являются функциями век

торными, то есть определенным образом ориентированными в про

странстве векторами, то над ними ставят стрелку и точку: Нт и 

Ет. Подставим в уравнение Максвелла вместо Н величину 

Hmejat и вместо Е величину Emejm
 ; в результате получим: 
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После сокращения на е получим первое уравнение Мак
свелла в комплексной форме: 

rotHm=yEm+JG>eaEm- (8-72) 

Аналогично запишем второе уравнение Максвелла: 

rot Em=-j(0\xaffm. (8.73) 

Дополнительный теоретический материал 
для самостоятельной работы 

8.41. Теорема Умова - Пойнтинга в комплексной форме записи 

В теории синусоидальных токов пользуются приемом, позво
ляющим вычислить активную и реактивную мощности по ком
плексной мощности S, равной произведению комплекса напряже

ния U на сопряженный комплекс тока 

S = UI = ±UmIm=P + jQ. 

Аналогично в электромагнитном поле вводится в употребление 
комплексный вектор Пойнтинга 

П = ЕН 
21 

Em Нп 
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Определим поток этого вектора через замкнутую поверхность 
S, ограничивающую объем V, повторив преобразования при выводе 
теоремы Умова - Пойнтинга в обратном порядке 

Е_Н„, dS = - - J d i v Е Нт dV •• 
( • 

E„rotHm-HmrotEm W 
J 

Согласно уравнениям Максвелла в комплексной форме 

TotHm=yEm+j(osaEm, 

Следовательно, TOtHm = y E m — j(OEaEm и 

EmrotHm - Нт rotЕт = yEm Em - j(iX-a Em Em + j(a\ia Hm Hm 

= yE2

m+j2(o 

Таким образом, 

* a m a n 

- f j i EmHm dS=\^EldV + j J ^ 
Г 2 

' m eE2^ 
a m w. 

J 

Первый интеграл в правой части выражает собой активную 
мощность Р, поглощаемую внутри объема V, второй интеграл есть 
разность максимальных значений энергий, запасенных в магнитном 
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и электрическом полях этого объема. Произведение этой разности 
на угловую частоту СО представляет собой реактивную мощность. 

Для подтверждения последнего рассмотрим реактивную мощ
ность цепи синусоидального тока с последовательным соединением 
резистивного R, индуктивного L и емкостного С элементов: 

Q = fX = I2\ a>L—^1 = 2» 2ш2С2 
г/ 2 С 

(и1 си2} 
= со т т 

) { 2 ' 2 J 
\ мт эт / 

Таким образом, теорема Умова - Пойнтинга в комплексной 
форме имеет вид: 

ЕН„ dS = P + jco(WMm-W3m) = P + jQ. 

Эта форма теоремы Умова - Пойнтинга имеет важное практи
ческое значение. Ее используют, например, при определении ак
тивного и внутреннего индуктивного сопротивлений проводников 
на переменном токе. 

8.42. Задачи и вопросы для самопроверки 

1. Что такое полный электрический ток? 
2. Что является причиной появления электрического поля. 
3. Что является причиной появления магнитного поля? 
4. Что выражает собой вектор Пойнтинга? 
5. Какова связь между направлением вектора Пойнтинга и на

правлением векторов напряженностей электрического и магнитного 
полей? 

6. По уединенному алюминиевому проводу радиусом г = 0,01 м, 

длиной / = 1 м проходит ток 1 = 1 ООО А. Удельная проводимость 
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алюминия у - 3 2 x 1 0 6 Ом/м. Пользуясь теоремой Умова -

Пойнтинга, найти мощность потока энергии, входящей внутрь про

вода через его боковую поверхность. Сравните эту мощность с 

мощностью, определяемой по закону Джоуля - Ленца: Р = I2R . 
Ответ: 1000 Вт. 
7. Какую роль выполняют провода линии при передаче по ней 

энергии от генератора к приемнику? 

Лекция 7 
ПЕРЕМЕННОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 

В ПРОВОДЯЩЕЙ СРЕДЕ И ДИЭЛЕКТРИКЕ 

8.43. Уравнения Максвелла для проводящей среды 

ЕслиЕиНизменяются во времени по синусоидному закону, то 
для анализа электромагнитного поля в проводящей среде исполь
зуются уравнения Максвелла в комплексной форме: 

rotEm=yEm+JG)SaEm. 

m^m=-j(a\iaHm. 

В проводящей среде даже при весьма высоких частотах произ

ведение С08 я значительно меньше проводимости у . Поэтому сла

гаемым ja£aEm в первом уравнении Максвелла можно пренебречь: 

wtEm=yEm. (8.74) 
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тохЕт=-](й[1аНт. (8.75) 

Возьмем ротор от первого уравнения: 

rot rot Нт - r o t уЁ„. 

Используя выражение ротора от ротора, получим 

g r a d d i v ^ - V 2 f f m = y r o t E m . 

Так как divHm = 0 , поэтому и g r a d d i v / / ^ = 0. 
Учитывая уравнение (8.75), будем иметь: 

V2Em=j(dlLayEm. (8.76) 

8.44. Плоская электромагнитная волна в проводящей среде 

Электромагнитная волна будет плоской, если все величины, 
характеризующие интенсивность электромагнитного процесса за
висят только от одной координаты. Приблизительно такой характер 
имеет электромагнитная волна, излученная антенной, если эту вол
ну рассматривать в небольшой области пространства на большом 
расстоянии от излучающей антенны. 

Пусть векторы Е и Н зависят только от координаты z, тогда 

ЗНт Л дЙт Л дЁт . дЁ Л 

2L = 0, 2L = 0, - = 0, *- = 0. 
дх ду дх ду 
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Повернем координатные оси так, чтобы ось у совпала с векто

ром напряженности магнитного поля Нт. Тогда Нт = JH , где 

j — единичный орт оси у. Подставим Нт = jHm в уравнение 

(8.76) 

д2 б2 д2

 ч 

v — Т + —7 + — 5 
дх2 ду2 dz2 

сР'Н д2Н Учитывая, что « - q д - Q , получим 
дх2 ' ду2 

dJ^L = j(OlioJHm. (8.77) 
dz 

Переход от частной производной к простой, произведен по той 

причине, что Нт зависит только от координаты z. 

Решение полученного дифференциального уравнения имеет вид: 

Нт = Схе^+С2е^, 

где — С, и С2 комплексные коэффициенты, определяемые из 

граничных условий, р = /COiiay . 

Так как Jl = y]eJ90° = е-/'45° = —1= + / - ! = • , то, вводя обозначе-
V2 V2 

ние ЮН-Л _ £ , получим: 
2 

р=Vmu=(1+=а+л*. 
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Напряженность электрического поля Ёт найдется из уравнения 

(8.74): 

Ё=-хо\Нт. 
У 

Запишем выражение TOt Нт в декартовой системы координат 

для плоской волны: 

т , й т = Г ( ^ - ^ ) + 7 ( ^ - ^ ) + ^ - ^ ) = - г ^ ^ д й ~ 
ду dz dz дх дх ду dz dz 

Следовательно, 

Ё = j ( A E L . y (8.78) 
у dz 

Полученное выражение показывает, что вектор Ет направлен 

по оси х. Таким образом, в плоской электромагнитной волне век

торы Ет и Нт взаимно перпендикулярны Ёт J_ Нт . Подставив в 

уравнение (8.78) значение Нт, получим 

Em=il(Cie^-C2e^). 
У 

Частное от деления р на у называют волновым сопротивле

нием: 

Обозначим Нтпад =Cle~pz и Ётпад = Z^Cxepz — напря

женность магнитного и напряженность электрического полей па-
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дающей электромагнитной волны, а Нт = C_2e+pz и 

напряженность магнитного и напряженность 
~ т отр —в 2 

электрического полей отраженной электромагнитной волны, тогда 

ТТ _ ТТ , ТТ 
m т п а д т о т р ' 

Е-Е + Е 
m т п а д / и о т р " 

Составляющие падающей волны п„„ и Нтпя„ дают вектор ' / и п а д 

Пойнтинга падающей волны П т п а д = £ т п а д х Я т п а д , а состав

ляющие отраженной волны Еттр и Нтотр дают вектор Пойтинга 

отраженной волны ft = Ё хН (рисунок 8.33). 
г т о т р т о т р т о т р v r J ' 

777 пад п, 'тотр 
т о т р 

Рисунок 8.33 — Вектор Пойнтинга для падающей 
(а) и отраженной (б) волн 

Составляющие падающей волны Етпая и Н т т а дают вектор 

Пойтинга П о т п а д ^направленный вдоль положительного направле-
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ния оси z, следовательно, падающая электромагнитная волна несет 
в себе энергию и распространяется вдоль положительного направ
ления оси z. 

Составляющие отраженной волны £ т е о т р и Нтотр дают вектор 

Пойнтинга П т о т р направленный вдоль отрицательного направле

ния оси z. Это значит, что отраженная электромагнитная волна не

сет в себе энергию и распространяется вдоль отрицательного на

правления оси z. 

8.44. Распространение плоской электромагнитной волны 
в однородном проводящем полупространстве 

Пусть плоская электромагнитная волна, распространяющаяся в 
диэлектрике, подходит нормально к плоской поверхности прово
дящей среды, ограничивающей ее с одной стороны (рисунок 8.34). 
Во всех остальных направлениях проводящая среда простирается 
до бесконечности. Направим ось z в глубь проводящей среды нор
мально к ее поверхности. Плоскость хОу совместим с этой поверх
ностью. 

Рисунок 8.34 — Граница между 
диэлектриком и проводящей средой 
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Так как проводящая среда простирается до бесконечности, то 
падающая волна в толще проводящей среды не встречает границы, 
от которой бы она отразилась, и отраженной волны в данном слу
чае не возникает. 

При наличии только одной падающей волны 

UM=C,ep и Em=ZBCxe^. 

Постоянную интегрирования Сх найдем из граничных условий. 

Пусть на поверхности среды при z = О напряженность магнитного 

поля имеет значение Н„ = Нтп = Не1^", тогда С, = Н„„ и 
т та та ' — 1 

выражения напряженностей имеют вид: 

Hm=Hmae-be-Jbefv-, 
т та " 

Ё =Н £ f f e l^.e-jkzeJ^ejA5° 
т та \1 

V Y 
Напишем мгновенные значения Е и Я. Для этого правые части 

умножим на в и возьмем мнимые значения от получившихся 
произведений: 

H = Hmae-k2sm((ut-kz + ya); 

Е = Н ^ е ~ ь зт(Ш -Ь + ц,а+ 45°). 
V Y 
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Из полученных выражений следует, что амплитуды напряженно-
стей магнитного и электрического полей по мере проникновения в 
проводящую среду убывают по показательному закону (рисунок 
8.35). Это происходит потому, что энергия электромагнитной волны в 

проводящей среде с J Ф О преобразуется в тепловую энергию. 

Рисунок 8.35 — График мгновенного значения 
напряженности магнитного поля 

Во всех точках проводящей среды, в том числе и на ее поверх

ности, напряженность электрического поля опережает по фазе на

пряженность магнитного поля на угол 45° 

Под длиной волны X понимают расстояние вдоль направления 
распространения волны (вдоль оси z), на котором фаза колебания 
изменяется на 27Г. 

Она определяется из условия 

(со?! -kzl+\\ia)- [со?, - k(zx + X) + \ | / о ] = 2л; 

х-—- х- 271 
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Под глубиной проникновения А понимают расстояние вдоль 
направления распространения волны, на котором амплитуда па
дающей волны Е (или Н) уменьшается в е раз. Глубину принокно-

-кА - 1 

вения определяют с помощью выражения е = е . 
Отсюда следует, что 

Глубина проникновения в 2ж раз меньше длины волны. Глуби
на проникновения уменьшается с увеличением частоты, магнитной 
проницаемости и удельной проводимости проводящей среды. На
пример, при частоте /" = 50 Гц глубина проникновения в меди 
( у = 58х10 6 См/м)-9 ,4 мм, в стали (Y = IO 7 CM/M ; ц г = 1000) -0 ,74мм-

При частоте / = 500000 Гц глубина проникновения уменьшается в 
100 раз. 

Отношение амплитуд напряженностей полей на расстоянии 

Z = X от поверхности среды к их значениям на поверхности равно 

И Р~кХ 

та = екХ = е~1ж = 0 ,00185. 

На этом расстоянии волна практически затухает. В идеальный 

проводник (у = оо) электромагнитная волна совсем не проникает, 

она полностью отражается от него. Свойство переменного электро
магнитного поля высокой частоты проникать на небольшую глуби
ну проводящих тел, обладающих высокой удельной проводимо
стью или магнитной проницаемостью, используется для устройства 
электромагнитных экранов. На этом же свойстве основана высоко
частотная закалка стальных изделий. Закаливаемую деталь поме
щают на короткое время в поле высокочастотных токов. Энергия 
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электромагнитных волн, проникающих в деталь, поглощается в 
тонком поверхностном слое и нагревает его. После этого деталь 
удаляют из электромагнитного поля и охлаждают. Закаляется лишь 
тонкий поверхностный слой детали, что приводит к улучшению 
качества изделий. 

8.45. Магнитный поверхностный эффект в плоском листе 

Рассмотрим распространение плоских электромагнитных волн в 
стальном листе. Пусть вдоль листа распространяется переменный 

магнитный поток Ф . Толщина листа 2а, высота листа h, длина 

листа /. Длина листа / и его высота h (рисунок 8.36) значительно 
превосходят его толщину: / » 2а, h » 2а. 

Рисунок 8.36 — Магнитный поток в плоском листе 

Определим закон изменения напряженностей полей Е и Н по 
сечению листа. Электромагнитные волны в данном случае прони
кают в лист с двух его сторон. В силу симметрии напряженность 
магнитного поля на левой поверхности листа та же, что и на правой 

h 

2а 
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поверхности листа. Обозначим ее Нта. Соответственно оси коор

динат направим так, чтобы вектор Н был направлен по оси у, то 

есть Нт = jHm, тогда 

Нт=С{е-?+С2е?. 

Постоянные С{ и С 2 найдем из граничных условий. При z = а, 

то есть для точек, находящихся на правой стороне листа, 

Нта = Схер-а

 + С2е^; 
п р и z = - а, 

Из совместного решения этих двух уравнений получим: 

ТТ ТТ 

(2 =(J — та _ та 

Напряженность магнитного поля в любой точке листа 

Н = Н щ а (e'RZ+e-) = H ^£L_ (8.79) 
<"i v. v ' та i 

2ch pa ch pa 
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Напряженность электрического поля в любой точке листа 

- - 1 dH - v • s h p z 

К = i ( т 4 ) = ( £ Я „ = -iEm, 
у dz у ch pa 

т та 1 * 
У ChPa (8.80) 

При z = а напряженность Ёт направлена вверх (вдоль оси - х), 

при z = - а — вниз. Вектор Пойнтинга направлен внутрь листа, как 
с левой стороны листа, так и с правой. 

Переменный магнитный поток индуктирует электродвижущие 
силы в контурах, расположенных в плоскостях, нормальных к ли
ниям магнитной индукции. В этих контурах под действием индук
тированных ЭДС возникают вихревые токи. Вектор плотности вих
ревого тока 

д А . sh pz 
J =уЕ \ J = рН 

т I m' т г та л 

— ch ра 

Магнитная индукция в любой точке листа ch pz 
Вт = V"aHm = ^аНта "ГГ^ 

ch ра 

Среднее значение магнитной индукции в листе 

I V Ц Н shpa и Н 
Д = - \Bdz = ^а та ~ = ^ s - a a - t hра . 

а ' ар спра ар ~ 
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Если считать В известной и равной „ ф «_, то можно найти 
т ср 2ah 

напряженность магнитного поля на поверхности листа: 

fiathpa 

На рисунке 8.37 представлены кривые распределения модулей 
напряженностей электрического и магнитного полей по сечению 
листа. По ним видно, что наибольшее значения магнитная и элек
трическая индукции имеют на поверхности листа. В середине листа 
при z = О напряженность магнитного поля имеет минимальное зна
чение, а напряженность электрического поля равна нулю. Кривая 
плотности вихревых токов J = / (z) повторяет в своем масштабе 
кривую напряженности электрического поля Е = f ( z ) . Явление не
равномерного распределения поля по сечению листа, вызванное 
затуханием электромагнитной волны, называют поверхностным 
эффектом. 

Н\ 

Е 

Рисунок 8.37 — Распределение напряженностей 
Е и Н по сечению листа 
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8.46. Электромагнитное экранирование 

Для защиты электроизмерительных приборов, элементов элек
трических цепей, устройств автоматики и связи и т. д. от влияния 
внешних электромагнитных полей применяются металлические 
экраны. Если защищаемый элемент цепи окружить металлической 
оболочкой, то при достаточной ее толщине внешнее электромаг
нитное поле практически не проникнет внутрь оболочки, поскольку 
вся его энергия будет поглощена этой оболочкой. Физически экра
нирующее действие может быть объяснено возникновением токов в 
стенках экрана, создающих поле, компенсирующее внешнее поле. 
Эти токи могут рассматриваться как вихревые токи. 

Для получения эффективного экранирующего действия толщи
на стенок экрана должна быть приблизительно равной длине волна 
Л в веществе экрана. При радиочастотах порядкаf= 500 кГц дли
на волны в меди 0,6 мм, экраны изготавливаются из меди или алю
миния. 

8.47. Плоская электромагнитная волна в диэлектрике 

Рассмотрим распространение плоской электромагнитной волны 

в однородном и изотропном диэлектрике. Проводимость у идеаль

ного диэлектрика равна нулю. Поэтому в первом уравнении Мак

свелла в правой его части слагаемое уЕ отсутствует, и уравнения 

Максвелла в комплексной форме для действующих значений на-
пряженностей получают следующий вид: 

r o t t f = / c o s a £ ; (8.81) 

ro\E = -j®\iaH\ 
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div£ = 0 и div£ = p C B 0 6 / e o . 

Для однородных и изотропных диэлектриков [ia — const и ус

ловие д\\\хаН = § равнозначно условию div/ / = 0. Для со

вместного решения уравнений (8.81) и (8.82) возьмем ротор от 

уравнения (8.81). Получим 

rot rot Я = grad div Я - V 2 # = jmsjotE. 

Так как div/ / = 0, то и graddiv// = 0. В свою очередь 

rotЕ = -j(S)\iaH. Поэтому -V 2 H = j(aza{-jfa\iaH) или 

У 2 Я = - С 0 2 8 а | 1 д Я . (8.83) 

Произведение £ „ Ц а имеет размерность, обратную размерности 

квадрата скорости U, и поэтому можно принять 8 о (1 д = 1 / и 2 . С 

учетом этого обозначения уравнение (8.83) получает следующий 

вид: у 2 Я = -
Г,.Л2 

Н. 
СО 

Для плоской электромагнитной волны, распространяющейся в 

направлении оси z, можно принять, что напряженность магнитно

го поля направлена вдоль оси у, то есть Н = jH. 

Так как для плоской волны Н зависит только от координаты z 
и не зависит от других координат (х, у), то уравнение 
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приобретает следующий вид: 

д2Н 
dz2 

' со Л 

Я . (8.84) 

Этому уравнению соответствует характеристическое уравнение 

'a>V .со .со 
} корни которого р = J— и pl=—j—, 

о и 
Общее решение уравнения (8.84) 

.со 
У—z 

со 
7—г 

Н = Схе и + С2е ° (8.85) 

где С р С 2 — комплексные коэффициенты, зависящие от гра

ничных условий. Их запишем в показательной форме: С, = CxeJWo 

и С 2 = С / Л . 
.со 

-7—z 
Слагаемое в правой части уравнения (8.85) С2е и представ

ляет собой падающую волну, распространяющуюся в положитель-
.Сй 

J—1 

ном направлении оси z, а слагаемое Cj£ и — отраженную волну, 
распространяющуюся в отрицательном направлении оси z. 

Напряженность электрического поля Е найдем из уравнения 
(8.81). 
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Ё = —— rot Я. 

Для плоской волны в диэлектрике, аналогично, как и для пло
ской волны в проводящей среде, 

rot Н = i 
v dz j 

Поэтому Ё = i 

Величину 

Г .«У 
-J-

1 _ К 

j—z -]—z 

= .\i=s- = z. 
8„ 

называют волновым сопротивлением диэлектрика. Волновое со
противление диэлектрика является действительным числом, изме
ряется в омах: 

е. 

Оно не зависит от угловой частоты со . Для вакуума ( i r = 1 и 

е г = 1} поэтому Z B = 377 Ом. Следовательно, 

Е = iE, 
.ю 

-J—Z 
.со 

1—г 
где Е = Z^C^e и - Z B C , e 0 . 

Единичный орт / свидетельствует о том, что вектор напряжен-
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ности электрического поля направлен по оси х. 
Таким образом, в плоской электромагнитной волне, распро

страняющейся в диэлектрике, как и в проводящей среде, векторы 

Е и Я взаимно перпендикулярны: Н направлен по оси у, Е—по 
оси х. 

Запишем выражения для мгновенных значений Ни /впадаю
щей волны. Чтобы получить мгновенное значение падающей волны 

j—z 

Н; умножим комплекс Н = C2eJ^"e и на 6Jwt и от произведе

ния возьмем мнимую часть. В результате получим: 

Н = С2 sin C0f + \ | / n 2 
V u ) 

аналогично, 

Е = C2ZB sin ( » 1 cof + vj/n z 

По мере продвижения падающей волны вдоль оси z амплитуды 
ЕиНостаются неизменными, то есть затухания волны не происхо
дит, так как в диэлектрике нет токов проводимости и выделения 
энергии в виде теплоты. 

Фазовая скорость электромагнитной волны в диэлектрике: 

1 

Если волна распространяется в вакууме, то £а = 8 0 и \Ха = |Д.0. 

Тогда фазовая скорость равна скорости света: 
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и = = = ===== « 300000 км/с. 
Vl,256xl0_ 6x8,86xl0"1 2 

Длина волны X есть расстояние вдоль оси z, на котором фаза 
колебания изменяется на 2п. Ее находят из соотношения 

—Х = 2к- Отсюда 
и 

A. = — . (8.86) 
/ 

Из уравнения (8.86) видно, что длина волны в диэлектрике об

ратно пропорциональна частоте/ Так при частоте f = 106 Гц 

. 300000 
Л, - — = 300 м. 

10б 

8.48. Задачи и вопросы для самопроверки 

1. Что такое плоская электромагнитная волна? 
2. Почему электромагнитная волна затухает по мере проник

новения в глубь проводящей среды? 
3. Что такое глубина проникновения? 
4. Определить глубину проникновения электромагнитной вол

ны, имеющей частоту /= 5000 Гц, в проводящую среду, у которой 

у = 107См/м, Цг=103. 
Ответ: 0,07 мм. 
5. Почему электромагнитная волна не может проникнуть в 

среду с бесконечно большой проводимостью? 
6. Что понимают под поверхностным эффектом? 
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7. Почему сопротивление проводника возрастает при увеличе
нии частоты тока? 

8. Как выполняют электромагнитные экраны? 

Материалы к практическим занятиям 

Для подготовки к практическим занятиям необходимо изучить 
теоретический материал модуля, относящийся к теме занятия, ре
комендуется использовать также методические указания к практи
ческим занятиям по ТОЭ, ч. 3 [11] и литературу [2, 3]. Ответить на 
контрольные вопросы. 

Практическое занятие 1 
Электростатическое поле и емкость конденсаторов 

Задача занятия: изучить величины, характеризующие электро
статическое поле, и связи между ними. Изучить методику расчета 
электростатического поля и методику расчета емкости электротех
нических установок. 

План занятия: 

1. Повторение основного теоретического материала. 
2. Решение задач под руководством преподавателя и само

стоятельно. 

Контрольные вопросы для подготовки 
к практическому занятию 1 

1. Как определяется значение напряженности электрического 
поля? 

2. Сформулируйте закон Кулона. 
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3. Как определяется потенциал электростатического поля? 
4. Что означает и чему равен градиент потенциала? 
5. Что такое эквипотенциальные линии и линии вектора на

пряженности электрического поля? 
6. Сформулируйте теорему Гаусса. 
7. Как определяется емкость между двумя проводящими тела

ми? 
8. Как находится энергия электрического поля, конденсатора? 
9. Чему равна плотность энергии электрического поля? 

Примеры практического применения 
теоретического материала 

1. Определить напряженность поля в точках а, Ъ, с и силу, кото
рая действует в вакууме на каждый из трех точечных зарядов qa, qb, 
qc, находящихся на расстоянии друг от друга R = 3 мм, qa = qb- qc= 
15хЮ- , 2 Кл (рисунок 8.38). 

Рисунок 8.38 
Решение 

Точка а находится в поле точечного заряда ^ и в поле точеч

ного заряда qc. Поэтому Еа = ЕЬа + Еса. 

Аналогично: Ёь = ЁаЬ + ЁсЬ, Ёс = Ёас + ЁЪс. 
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Еа=2ЕЬасовЪ0°=4ЪЕЬа. 

Е

 Fba ЯьЯа Чь 15 х 10~12 

Ьа qa 4%e0R2ga 4яе0Л2 4тсх8,85х10"12 хЗ 2 xlO - 6 

= 15х103 В/м. 
Еса=ЕЬс=ЕЬа=15х103В/м. 

Еа = ЕЪ04Ъ = 25,95 хЮ 3 в/м; Еь=Ес=Еа. 

Fa = £ Л а = 25,95 х 103 х 15 х Ю - 1 2 = 0,39х 10~6 Н; 

Fb=Fc=Fa. 

2. Заряд Q = 8,89x10 - 1 2 Кл равномерно распределен на по

верхности металлического шара с радиусом RQ =1х10~3 м. Шар 

находится в воздухе, 6 0 = 8,85 х 10"12 Ф/м. Найти радиусы экви

потенциальных поверхностей, потенциалы которых отличаются на 

10 В (рисунок 8.39). 
Ё 

Рисунок 8.39 
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Решение 

Согласно теореме Гаусса <JEdS = — • 
s е о 

Так как векторы Е и dS радиально направлены, то скалярное 

произведение EdS = EdS COS 0 = EdS . Кроме того, напряжен
ность по величине на поверхности сферы радиуса R, по причине 
пространственной симметрии, будет одинаковой и поэтому она 
может быть вынесена за знак интеграла: 

EJdS = ^, E4nR2=^, Е= Q 

б 0 8 0 4ne0R 

Найдем потенциал точки на расстоянии R от центра шара: 

Ф = - ГШ + Л = - [-Ш-г + А = -Я-1 + А 
1 'АжгЯ 4жг0К 

Если R = оо, ф = 0 . Следовательно А = 0. Эквипотенциальной 

поверхностью будет сфера радиуса R. 
Найдем радиус эквипотенциальной поверхности, потенциал кото

рой меньше потенциала поверхности металлического шара на 10 В: 

O i l 
Ф 1 - Ф 0 = JEdR = - ^ - ( - - — )А 

I 4тг£0 R, R0 

* & = 1 x l 0 - ' x g , 8 9 x l 0 - » _з м 

С2 + (Ф,-ф 0 )4яе 0 Л 0 8,89х10" 1 2 -10х4ях8,85хЮ"' 2 х10" 3 
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R2 найдем из условия, что ср0 - ф 2 = 2 0 В , R2 =1,33 х 10"3 и т. д. 

3. Найти напряженность поля, электрическое смещение, ем
кость сферического конденсатора. Определить максимально допус
тимое напряжение, которое может быть приложено к конденсатору 
при запасе электрической прочности не менее 5. R2 = 2,72 см, Rx = 

1 см, диэлектрик — конденсаторная бумага £г = 3,7, пробивная 

напряженность Епр= 2,5 х 10 8 В/м (рисунок 8.40). 

Решение 
Поле сферического конденсатора аналогично полю точечного 

заряда, расположенного в центре сферы. Основываясь на теореме 

Л. « 2 R 

Рисунок 8.40 

S 

D = Q Е = Q 
4nR2 4nere0R2 
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y = -[EdR= ® —+A, 
47tS rS0 R 

где A - постоянная. 
Напряжение между электродами 

* 4 т е , 8 0 Л, R2 

емкость 

п Q _ 4тт8 г8 0 _ 4 т с х З , 7 х 8 , 8 5 х Ю - ' 2 _ л , 1 f r l 2 Ф. 
С - - - - J р - j | - о , Ь х Ш 

-2 Л Л, 1х10" 2 2 , 7 2 x 1 0 

Напряженность Е максимальна приR = RX: £ =• Q 
4га г е 0 Л, 

Максимальное напряжение U = Е Rf(— — ) • 
R l R2 

Учитывая пятикратный запас электрической прочности, макси
мальная напряженность должна быть в 5 раз меньше пробивной 
напряженности: 

•^rnax ^ 

Umm = ^ R f ( - - - ) = ^ ^ 1 х 1 0 - 4 — [ — 1 — ) = 316 ^в-
т а * 5 л, R2 5 lxlO" 2 2,72х10" 2 

4. Найти емкость и энергию электрического поля плоского кон
денсатора, подключенного на постоянное напряжение U = 1000 В. 
Площадь обкладок S = 40 см 2 , расстояние между ними d = 2 мм, 
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диэлектрик между обкладками — воздух. Как изменится емкость и 

энергия, если пространство между обкладками заполнить транс

форматорным маслом Ег = 4, при этом конденсатор во время за

полнения: а) остается присоединенным к источнику напряжения; 

б) отсоединен от него. 

Решение 
Пространство между обкладками заполнено воздухом: 

с e0S 8 , 8 5 x l Q - 1 2 x 4 0 x l Q - 4

 { ? J x l Q _ ] 2 ф 

d 2 х 1 0 " 3 

у = С £ = 1 7 , 7 х 1 0 - ' х 1 0 ' 

Пространство между обкладками заполнено трансформаторным 

е г = 4 . 
В первом случае, когда напряжение остается неизменным. 

маслом, „ г 

t l b 5 = 4х8.85х10-"х40хЮ- ф_ 
' d 2 х 1 ( Г 3 

C , = 6 r C ; ^ 7 0 , 8 x 1 0 " = 3 5 4 х 1 ( ) ^ m . w = e W . 
2 

Емкость и энергия электрического поля возросла в Ег раз. 

Во втором случае заряд Q на обкладках конденсатора остается 
неизменным. 

Q2=Q> C2=srC, с2и2=си, 

С 2 е г 2 2s2 
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Емкость возрасла в Sr раз. 

Энергия уменьшилась в Ег раз. Энергия израсходовалась на 

нагрев масла. 

5. Найти силу взаимодействия двух пластин плоского конденса
тора площадью S = 20 см 2 при условии, что пластины были под
соединены к источнику постоянного напряжения U = 5 кВ при рас
стоянии между пластинами d = 3 мм, а затем источник был отклю
чен. Диэлектрик - масло гг = 2,2. 

Решение 
Так как источник постоянного напряжения отключен, то работа 

по перемещению пластин производится силами поля, то есть за 
dW 

счет уменьшения энергии поля: р х — расстояние между 

пластинами. 

dx 

г с и г Л d_ 
dx 

dx 

2x 
J 

^rsu2 

2x2 

2,2 x 8,85 x 10 - ' 2 x 20 x 10"4 x 5 2 x 106 

:5 ,4xl0- 2 H. 
2 х 3 2 х Ю ^ 

6. Определить энергию электрического поля уединенного ме
таллического шара радиусом а = 2 мм, который находится в возду
хе и потенциал которого срш = 500 В (полагая ф = 0 на бесконечно 

большом расстоянии R). 

Решение 
Шар не присоединен к источнику. Поэтому его заряд 

Q Q = c o n s t , потенциал ф : 
4ns0R 

+ А• При R-(X), ф = 0, сле-
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довательно А = 0. Заряд шара Q = 47С8 0 ф ш а . Напряженность поля 

E = ED= — ^ — г > смещение /Э = / _ ) „ = - ^ 
4ne0RZ 4KR2 

Плотность энергии электрического поля на расстоянии R. 

W _ ED _ Q2 

V 2 32тг 2 Д 4 е 0 

Энергия, заключенная в стенке сферической оболочки радиуса 
R и толщиной стенки dR. 

V 32n\R4 8ne0R2 

Вся энергия 

W= f -=-^- = - = — - = 21X8^=271x8,85х1(Г 1 2х2х1(Г 3 x5002 = 27,8х1(Г9 Дж. 
;8те 0я 8тш0а 

Задачи для самостоятельного решения 

1-й уровень 

1. Две одинаковые заряженные частицы находятся в вакууме на 
расстоянии 5 см друг от друга. Заряд каждой частицы равен 
2 х 10"10 Кл. Найти силу взаимодействия этих зарядов. 

Ответ: 1,44 х 10"7 Н. 

2-й уровень 
1. В электрическом поле заряженной оси напряженность в точ

ке р равна 500 В/м. Найти напряжение между точками тип. 
Ответ: Umn = ПО В. 

285 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Рисунок 8.41 

2. Найти емкость плоского конденсатора с двухслойным ди

электриком, если толщина слоев d\ = 1 мм, d2 = 2 мм, площадь об

кладок S = 10 см 2 , диэлектрики: конденсаторная бумага 8 г 1 = 3,7 

и кабельное масло 8 r 2

 = 2,2. 

Ответ: 7,5 пФ. 
3. Определить емкость и заряд, приходящийся на 1 км двух

проводной линии. Радиус проводов R0 = 3 мм. Расстояние между 
осями проводов d = 0,3 м. Линия находится под напряжением U -
1000 В. 

Ответ: 6,02 х Ю"9 Ф/км. 6,02 х Ю"6 Кл/км. 

Практическое занятие 2 
Электрическое поле постоянных токов 

Задача занятия: изучить величины, характеризующие электри
ческое поле в проводящей среде, и методику расчета токов утечки 
через изоляцию в электрических устройствах. 

План занятия: 

1. Повторение основных теоретических положений по теме 
занятия. 

2. Решение задач под руководством преподавателя и само
стоятельно. 
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Контрольные вопросы для подготовки 
к практическому занятию 2 

1. Как выражается ток через вектор плотности тока? 
2. Как связаны между собой вектор плотности тока и вектор 

напряженности электрического поля? 
3. Как определяется энергия, выделяющаяся в единицу време

ни в единице объема проводящей среды? 
4. Как определяется проводимость между двумя электродами, 

помещенными в проводящую среду? 

Примеры практического применения 
теоретического материала 

1. Стальная пластина представляет собой 3/4 диска с концен
трически вырезанным круглым отверстием (рисунок 8.42). Внут
ренний радиус диска Ri= 1 см, внешний R2 = 2 см. Толщина пла
стины h = 2 мм. К электродам 1 и 2 приложено напряжение U= 2 В. 

Удельная проводимость стали у = 10 См/м. Определить наи

большую и наименьшую плотности тока и ток источника питания. 

Рисунок 8.42 
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Решение 

Из условия симметрии линии вектора плотности тока J и ли

нии вектора напряженности электрического поля Е совпадают с 

концентрическими окружностями, проходящими по пластине. 

2 — 3 111 
U=\Edl> U = E-2nR, E = — ,J = jE. 

I 4 3nR 

Следовательно, J = Ш-

У 2 ^ Ш ^ = 4,24x10" А/м"; 
ЗтсД, Зтсх1х10" 2 

, y2U 1 0 7 х 2 х 2 „ , „ 1 П о А / 2 Лш.= -* = — = 2 , 1 2 х 1 0 8 А/м 2; 
Зтс7?2 З т с х 2 х 1 0 

/= jJdS' 
s 

т

 R\y2UhdR yWh. R2 1 0 7 х 2 х 2 х 2 х 1 0 " 3 , 2 с п , л 3 А 

/ = J = - I n — = In—= 5 ,9x10 А -
/ ЗтсД Зтс Л, Зя 1 

2. Водоподогреватель представляет собой металлический за
земленный цилиндрический бак радиусом Rx = 0,5 м и высотой / = 
1 м. Дно и крышка бака выполнены из изолирующего материала. 
Бак имеет коаксиально расположенный электрод радиусом 
R2 = 0,l м. Водоподогреватель присоединен к однофазному транс
форматору U = 220 В. Один полюс трансформатора заземлен. 
Удельную проводимость воды у = 1 См/м считать не зависящей от 
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температуры. Определить ток и мощность нагревателя. Построить 
график зависимости удельной активной мощности в функции рас
стояния от оси цилиндров (рисунок 8.43). 

1—1 1 
Л2 Я1 R 

Рисунок 8.43 

Решение 
Конструкция водонагревателя аналогична цилиндрическому 

конденсатору. 

Емкость цилиндрического конденсатора q - Е д , соответ-

ственно проводимость водонагревателя определим из выражения 

G 
2щ1 2л х 1 х 1 

i r A 
R, од 

= 3,9 см. 

Ток I = GU = 3 ,9x220 = 858 А. 

Мощность Р = UI = 220 х 858 = 188760 Вт. 

Из условия симметрии плотность тока имеет только радиаль-
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ную составляющую J— 
2nRl 

., напряженность электрического по-

у InylR 

Удельная активная мощность 

1 

4n2yl2 R2 4n2xU\R2 

8 5 8 1 =1866бЛ Вт/м 3, 
R1 

R = R2= 0,1 м, £_ = i 866600 В т / м 3 -
V 

R-R,= 0,5 м, £_ = 74664 в т / м 3 . 

3. Два параллельных цилиндрических провода проходят через 
мраморный щит, толщина которого равна а = 3 см, расстояние ме
жду осями отверстий для проводов d — 20 см, радиус провода R0 = 
0,2 см. Считая площадь щита неограниченно большой, найти ток 
утечки через мрамор между проводами, если напряжение U -

220 В, удельная проводимость мраморау = Ю - 1 0 См/м (рисунок 

8.44). 

Рисунок 8.44 
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Решение 
Рассматриваемая конструкция щита с двумя проводами анало

гична конструкции двухпроводной линии, между проводами кото
рой находится идеальный диэлектрик. Используя формулу емкости 
двухпроводной линии яе0/ , найдем проводимость щита 

I n — л. 

_ 3 / _ = Я х 1 0 - " > х З х 1 0 ^ = _,2 См. 
\nd/R\ In 20/0,2 

/ = UG = 220 х 2 ,04 х 10" 1 2 = 4 ,49 х 1 0 - 1 0 А. 

4. Ток короткого замыкания 1000 А проходит через фундамент 
опоры, который можно рассматривать как полусферический зазем
литель. Удельная проводимость земли 2 • 10~2 См/м. Найти шаговое 
напряжение на расстоянии 5 м от центра опоры (длина шага 0,8 м) 
(рисунок 8.45). 

R 
Рисунок 8.45 
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Решение 
Плотность тока имеет только радиальную составляющую 

j - ^ , напряженность электрического поля £ = £. = ^ . 
2nR2 у 2тсуЛ2 

I 1 
К = -

Шаговое напряжение 

Потенциал ф = _ [EdR = + const 
J 2тту R 

ш

 D

J 2тгу Л R' 2 x 7 t x 2 x l 0 " 2 5 5,8 
я, 

Задачи для самостоятельного решения 

1-й уровень 
1. К плоскому конденсатору, расстояние между обкладками ко

торого d = 5 мм, а площадь каждой из них S = 50 см 2 , подключено 

постоянное напряжение U= 500 В. Удельная проводимость диэлек

трика у = 10 1 0 См/м. Определить сопротивление изоляции, ток 

утечки и мощность тепловых потерь. 
Ответ: 10 1 0 Ом, 5 *10"8 А, 25 х 10' 6 Вт. 

2. Изоляция коаксиального кабеля имеет удельную проводи

мость у = 10 9 См/м. Радиус жилы 4 мм, внутренний радиус обо

лочки 8 мм. Напряжение между жилой и оболочкой 600 В. Опреде

лить проводимость, ток утечки и мощность тепловых потерь в изо

ляции кабеля на единицу длины. 
Ответ: 9,1 х Ю"9 См/м; 5,46 мкА/м; 3250 мкВт/м. 
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2-й уровень 
1. Определить радиус R0 полусферического заземлителя, по

груженного в глинистую почву, если через него протекает ток 
314 А, а максимальное шаговое напряжение не превышает 150 В. 
Шаг человека принять равным 0,8 м. Удельная проводимость гли-

нистой почвы у = 5 X 10 См/м . 

Ответ: R0 = 1,93 м. 

Практическое занятие 3 
Магнитное поле постоянных токов 

Задача занятия: изучить величины, характеризующие магнит
ное поле, и методику расчета магнитного поля и индуктивностей. 

План занятия: 

1. Повторение основных теоретических положений по теме 
занятия. 

2. Решение задач под руководством преподавателя и само
стоятельно. 

Контрольные вопросы для подготовки 
к практическому занятию 3 

1. Какие величины характеризуют магнитное поле? 
2. Сформулируйте закон полного тока. 
3. Как связаны между собой магнитная индукция и напряжен

ность магнитного поля? 
4. Как находится магнитный поток? 
5. Как определяется индуктивность? 
6. Чему равна объемная плотность энергии магнитного поля? 
7. Чему равна энергия магнитного поля индуктивной катушки? 
8. Чему равна сила действия магнитного поля на проводник с 

током? 
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Примеры практического применения 
теоретического материала 

1. Рассчитать магнитное поле в медной жиле, оболочке коакси
ального кабеля и между ними, если в жиле и оболочке кабеля ток 
постоянный и равен 10 А, радиусы Rx = 3 мм, R2 = 9 мм, i? 3 = 10 мм. 
Построить график зависимости напряженности магнитного поля от 
радиуса (рисунок 8.46). 

Решение 
Магнитное поле кабеля обладает цилиндрической симметрией и 

зависит только от радиуса R. Основываясь на законе полного тока 

R 

Рисунок 8.46 

JHdl = I> 
1 

при R<Ri получим ff'2nR =——KR2> откуда 
nR2 

294 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



При R = R{, # ' = 530 А/м. 
При Rj<R<R2напряженность 

Я " = — = 1,59— А/м. 
2nR R 

При R = R2, Н" =177 А/м. 
При R > R2 контур интегрирования будет охватывать как ток 

жилы, так и частично ток оболочки, поэтому 

%{R2-Rl) 
H"2nR = I-I-

откуда /у- _ J -"-з " _ S10QQ 3 А/м. 
2nRR2-R2

2 R 

При Д = i? 3, Hm=0, при Д > i? 3 (вне кабеля) H2nR = О, 

Я = 0 поле отсутствует. 

2. Определить индуктивность коаксиального медного кабеля с 
радиусом жилы Rt = 3 мм и радиусом оболочки R2 — 9 мм и й 3 = 10 
мм (рисунок 8.46). 

Решение 
Индуктивность L кабеля можно и целесообразно определить из 

IT2 

выражения энергии магнитного поля кабеля цг _ 
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где V— объем на единицу длины кабеля. 
Определим напряженность поля Н, применив закон полного тока. 

IR 
При 0 < R < R\ , получим / / ' = ; 

2nR? 
т 

при R{<R <R2, Н" = -
2nR 

при R2<R<R3, Hm=I ^ ^ 
2nR(R^-R2

2) 

Вне кабеля магнитное поле отсутствует. 

=ьЩм+ь.1™.+ь.у<к - * У DR. W 
0 X l i 

Индуктивность кабеля на единицу длины 

1 = Ь . 
2тг 

1 . R2 

4 Д, (R2-R2)2 R2 4%-%) 
TAJ?3 Mt-ARlRl+Rt 

2ч2 

1,25x10" 10 4 

2n 

= 0,268 мкГн/м 

1 i 9 

- + l n - + , 
4 3 (10 2 - 9 2 ) 2 9 

, 10 3 x l 0 4 - 4 x 9 2 x l 0 2 + 9 4 

In 
, 2 \ 2 4 ( 1 0 2 - 9 0 

Первое слагаемое обусловлено магнитным полем внутри жилы, 
второе — полем между жилой и оболочкой, два последних — по
лем внутри оболочки. 
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3. На тороид из ферромагнитного материала с ц.г = 1000, пред
ставленный на рисунке 8.47, нанесены равномерно две однослой
ные обмотки с числами витков W\ = 20 и и>2 = 200. Определить соб
ственную индуктивность каждой обмотки и взаимную индуктив
ность. 

dS 

- 1 
УЖ 
УЖ 

R 
• h= 5 мм 

:30 мм. 

Рисунок 8.47 

Решение 
Напряженность поля в сердечнике 

Iw 
2nR 

Элементарный поток через площадку dS = hdR находим по 
формуле: 

„JO Iwh dR 
dO = BdS = \i0\i- - • 

2тс Ух 

} IwhdR Iw,. R2 

" I 

Потокосцепление первой катушки 

2тг Л 
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1 ] = 1 1 = ц о М Д Л 1 п ^ = 1,25х10- 6х1000х^1х5х10-']п — = 0 , П 6 М Г Н -
1 / , o F V 2 t i R, 2п 15 

I2 2п /?, 

Взаимная индуктивность 

Ц1п н-2Ф, / , > ц Ц , R2 . . . 1 Л _ 6 1 Л Л Л 2 0 х 5 х Ю " 3 х 2 0 0 , 20 
М=-1Л- = ——L = u n u,- L -•—-In— = 1,25x10 xlOOO In— = 

/, /, 0 ' 2я/, Л, 2я 15 
= 1,16 мГн. 

4. При поражении молнией трубчатого молниеотвода труба 
оказалась сплющенной. Определить давление, действовавшее на 
стенки трубы при токе молнии / = 200 кА в предположении, что 
ток протекает лишь в тонком поверхностном слое трубы (поверх
ностный эффект). Наружный радиус трубы R0 = 1,25 см. 

Решение 
Так как ток сосредоточен на поверхности трубы, то магнитное 

поле существует только вне трубы. Если элемент поверхности тру
бы переместится на расстояние dR, то приращение энергии маг
нитного поля 

dW = -W0dV = -W0dSdR = - i BHdSdR > 

R M 
где = - энергия магнитного поля в единице объема. 

0 2 

Сила, действующая на элемент поверхности 

dFR = — = --BHdS-
8R 2 
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Давление 

р = = Л В Н = --»0Н2 = -1ц 0 

dS 2 2 Р о 2 К о 

-—1,256 х10" 6 

2 
200000 

2я х 1,25x10" 

2тс/Со 

= -4070000 Н / м 2 

Знак «минус» указывает на то, что сила стремится уменьшить 
радиус. 

5. Определить силу взаимодействия двух проводов линии элек
тропередачи постоянного тока / = 1000 А и / = -Ю00 А, если 

расстояние между проводами а - 0,5 м, длина линии 100 м (рисунок 
8.48). 

Рисунок 8.48 
Решение 

Со стороны магнитного поля, создаваемого током первого про

вода, действует механическая сила на второй провод с током 12 • 

Эту силу определим из закона Ампера: 

F = idlxB, 

М _ 1 ппл* „ 1 пп„ 1 . 256X1Q- 6

 = 4 ( ) н F = LIB. sin 90° = LIB, = Ll^- = 1000 2 x 100 x 
2 1 2 1 2 2тш 2тсх0,5 

299 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Задачи для самостоятельного решения 

1-й уровень 

Найти значение индукции магнитного поля между проводами 

двухпроводной линии с постоянным потоком / = 100 А на расстоя

нии R = 0,2 м от левого провода на оси, соединяющей центры про

водов. Расстояние между проводами d = 1 м, ц 0 = 1,256 х 10~6 Гн/м. 
Ответ: 125 х 10" 6Тл. 

2-й уровень 

1. Провод с постоянным током 7 = 360 А находится на оси 

стальной трубы. Радиус провода R0 — 0,4 см. Внутренний радиус 

трубы Rx =4 см, внешний радиус R2 = 5 см. Относительная маг

нитная проницаемость стали трубы при заданном токе ц = 200 • 

Определить значения напряженности магнитного поля и значения 
магнитной индукции в точках R = 0,2 см, 0,4 см, 2 см, 4,5 см, 6 см. 

Построить кривую Н = f (R) • Изменятся ли найденные значения 

напряженности и магнитной индукции, если стальную трубу убрать. 

Ответ. При наличии трубы Н= 7160 А/м; 14320 А/м; 2860 А/м; 
1270 А/м; 955 А/м. В = 89 хЮ"4 Тл; 179 х Ю"4 Тл; 36 х Ю"4 Тл; 
0,32'' Тл; 12 х Ю' 4 Тл. 

При отсутствии трубы изменится только значение индукции в 
стенке трубы при R = 4,5 см, В = 16 х 10"4 Тл. 

2. Определить энергию магнитного поля, заключенную внутри 
стального провода с током 7 = 100 А. Радиус провода R0=\ см, 

длина / = 100 м, ц г = 1000. 

Ответ: 25 Дж. 
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Материалы к лабораторным занятиям 

Для подготовки к лабораторным занятиям необходимо изучить 
теоретический материал по теме занятия, используя данный учеб
но-методический комплекс, учебную литературу [2, 3] и методиче
ские указания к лабораторным занятиям по ТОЭ, ч. 3 [14]. 

Лабораторное занятие 1 

Исследование электростатического поля 
двухпроводной линии на модели 

Задача занятия: экспериментальное исследование картины 
электростатического поля двухпроводной линии с помощью поля 
постоянного тока в проводящем листе. 

Задание для подготовки к занятию 

1. Изучить теоретический материал по теме занятия. 
2. Изучить описание лабораторной установки. 
3. Подготовить протокол отчета к лабораторному занятию на 

основании программы его выполнения. 
4. Ответить на контрольные вопросы. 

Контрольные вопросы для подготовки 
к лабораторному занятию 1 

1. Что такое напряженность электрического поля? 
2. Что такое потенциал электрического поля? 
3. Что такое силовая линия? 
4. Что такое эквипотенциальная линия? 
5. Запишите соотношение между потенциалом и напряженно

стью электростатического поля. 
6. Что такое градиент потенциала? 
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7. В чем проявляется аналогия электростатического поля и 
электрического поля постоянного тока в проводящей среде? 

План занятия: 

1. Проверка подготовки к занятию. 
2. Сборка электрической цепи и выполнение программы работы. 
3. Оформление отчета по лабораторной работе, выводы. 
4. Защита лабораторной работы. 

Описание лабораторной установки 

Для исследования плоскопараллельного электростатического 
поля двухпроводной линии использован стальной лист. 

Как известно, линии напряженности электростатического поля 
двухпроводной линии представляют собой дуги окружностей, по
этому в соответствии с аналогией линии тока в проводящей среде 
также являются дугами окружностей, проходящих через электриче
ские оси электродов. Для исследования такого поля нет необходи
мости располагать бесконечной проводящей средой. Достаточно из 
всей среды вырезать её часть, ограниченную линиями тока. Именно 
такой частью является плоский круглый стальной лист, на окруж
ности которого расположены зажимы для подвода тока. На листе 
нанесена неглубокими царапинами прямоугольная сетка, служащая 
для определения координат точек на поверхности листа. Зажимы 
расположены парами, причем каждая пара симметрична относи
тельно средней диаметральной линии. К какой-либо из этих пар 
зажимов подводится постоянное напряжение, и через лист прохо
дит ток. Установка содержит щуп и микровольтметр для определе
ния опытным путем линий равного потенциала. 

Схема электрической цепи установки представлена на рисунке 8.49. 

302 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Рисунок 8.49 — Схема электрической цепи для исследования элек
тростатического поля двухпроводной линии: 

РА — амперметр 10 A; PV — микровольтметр 

Программа и методика выполнения работы 

1. Собрать цепь по схеме, изображенной на рисунке 8.49. 
2. Нарисовать на листе бумаги в клетку окружность диаметром 

16 см. С расстоянием 1 см провести вертикальные и горизонталь
ные координатные линии, пронумеровать их. Указать расположе
ние электродов К 3 и К*. 

3. С помощью автотрансформатора установить ток в цепи 8 А и 
в дальнейшем строго поддерживать его величину постоянной. За
мерьте и запишите потенциалы электродов К 3 и IQ. Щуп микро
вольтметра установить на оси симметрии — вертикальной черте в 
точке с координатами (0,10) и записать показание микро
вольтметра. Затем, перемещаясь со щупом вверх и вниз до краев 
листа, определить координаты других точек, имеющих то же зна
чение напряжения (всего 6-7 точек, равномерно отстоящих друг от 
друга). Определенную таким образом эквипотенциальную линию 
следует зарисовать на чертеже и подписать величину потенциала. 

303 

Ре
по
зи
то
ри
й 
БГ
АТ
У



Аналогично определяются другие эквипотенциальные линии, нахо
дящиеся справа и слева от оси симметрии. Напряжение между со
седними эквипотенциальными линиями следует брать одинаковое. 

4. С помощью построенных на чертеже эквипотенциальных линий 
построить линии вектора плотности тока, указав их направление. 

Линия вектора плотности тока, как и совпадающая с ней линия 
напряженности электрического поля, пересекается с любой эквипо
тенциальной линией под прямым углом. 

Первой линией вектора плотности тока является прямая, сое
диняющая центры клемм К 3 и IQ. Как первая, так и последующие 
линии вектора плотности тока являются дугами окружностей, про
ходящих через точки К 3 и К* (рисунок 8.50). Первая линия есть ду
га окружности с радиусом, равным бесконечности. 

b 

Рисунок 8.50 — Построение линий вектора плотности тока 
Вторую линию проводят, как указывалось выше, как дугу ок

ружности, например, через точку 2. 
Третья силовая линия проводится так, чтобы 

а. fid 
= const, 

где Ъ\ \ Ь2 — средняя длина ячейки, 

а\ \ а2 — средняя ширина ячейки. 
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Из последнего выражения следует, что а = а JL , то есть рас-
2 Ч 

стояние между точками 2, 3 должно быть больше расстояния 1, 2 

примерно во столько раз, во сколько Ь2 больше Ьх. 
Последнее требование вытекает из того, что ширина полосы, 

очерченной новой линией вектора плотности тока, должна опреде
ляться током, проходящим через сечение этой полосы. Токи каждой 
полосы должны быть одинаковыми. 

Линии плотности тока в нижней части проводят симметрично 
верхней. 

Лабораторное занятие 2 
Исследование магнитного поля проводника и 

магнитного поля цилиндрической катушки 

Задача занятия: экспериментальное исследование распределе
ния напряженности магнитного поля в пространстве вокруг про
водника с током, а также исследование распределения напряженно
сти магнитного поля вдоль оси цилиндрической катушки с током. 
Целью работы является также уяснение и экспериментальная про
верка закона полного тока. 

Задание для подготовки к занятию 

1. Изучить теоретический материал по теме занятия. 
2. Изучить описание лабораторной установки. 
3. Подготовить протокол отчета к лабораторному занятию на 

основании программы его выполнения. 
4. Ответить на контрольные вопросы. 
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Контрольные вопросы для подготовки 
к лабораторному занятию 2 

1. Назовите основные величины, характеризующие магнитное 
поле. 

2. В чем состоит принцип непрерывности магнитного потока? 
3. Как выражается магнитный поток через магнитную индук

цию? 
4. Как выражается магнитная индукция через напряженность 

магнитного поля? 
5. Сформулируйте и запишите закон полного тока. 
6. По какому правилу определяется направление линий маг

нитной индукции вокруг проводника с током? 

План занятия: 

1. Проверка подготовки к занятию 
2. Сборка электрических цепей и выполнение программы ра

боты. 
3. Офрмление отчета по лабораторной работе, выводы. 
4. Защита лабораторной работы. 

Описание лабораторной установки 

Для измерения магнитной индукции в данной работе использу
ется милливеберметр, подключенный к измерительной катушке. 
Измерительная катушка (ИК-1, ИК-2) помещается в исследуемую точ
ку пространства. При включении цепи потокосцепление измеритель
ной катушки изменяется от нуля до \ | / , благодаря чему в катушке на-

ведется ЭДС, которая и измеряется прибором. Отклонение стрелки 
милливеберметра от своего первоначального положения пропорцио
нально индукции магнитного поля, пронизывающего измерительную 
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катушку. Каждое измерение сопряжено с включением цепи в сеть. Эта 
операция производится специальной кнопкой «пуск». 

Программа и методика выполнения работы 

а) Исследование магнитного поля проводника с током. 
1. Собрать цепь по схеме, изображенной на рисунке 8.51. Вклю

чить цепь в сеть, нажать кнопку SA и установить с помощью авто
трансформатора TV1 ток I = 8 А. Отпустить кнопку. Значение тока 
/ = 8 А должно оставаться неизменным в течение всего экспери
мента. При этом (вследствие наличия у амперметра шунта) в дан
ной схеме по исследуемому проводнику будет проходить ток 
144 А. Проводник расположен вертикально над столом. 

Рисунок 8.51 — Схема электрической цепи для исследования маг
нитного поля проводника с током: 

РА — амперметр 10 A; PWb — милливеберметр; 
ИК-1 — измерительная катушка 

2. С помощью магнитной стрелки исследовать направление век
тора магнитной индукции в пространстве, окружающем проводник. 
Для этого установить магнитную стрелку на расстоянии R = 10 см 
от провода на одном из радиальных направлений. Замкнуть цепь 
кнопкой и нарисовать положение магнитной стрелки относительно 
провода на рисунке. Отпустить кнопку. Аналогичные эксперимен
ты сделать на других трех (или более) радиальных направлениях. 

-220 В 

QF S A 

i у-. TVl 
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По положению северного (красного) полюса стрелки в различных 
точках вокруг сечения проводника нарисовать линию вектора магнит
ной индукции (магнитную силовую линию). Указать направление тока 
в проводнике и направление линии магнитной индукции. 

Поменять направление тока в проводнике на противоположное, 
и с помощью магнитной стрелки убедиться, что направление векто
ра магнитной индукции также изменилось на противоположное. 

3. Измерить значение магнитной индукции вдоль 4-х взаимно 
перпендикулярных радиальных направлений, указанных на стенде. 
Измерительную катушку ИК-1 располагать так, чтобы стрелка на ее 
корпусе совпадала с выбранным радиальным направлением, а вер
тикальная стенка корпуса под концом стрелки совпадала с отмет
кой, указывающей расстояние от центра проводника. 

Для измерения необходимо записать сначала начальное поло

жение стрелки милливеберметра СХ0. Затем кнопкой «пуск» замк

нуть цепь и заметить максимальный отброс стрелки милливебер

метра ОС, после чего отпустить кнопку «пуск». Измерения сделать 

на расстоянии 2,5; 5; 10; 15; 20 см от центра проводника. Данные 

измерений занести в таблицу 8.1. 

Таблица 8.1 — Магнитное поле проводника с током 

На I II III IY 
прав
ление 
R, см 2,5 5 10 15 20 2,5 5 10 15 20 2,5 5 10 15 20 2,5 5 10 15 20 
а 0 

а 
В,Тл 
Н, А/м 
Нрасч., 
А/м 
Врасч., 
Тл 
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Здесь R — расстояние измерительной катушки от центра про
водника; 

(Х 0 — начальное отклонение стрелки милливеберметра; 

ОС — максимальное отклонение стрелки милливеберметра; 

В — магнитная индукция; В = С , ( а — а 0 ) ; 

С, =450 х Ю"6 Тл; 

Н — напряженность магнитного поля; jj _ ^ : 
Но 

ju0 = 1,25x10"6 Гн/м. 

Ярасч — расчетная напряженность магнитного поля, опре

деленная в соответствии с законом полного тока: ц _ ^ 
расч 2nR 

расч 

б) Исследование магнитного поля цилиндрической катушки. 
4. Собрать цепь по схеме рисунка 8.52, а. Включить цепь в 

сеть, нажать кнопку и с помощью автотрансформатора TV1 устано
вить ток I = 3 А. Отпустить кнопку. Значение тока./ = 3 А должно 
оставаться неизменным в течение всего эксперимента. 

5. Измерить величину магнитной индукции вдоль оси цилинд
рической катушки. Для этого разместить измерительную катушку 
ИК-2 внутри исследуемой цилиндрической катушки. Измерения 
произвести в последовательности, изложенной в пункте 3, для сле
дующих делений на стержне измерительной катушки: 0; 2; 4; 6; 
9; 12; 14; 16; 18; 20; 24 см. 
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Рисунок 8.52 — Схема электрической цепи для исследования 
магнитного поля катушки: 

РА — амперметр 10 A; PWb милливеберметр; 
ИК-2 — измерительная катушка; МП магнитный пояс 

Данные измерений занести в таблицу 8.2. 

Таблица 8.2 — Магнитное поле на оси катушки 

Измерено Вычислено 

X а 0 а в н ^расч ^расч 

см Тл А/м Тл А/м 
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Здесь X— деления на стержне (см), определяющие положение 
измерительной катушки ИК-2; 

О С 0 — начальное отклонение стрелки милливеберметра; 

ОС —- максимальное отклонение стрелки милливеберметра; 

В — магнитная индукция; В — С2 ( О С — О С 0 ) , С 2 = 1,4 х Ш1 Тл; 

Н— напряженность магнитного поля. 
#расч — расчетное значение магнитной индукции. (Смотри ме

тодические указания к обработке результатов эксперимента). 
6. Вынуть из цилиндрической катушки измерительную катуш

ку ИК-2 и отключить ее от милливеберметра. Продеть в катушку 
магнитный пояс, подключив его к милливеберметру, согласно схе
ме рисунка 8.52, б. Произвести измерение магнитного напряжения 
вдоль участка пути А п В — внутри катушки и затем, вынув маг
нитный пояс из катушки, вдоль участка А т В — вне катушки, а 
также вдоль замкнутого пути А п В т А, охватывающего все витки 
катушки. Измерения произвести в последовательности, изложенной 
в пункте 3. 

Данные измерений занести в таблицу 8.3. 

Таблица 8.3 — Магнитное напряжение на участках 
вокруг катушки 

Участок пути АпВ АтВ АпВтА 

сс0 

а 

Здесь U — магнитное напряжение, 

( 7 м = С 3 ( а - а 0 ) ; С 3 =6430 а . 
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7. По результатам измерений пункта 3 убедиться, что магнитное 
поле уединенного проводника симметрично относительно центра 
проводника. По данным измерений построить кривую распреде
ления напряженности магнитного поля в одном из радиальных на
правлений Н = / (R) . На этом же рисунке построить кривую 

Я р а с ч = / ( * ) • 

8. По результатам измерений пункта 5 построить кривую рас
пределения напряженности магнитного поля вдоль оси катушки 
Н = f (X), указав на ней пунктиром расположение катушки (длина 
катушки / = 0,155 м). 

9. Пользуясь кривой распределения напряженности магнитного 
поля вдоль оси катушки Н = f (X), методом графического интег
рирования найти значение магнитного напряжения вдоль участка 
An В внутри катушки. 

Определение магнитного напряжения графическим интегриро
ванием производится согласно выражению: 

в ~ 
имлпв = \Hdl = Я 1 с р / , +Н2ср12+... = ^Нкср1к, 

А 

где Н-кср — среднее значение напряженности на отрезке 1к ; 

1к — длина короткого отрезка. 

Отрезки следует брать длиной 0,02 м. 
10. Рассчитать магнитное напряжение вдоль замкнутого конту

ра А п В т А по закону полного тока: 

{\Hdl = IW = UMAnBmA, 
i 

где / = 3 A, W — число витков катушки, W = 3000. 

11. Расчетные значения UMAnB nUMAnBmA (п. 9 и 10) 

сравнить с данными таблицы 8.3. 
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Методические указания 
к обработке результатов эксперимента 

Расчетное значение магнитной индукции на оси цилиндриче
ской катушки 5 р а с ч находится в соответствии с законом Био-Савара-
Лапласа по формуле: 

iw 
Ярасч =Ц 0 —(COS0, - C O S P 2 ) , 

где w — число витков катушки, w = 3000; 
/ —длина катушки, / = 0,155 м; / = 3 А. 

\10 = 4 71 х 10 7 = 1,25 х 10 6 Гн/м — магнитная постоянная; 

P i ' Р2 — значения углов (рисунок 8.53), которые определяют

ся расчетным путем, исходя из положения измерительной катушки 

и размеров катушки. Значения cos P j и cos Р 2 приведены в таб

лице 8.4. На рисунке 8.53 X — положение измерительной катуш

ки, d = 0,135 м — средний диаметр витков. 

X 

Рисунок 8.53 — Определение углов P j , Р 2 
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Таблица 8.4 — Значения cos Pj и cos Р 2 для различных 

положений измерительной катушки 

X, см 0 2 4 6 9 12 14 16 18 20 24 

COS Pj -0,28 0 0,26 0,5 0,74 0,83 0,88 0,91 0,93 0,94 0,96 

cos Р 2 
-0,92 -0,91 -0,9 -0,87 -0,76 -0,63 -0,45 -0,21 0,17 0,46 0,72 

Лабораторное занятие 3 
Исследование влияния частоты на активное 

сопротивление проводника 

Задача занятия: исследование поверхностного эффекта в 
стальном проводе круглого сечения. 

Задание для подготовки к занятию 

1. Изучить теоретический материал по теме занятия. 
2. Изучить описание лабораторной установки. 
3. Подготовить протокол отчета к лабораторному занятию на 

основании программы его выполнения. 
4. Ответить на контрольные вопросы. 

Контрольные вопросы для подготовки 
к лабораторному занятию 3 

1. Как рассчитывается сопротивление R линейного проводника? 
2. От каких величин зависит глубина проникновения электро

магнитной волны в проводящую среду? 
3. Чем объясняется отличие активного сопротивления от оми

ческого? 
4. Почему активное сопротивление возрастает с ростом частоты 

тока? 
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5. Почему влияние частоты на активное сопротивление в 
стальном проводе сказывается больше, чем в медном? 

6. Как распределяется плотность тока по сечению проводника? 
7. В каком технологическом процессе используется поверхно

стный эффект? 

План занятия: 

1. Проверка подготовки к занятию. 
2. Сборка электрических цепей и выполнение программы ра

боты. 
3. Офрмление отчета по лабораторной работе, выводы. 
4. Защита лабораторной работы. 

Описание лабораторной установки 

В данной работе взят стальной провод, в котором поверхност
ный эффект заметен уже при сравнительно низких частотах. /Для 
измерения активного R и индуктивного X сопротивлений стального 
провода используется метод трех вольтметров. Напряжение от ге
нератора ГЗ-33 подается на последовательно соединенные эталон
ное сопротивление RH = 2,5 Ом и исследуемый стальной провод Rx 

(рисунок 8.54). 
-220 В 

P V 1 *}QF 

® 
и 

ГЗ-33 
Ц> 

Рисунок 8.54 — Схема электрической цепи для исследования 
влияния частоты на сопротивление провода: 

ГЗ-33 — звуковой генератор; PV — электронный вольтметр 
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Программа и методика выполнения лабораторной работы 

1. Собрать цепь по схеме, изображенной на рисунке 8.54. Уста
новить на эталонном сопротивлении напряжение £/„ = 0,5 В и в 
дальнейшем поддерживать его неизменным. 

2. Измерить напряжения UH, U и U0 при разных частотах. Дан
ные измерений занести в таблицу 8.5. 

Таблица 8.5 — Зависимость сопротивления провода от частоты 

Частота Г, Гц 500 2000 3000 5000 20000 
Измерено 

и, в 
U0,B 

Вычислено R, Ом 
X, Ом 

3. Построить кривые R=F\{f); Х= F2 (/). 

Методические указания 
к обработке результатов эксперимента 

Определение активного и индуктивного сопротивлений провода 
производится с помощью векторных диаграмм на основании пока
заний вольтметра на трех участках электрической цепи. 

Так как UQ = U ' + U , то векторы UQ, UH и U должны 

образовывать замкнутый треугольник. Сначала в масштабе (реко

мендуется тц = 0,1 В / с м ) откладывается вектор напряжения на 

эталонном сопротивлении UH . Вектор тока I совпадает с векто-
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ром U , так как RH — активное сопротивление. Затем от начала 

вектора UH проводят дугу окружности радиусом, равным напря

жению U0 в масштабе напряжения. Аналогично с конца вектора 

Uн проводят дугу радиусом, равным напряжению U. Пересечение 

дуг определит положение векторов U0 и U (рисунок 8.55). 

Рисунок 8.55 — Графическое определение активного 
и реактивного сопротивлений 

Треугольники АБС и DBC в масштабе сопротивлений mz яв

ляются треугольниками сопротивлений. Масштаб сопротивлений 

определяется длиной вектора U , соответствующего сопротивле

нию RH=2,5 Ом, а именно: т - ^ м . Активное сопротив-
AD мм 

ление стального провода определится длиной отрезка DC: 

R = DCxmz. 

Индуктивное сопротивление стального провода определится 
длиной отрезка ВС: 

X = BCxmz. 
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Материалы к управляемой 
самостоятельной работе студентов 

Используя учебно-методический комплекс и литературу [2, 3], 
изучить и законспектировать ответы на следующие вопросы: 

1. Поле двух параллельных заряженных осей. 
2. Поле и емкость двухпроводной линии. 
3. Аналогия между полем в проводящей среде и электроста

тическим полем. 
4. Электрическое поле полусферического заземлителя. 
5. Расчет мощности электродного водонагревателя. 
6. Взаимная индуктивность двух двухпроводных линий. 
7. Сила взаимодействия двух проводов с током. 
8. Сила тяги электромагнита. 
9. Теорема Умова - Пойнтинга в комплексной форме. 

ОБРАЗЕЦ КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ ПО МОДУЛЮ 8 

Но Вопрос Количество 
мер баллов по 
п/п вопросу 
1 Электростатическое поле. Основные понятия и 

величины, характеризующие поле. Закон Кулона 
0,8 

2 Магнитное поле и индуктивность тороида и соле
ноида 

0,8 

3 Закон Ома в дифференциальной форме 0,8 
4 Уравнения электромагнитного поля. Физический 

смысл уравнений Максвелла 
0,8 

5 Электрическое поле полусферического заземли
теля. Шаговое напряжение 

0,8 

6 Передача электромагнитной энергии вдоль прово
дов линии электропередачи 

0,8 
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7 Определить мощность тепловых потерь в плоском 
конденсаторе с несовершенным диэлектриком, 

удельная проводимость которого у = 10~ 1 2 См/м. 
Площадь пластины 5 = 100см 2, расстояние меж
ду пластинами d = 1 см. Приложенное постоян
ное напряжение U = 500 В 

1,3 

8 По металлическому проводу R0=2 см протекает 

ток I = 100 А. Найти напряженность магнитного 

поля Н внутри провода на расстоянии R X = \ см 

и вне его на расстоянии R 2 = 4 см от оси провода 

1,3 

9 Определить напряженность Е электрического по

ля на расстоянии R = 10 см от оси провода ра

диусом RQ = 1 см с электрическим зарядом на 

единицу длины провода т = 0,5х10~'°Кл/м. Ди

электрическая проницаемость воздуха 

8 0 = 8 , 8 5 - Ю - 1 2 Ф/м 

1,3 

10 Определить силу взаимодействия между прово
дами линии электропередачи, если по обоим про
водам идет одинаковый ток / = 200 А, расстоя
ние между проводами d = 1 м, длина линии 1 = 1 
км. Магнитная проницаемость воздуха 
ц 0=1,25х10- 6 Гн/м 

1,3 
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