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Аннотация 
В статье рассматривается процесс моделирования магнитного поля при магнитно-абра-

зивной обработке (МАО) крупномодульных зубчатых колес.  Разработана модель определения 
топографии электромагнитного потока в рабочем зазоре. При создании аналитической модели 
был использован метод комфортного преобразования на основе теоремы Кристоффеля – Шварца 
при условии, что магнитная проницаемость зубьев значительно больше магнитной проницае-
мости воздушного промежутка впадины. В настоящей статье  приводится вариант построения 
и анализа топографии магнитного поля при МАО прерывистых поверхностей, заключающийся 
в разработке аналитической модели с учетом физических явлений, сопровождающих процесс 
МАО, и сопоставление этой модели с полученными экспериментальными данными.  Проведено 
сопоставление этой модели с полученными экспериментальными данными.  Предложено  науч-
ное обоснование геометрической формы рабочей части полюсных наконечников при магнитно-
абразивной обработке прерывистых поверхностей.	
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Известно, что любая финишная абразив-
ная обработка прерывистых поверхностей  де-
талей машин (шлицевых, зубчатых профилей 
и т.п.) имеет более высокий уровень трудоза-
трат по сравнению с обработкой непрерывных 
поверхностей. Это обусловлено тем, что для 
абразивного инструмента с жестко связанным 
зерном обязательным условием является про-
филирование режущего контура адекватно 
обрабатываемой поверхности. В отличие от 
инструмента жестко связанным абразивным 
зерном,  при МАО ферроабразивная «щетка» 
обладает возможностью частичного огибания 
контура обрабатываемой поверхности.[1,2] 
Для процесса МАО прерывистых поверхно-
стей одной из главных задач является обеспе-
чить необходимое распределение магнитного 
потока. Для прерывистых поверхностей таким 
участком является ферромагнитный материал 
его зуба, а не воздушный промежуток меж-
зубной впадины, поскольку их магнитная про-
ницаемость различная. Однако главная задача 
состоит в необходимости обработки именно 
межзубной впадины. Следовательно, при МАО 

прерывистых поверхностей промежуток меж-
зубной впадины должен быть заполнен части-
цами ФАП. 

Проведенные исследования МАО зуб-
чатых колес показали, что использование эк-
видистантного (по отношению  к наружному 
диаметру) профиля полюсных наконечников 
обеспечивает удовлетворительную обработку 
зубчатых колес с модулем, не превышающим 1 
мм. При МАО зубчатых колес с модулем более 
1 мм эквидистантный профиль не обеспечива-
ет непрерывность магнитного потока, в резуль-
тате чего происходит разрыв ферроабразивной 
«щетки» между поверхностью полюсного на-
конечника и межзубной впадиной,  тем самым  
не обеспечивается требуемое качество обра-
ботки. В связи с изложенным для возможности 
МАО прерывистых поверхностей необходимо 
определить топографию электромагнитного 
поля (ЭМП) в рабочем зазоре. Топография дает 
представление о распределении магнитных си-
ловых линий в  зазоре со сложным профилем, 
концентрация этих линий указывает на степень 
возможного заполнения  частицами ФАП меж-
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зубной впадины, обеспечивая тем самым дав-
ление ФАП на обрабатываемую поверхность.
[3] В настоящей статье  приводится вариант 
построения и анализа топографии магнитного 
поля при МАО прерывистых поверхностей, за-
ключающийся в разработке аналитической мо-
дели с учетом физических явлений, сопрово-
ждающих процесс МАО, и сопоставление этой 
модели с полученными экспериментальными 
данными. 

При создании аналитической модели был 
использован метод комфортного преобразова-
ния на основе теоремы Кристоффеля – Шварца 
при следующих условиях: магнитная проница-
емость зубьев значительно больше магнитной 
проницаемости воздушного промежутка впа-
дины, определение топографии производилось 
только по двум зубьям, поскольку топографии 
ЭМП присуще свойство симметрии. Так как 
двухмерное пространство дает достаточно пол-
ное представление о топографии магнитного 
поля, то был  осуществлен перевод оси z  в бес-
конечность, что значительно уменьшает объем 

вычислений, а использование  в теореме Кри-
стоффеля – Шварца гиперболических функций 
sh x и ch x  исключает показатель периодич-
ности. Это обуславливает необходимость из-
менения в процессе МАО прерывистых по-
верхностей величины зазора между полюсным 
наконечником и обрабатываемой поверхно-
стью зубчатого колеса и соответственно не-
сколько вариантов решения задачи. По техни-
ческим соображениям можно рассматривать 
два варианта исполнения профиля полюсного 
наконечника. Сущность первого варианта со-
стоит в создании концентратора на полюсном 
наконечнике оппозитно межзубной впадине. 
Однако при таком варианте изменение любого 
геометрического параметра  прерывистой по-
верхности требует создания нового полюсно-
го наконечника, что значительно увеличивает 
их номенклатуру и экономически может быть 
неэффективным. Второй вариант связан с соз-
данием серповидной формы рабочего зазора 
(рис. 1), топография которого определяется со-
гласно предлагаемой аналитической модели.

Рисунок 1 -  Схема МАО с серповидной формой  рабочего зазора:
1 - обрабатываемая заготовка; 2 - полюсный наконечник; 3 - ФАП

При расчете топографии ЭМП используем функцию комплексного переменного во впади-
не прерывистой поверхности в виде комплексного потенциала W [4]:

                                                                W = V + jU,                                                                  (1)

где V = const – силовые линии;
j – векторная величина;
U – линии равного потенциала, U = const поскольку:

Взаимосвязь комплексного потенциала с магнитным полем пред-ставляется зависимостью:

(2)
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при этом:

(3)

Использование комплексного потенциала W для определения магнитной индукции В про-
изводится следующим образом: верхняя полуплоскость                                отображается на реаль-
ную область в плоскости z, в  которой находится ЭМП с заданным распределением магнитных 
потенциалов U (рис. 2),

а

 
б
 

в

Рисунок 2 - Конформное отображение расчета магнитного поля
с применением интеграла Кристоффеля – Шварца: а – плоскость реальной плоскости, 

б – плоскость комплексного переменного, 
в – плоскость комплексного потенциала

Используя формулу (1) и представив U=const  и V=const, как линии равных значений (поле 
в рабочем зазоре между профилем полюсного наконечника и обрабатываемой поверхностью), 
отобразим W=V+jU  на верхнюю полуплоскость   таким образом, чтобы точки плоскости  ζ, име-
ющие потенциалы U1, U2 и т.д. перешли в соответствующие кривые U=const  в плоскости W. В 
результате такого преобразования получим зависимость  W=f1(ζ)=f2(z), связывающую комплекс-
ный потенциал с реальной конфигурацией области, в которой находится магнитное поле.[5] 
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Для известной функции W=f2(z) магнитная индукция В определяется из формулы (3):

(4)

Поэтому конформное преобразование можно производить на основе следующей теоремы 
Кристоффеля – Шварца: если z=f(ζ)  представляет собой отображение верхней полуплоскости                                            

                    на ограниченный многоугольник с углами αkπ(0˂dk˂2, k=1,2,...,n)  при верши-
нах, причем определенные точки ζk действительной оси на плоскости ζ соответствуют вершинам 
многоугольника на плоскости ζ(-∞˂ζ1˂ζ2˂...˂ζn˂∞), то f(ζ) имеет вид:

(5)

где C1 и C2 – постоянные величины.[6]
В случае если две смежные стороны многоугольника параллельны, точка их пересечения 

находится в бесконечности, а αk=0. Формула z=f(ζ) упрощается, если принять, что одна из точек 
на оси ξ, принадлежащей плоскости ζ лежит в бесконечности. В этом случае из формулы (5) ис-
ключаются соответствующие множители типа  (ζ-ξn)

αn-1, соответственно расчет уменьшается при 
сохранении результата. Пусть часть поверхности имеет магнитный потенциал U1, а остальные 
– U2. При наличии разности потенциалов U1 – U2 = U0  внутри рабочего зазора магнитное поле 
будет равномерным. 

Отображая плоскость комплексного потенциала W = V + jU на верхнюю плоскость                                           
                таким образом, чтобы точки плоскости ζ, имеющие потенциалы U1, U2, соот-

ветствовали прямым U1 и U2 плоскости W, получим искомую зависимость W = f1(ζ) = f2(z), для 
которой с помощью формул (2) и (3) находится искомая индукция.

Используя интеграл Кристоффеля-Шварца, отобразим многоугольник уQDRPу плоскости 
z=x+jy на полуплоскость ζ=ξ+jη (рис. 3).[5,6]

Рисунок 3 -  Схема топографии ЭМП при величинах рабочего зазора δ и δ1

Тогда координата

(6)

Произведем связь полуплоскости ζ с полосой шириной πj в плоскости W = V + jU:

(7)
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Постоянные величины С1, С2 и α определяются при граничных условиях ζ = a;                 ζ = 1; 

Z = π; ζ → ∞;                 Поставив значения С1, С2 и α в (3) и произведя интегрирование, получим:

(8)

где b – ширины впадин, мм;
t – шаг впадин, мм.
Выделим из (8) мнимую часть, тогда при y=δ получим

(9)

где V – действительная часть комплексного потенциала.
На эквивалентной поверхности АС V=const, а на силовых линиях DС и ОА согласно (8) 

имеем VС=0 и VА=π. Тогда величину магнитной индукции в любой точке можно определить по 
формуле (6).

В точках С и А величина магнитной индукции определяется по формулам:

(10)

Используя формулу (4), можно найти изменение магнитной индукции β в зазоре:

(11)
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В формуле (10) можно найти изменение индукции β в зависимости от параметров b / t при 
учете того, что на любой эквипотенциальной поверхности:[7]

(12)

Поскольку отношение b / t в зубчатом контуре прерывистых по¬верх-ностей находится в 
пределах 0,3 ≤ b / t ≤ 0,6 и соответствующая действительная часть комплексного потенциала V 
≥ 6, то:

 (13)

 (14)

Откуда:

При уменьшении зазора δ в несколько раз (величина δ1 на рис.3) формула изменения маг-
нитной индукции имеет вид:
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Графическая зависимость величины относительного изменения магнитной индукции от 
соотношения величины рабочего зазора и шага элементов прерывистой поверхности изображена 
на рисунке 4.

Рисунок 4 -   График зависимости относительного изменения β % магнитной индукции 
от соотношения шага элементов t прерывистой поверхности и величины рабочего зазора δ

Характер полученных зависимостей мож-
но объяснить следующим образом: в случае 
уменьшения зазоров δ максимальное значение 
магнитной индукции достигается при x→∞, т.е. 
при условии, что изменение магнитной индук-
ции определяется величиной зазора и шириной 
впадин. Анализ приведенных зависимостей 
показывает, что уменьшение величины зазора 
приводит к увеличению магнитной индукции в 
межзубной впадине и соответственно удержа-
нию ферроабразивных частиц во впадинах пре-
рывистых поверхностей зубчатого колеса.[8,9]

Для проверки приведенных теоретиче-
ских обоснований были изготовлены полюсные 
наконечники электромагнитной системы (ЭМС) 
с профилем, обеспечивающим переменный ра-

бочий зазор. Соотношение максимальной ве-
личины рабочего зазора к минимальной было 
принято 3:1. Была проведена обработка мето-
дом МАО зубчатых колес с модулем 3,5 мм, 
(наружный диаметр – 180 мм, ширина венца – 
32 мм, материал – сталь  25ХГТ ГОСТ 4543-71, 
62-64 HRC) на следующих режимах: величина 
магнитной индукции, В=1Тл; скорость резания, 
Vр=1,5 м/с; скорость осцилляции, Vo=0,15 м/с; 
амплитуда осцилляции, А=1 мм; зернистость 
ФАП, ∆=100/160 мкм.[10,11] 

В результате МАО зубчатых колес в те-
чение 180 с была обеспечена шероховатость по-
верхности бокового профиля (на уровне дели-
тельной окружности) зубьев Ra2 = 0,4 – 0,5 мкм  
при исходной Ra1 = 1,6 – 2,0 мкм.
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На основе математического моделиро-
вания топографии электромагнитного поля и 
проведенных экспериментальных исследова-
ний дано научное обоснование геометрической 
формы рабочей части полюсных наконечников 

при магнитно-абразивной обработке прерыви-
стых поверхностей. [11] Это позволяет произво-
дить МАО зубчатых колес с модулем до 3,5 мм 
и шлицевых валов. 
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ІРІ МОДУЛЬДІ ТІСТІ ДОҢҒАЛАҚТАРДЫ МАГНИТТІ-АБРАЗИВТІ 
ӨҢДЕУ КЕЗІНДЕ МАГНИТТІК ӨРІСТІ МОДЕЛЬДЕУ
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Түйін
Мақалада әртүрлі режимдерде 3,5 мм модулі бар берілістерді өңдеудің магниттік абразивті 

әдісін қолдану бойынша зерттеулер нәтижелері келтірілген. Өңдеу режимдерінің негізгі параметр-
лері магнит индукциясының мөлшері, кесу жылдамдығы, тербеліс жылдамдығы, тербеліс ам-
плитудасы және ферроабразивті ұнтақтың (ФАҰ) дән мөлшері болды. Жұмыс саңылауындағы 
электромагниттік ағынның топографиясын анықтауға арналған модель жасалды. МАӨ үзіліссіз 
беттер үшін магнит өрісінің топографиясын құру және талдаудың нұсқасы келтірілген. Зерт-
теу нәтижелері бойынша ұзартылған беттерді магниттік абразивті өңдеуге арналған полюстер 
бөліктерінің жұмыс бөлігінің геометриялық пішінінің ғылыми негіздемесі ұсынылған.

Кілттік сөздер: магниттік абразивті өңдеу, ферроабразивті ұнтақ, сапасы, үзіліссіз бет-
тер, полюстің ұштары.

MODELING OF A MAGNETIC FIELD DURING MAGNETIC 
ABRASIVE TREATMENT OF LARGE-MODULAR GEAR WHEELS

Akulovich L.M.1, Doctor of Technical Sciences,рrofessor 
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1Belarusian State Agrarian Technical University,99 Nezavisimosti Avenue
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Summary
The article presents the results of studies on the use of the magnetic abrasive method of processing 

gears with a module of 3.5 mm in various modes. The main parameters of the processing regimes were 
the magnitude of the magnetic induction, cutting speed, oscillation speed, oscillation amplitude, and grain 
size of the ferroabrasive powder (FAP). A model for determining the topography of the electromagnetic 
flux in the working gap has been developed. Ar option of constructing and analyzing the topography of the 
magnetic field for MAM discontinuous surfaces is given. According to the results of studies the scientific 
substantiation of the geometric shape of the pole pieces working part for magnetically abrasive machining 
of intermittent surfaces is proposed.

Key words: magnetic abrasive treatment, ferroabrasive powder, quality, intermittent surfaces, 
pole tips.
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