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Рассмотрена задача об устойчивости волноводного распространения 
лучей в неоднородных средах. Устойчивость в липейном приближении 
обеспечивается условием минимума скорости на оси, а в нелинейном 
случае при определенном характере неоднородности вдоль оси возможно 
возникновение стохастической неустойчивости луча. Исследование устой­
чивости проводится в вероятностном смысле па основе приближенного 
стохастического уравнения. Рассмотрена задача синтеза волновода с оп­
тимальными свойствами, обеспечивающими устойчивость луча. 

Координаты точек звукового луча в неоднородной среде удовлетворяют 
пелинейным уравнениям второго порядка с переменными коэффициен­
тами [l—SJ, При этом полноводный характер лучевого распространения 
звука и устойчивость лучей определяются конкретной моделью ноодно-
родиости. Вопрос об устойчивости луча в линеаризированной постановке 
рассматривался в работе [ 2 ] , диффузия лучей в стохастических средах 
в том же приближении исследована в работах [4, 5 ] . 

В нелинейпых детерминированных системах для некоторых видов 
возмущений поведение системы становится стохастическим [6 ] и оказы­
вается необходимым переход к вероятностному его описанию. Критерий 
стохастичности для неоднородной среды определяется характером про­
дольной неоднородности волновода. 

При выполнении условия стохастичности, для исследования устойчи­
вости луча с учетом нелинейности можно использовать уравнение Ф1ІК 
(Фоккера — Планка — Колмогорова) п его решения. 

Рассмотрим в плоскости хОу луч, заданный в виде у=у(х). Трехмер­
ная задача принципиальных трудностей не содержит. Неоднородность 
среды характеризуется зависимостью скорости G(xyy) от пространствен­
ных декартовых координат или коэффициента преломления п(х,у) = 

=G0/G(x,y). Функционал Ферма т{х, у)=\ — ; r ^ i n{x,y)ds прини-

мает минимальное значение вдоль лучей, удовлетворяющих уравнениям 
Эйлера [1 , 2 ] , которые могут быть преобразованы к виду 

(1) jH~jKl+y 2)/i (*> y)—y2(2—y2)U(xy y)—U(x,y)=0, 

dy д In n dlnn 

dx < dx dy 

Пусть в однородной среде ось х(у=0) является лучом. В общем слу­
чае можно выбрать в качестве оси волновода любую заданную кривую. 
Рассмотрим распространение волны в неоднородной среде в направлении 
оси х, тогда луч у(х) представляет отклонение луча от оси волновода 
у = 0 вследствие неоднородности. 



Разложим функции fu ]г в окрестпостп осп х: 

І2) / 1 ( х , у ) = / , 0 ( х , 0 ) + / 1
, » ( х , 0 ) £ , + 4 т / ' . ' ( ^ 0 ) г / 1 + 

h fa У) « Л в (*, 0) + / J 0)у + —2f2** fa 0) уг+ 

+ ^ / 2 ° , у ' ( х , 0 ) у 3 + е ^ ( х , у ) . 

Подставим второе выражение (2) в уравнение (1) и пренебрежем 
членами с у 2 ; тогда мы получим 

1 1 

где е — малый параметр. 
Если ось х является экстремалью, то у=0 удовлетворяет уравнению 

(3) и, следовательно, 

<4) / 2 ° = 0 , / 2 ° , t f >0 при уЩ 

Таким образом, флуктуационные отклонения луча от оси удовлетво­

ряют уравнению 

1 1 
<5) y-yU-h.y'J — 2 \ f ^ Т -^hW=*Ffa у ) . 

Заменой y=z/nlt уравнение (5) преобразуем к виду 

'(6) Z+N(X)Z+M(X)ZZ+L{X)ZZ=EF(X, z ) , 

N = ±-[(\nn)'Y-± — -/2\, 
4 2 n 

Л* - - у /«.» + 2-^Г /« «і * + m 

l = - - i - / ! . + — ( / , ° V + / . 7 . 0 и ) + — / ! . « » . 

ow n 2rc 

Здесь тг=гг(х), так как рассмотрение ведем в окрестности у=0. 
Аналогично работе [2 ] рассмотрим линеаризованное уравнение (6) 

z+N(x)z=0, исследование которого дает следующие результаты: 1) при 
N<0 z-+oo при я -^оо 2) N^?m>Q луч флуктуирует около оси х и при 
х-*™ пересекает у=^0 бесконечное число раз. При начальных условиях 
z ( 0 ) = 0 , £ ( 0 ) = с и достаточно малом с функция z(x) па (0, «>) но абсо­

лютной величине но превосходит заданного значения. Луч устойчив 
в линейном приближении. Условие минимума скорости (4) на оси вол­

повода обеспечивает устойчивость в большом. При учете нелинейности 
в уравнении ( 6 ) , когда N, М, L близки к постоянным и е достаточно мало, 
колебания луча имеют условно­периодический характер [7, 8 ] . 

Пусть нелинейность не очень мала. Функцию F(xyz) будем рассмат­

ривать как величину, определяющую внешние воздействия на луч вслед­

ствие неоднородности. Рассмотрим случай детерминированной неоднород­

ной среды, позволяющий сравнительно просто получить для данной задачи 
критерий перехода от динамического описания к статистическому, исполь­



зуя результаты работы [ 6 ] . Положим 
со 

(7) F(x,z)=zF(x), F(x)-vV Ь(х-пХ), 
п = — о© 

X=2n/Q, Й<<о, со 2=Л\ Л/=0 , L=c i ) 2 a . 

.ідись 6-фуикция характеризует наличие топких иеодпородностей вдоль 
оси волновода. Тогда уравнение (6) примет вид 

«о 

(8) z + z o ) 2 ( i + a z J ) - e u ) z V Ь(х-пХ)=0. 

Уравнение вида (8) рассматривали в работе [6 ] в связи с другими физи­
ческими задачами; был получен критерий стохастпзации для систем 
вида (8 ) . 

Условие стохастпзации мы определим на основе понятия перемеши­
вающегося движения, когда происходит расцепление корреляции фазовых 
переменных луча, взятых в разных точках волновода. Беря решение 
уравнения (8) в виде [6 ] z--A cos [ ( ( і )+Д(о) .т+ф] с точностью до члеш 
порядка а, частоты порядка а 2 и е < 1 можем написать приближенно в ко­
нечных разностях уравнения для фазы ср и амплитуды А: 

Ф„ + 1 ={<р,гЬ# п sin 2<p„-f о ) п Х + є cos 2 <p„}, 

n + i = An ^ 1 + - j j - є sin 2ф„j , Kn = єДо)„Х = 

3 A 2 ш 

8 Q 
Фигурные скобки обозначают дробную часть аргумента, величина г 

определяет относительную величину изменения амплитуды отклонении 
луча при прохождении тонкого слоя неоднородности в точке хи(п). Усло­
вие некоррелированности фаз в соседних точках имеет вид /? 1 =1/АГ,= 

= lAK=O t что эквивалентно А ' = £ " 7 " ^ 1, т. е. расстояние X=2n/Q между 

включениями слоев неоднородности вдоль волновода должно быть доста­

точно велико. Следуя работе [ 6 ] , находим оценку длины трассы, начи­

ная с которой поведение луча становится стохастическим: 

X 1 
х. = 

2\пК 2Й1пЯ 
Для исследования устойчивости луча необходимо переходить к стати­

стическому описанию на основе исследования вероятностных характе 
ристик: плотности распределения, моментов, удовлетворяющих с ответ­

ствующнм уравнениям типа ФПК, тіл и момептным уравнениям. 
Для достаточно больших К [6 ] вероятность попадания траектории 

процесса в фазовой плоскости в область устойчивости мала, а в случае 
попадания время пребывания фазовой точки в ней уменьшается. При 
А '<1 ( е < 1 ) движение устойчиво, при К>1 движение имеет стохасти­
ческий характер, К~\ — переходная область. 

Роль тонких включений неоднородности в виде б-фуикций состоит 
в том, что в этом случае частотный спектр F{x) имеет бесконечную 
ширину. Можно рассматривать F{x) с ограниченным спектром, если 
ширина его достаточно велика, что соответствует случаю, когда эффектив­
ная толщина включения много меньше периода колебания луча. При 
АГ>1 происходит перекрытие резонапсов системы, движение стохастизи-



руется, а фаза ф изменяется случайным образом в зависимости от х. Для 
выполнения условия . £ > 1 необходимы [ 6 ] : а) б­образность какой­либо 
производной, что означает присутствие большого числа гармоник в спект­

ре F(x), б) периодичность (почти периодичность) F(<i>) с частотой й<а>, 
в) достаточно большая нелинейность. Зависимость F(x,z) от z может 
быть отличной от формулы ( 7 ) , и, в частности, может иметь место неза­

висимость от z. 
Таким образом, преднолоя^спия (7) относительно характера неодно­

родности могут быть значительно расширены, рассматриваемый случай 
позволяет получить простые оценки возникновения стохастичности в дви­

жении луча. Вероятностное исследование устойчивости луча мы будем 
проводить с помощью функции плотности вероятности, удовлетворяющей 
уравнению ФПК. 

В переменных действие — фаза 7, 0 уравнение (8) напишем в виде 

(9) 1 ­ в Ч Ч Л е , * ) , 0=со (7 ) , 
00 

W = / V б {x -kX)sm 26. 
ft = — oo 

Вводя функцию плотпости состояний / ; (#, 7 , 0 ) , удовлетворяющей 
уравнению Лиувилля, и представляя 

сю 

р (х, / , 8) ­ Ф Рп (*, I) + р-п (х, I) е-'«\ 
71 = 0 

СЮ 

W (х, І, Є) = / V б {х-кХ)sin 20 = V i\ (х, I) е'" е + 
Л 71 = 0 

получим [6] при граничном условии />„(0, 7, 0 ) = р о ( О , 7)б п о уравнение 
типа ФПК для ро (я, / ) : 

(10) ^ = ~ Ш р . ) + ~^-(2аіРр0), 
дх с)1 2 дг 
а і = є 2 8 я Й . 

Уравнению (10) поставим в соответствие стохастическое дифферен­
циальное уравнение, которое определим однозначным образом. 

Обозначим коэффициент сноса в уравнении (10) К1у коэффициент диф­
фузии К2 тогда, поскольку Ki=aJ^ K2=2aJ2, получим 

(11) / = 2 ] / ^ / ( x ) v ( x ) . 

Здесь v (дг) — чисто случайный процесс, <v(x)v(x')>=N6(x~x'). Рас­
сматриваемое приближение соответствует приближению хаотических фаз 
(ПХФ) [ 6 ] . Переходя к переменной 7/, получим приближенное уравнение 
Для у 

(12) ^ ^ - l - d n ^ ' + y ^ - v ] . 

•Соответствующее уравнение ФПК имеет вид 

дх ду L \ 4 2 / J 2 дуЛ 2 У ' J 



Решение уравнения (13) представим в виде 

(14) / (* / ,* ) = — = е х р { у — \ . 
y\natx * ОцХ > 

Стационарное решение уравнения (13) имеет вид 

(15) ІЛУ) 7 е х р 2 2 — j ln\-'-\ b 
&іУ L \ууЛ at І у I J 

с~ 4 = — — е х р 2 2 l a — • ay. 
(til Уг L УУ- У» at J 

Здесь y*=y(x*), где — координата х, начиная с которой луч ведет себя 
стохастическим образом. 

Среднее значение у определяется выражением 

( l b ) <у> — — expf Vcty. 

Средний квадрат отклонения у2 вычисляется по формуле 

2 "е І 1п 2(уп 7 ' ) 1 (17) <^> = Г у ехр{ ^ — - \ d y . 

Вероятность события P ( | y ] < d ) для положительных у имеет вид 

Во всех приведенных формулах л (я) есть детерминированная функ­
ция, от конкретного вида которой существенно зависит поведепие луча. 
Характеристики процесса v(x), эквивалентного включениям неоднород­
ности, в конечные формулы нигде не входят. 

Выражения (16) — (18) представляют собой в общем случае функцио­
налы ?г(х,у)у если учитывать зависимость от х и у. Это дает возможность 
сформулировать вариациопные задачи, интересные с точки зрения син­
теза сред с заданными волповодными свойствами. Например, на основе 
соотношения (16) ищем п(х, у), дающий минимум среднего отклонения 
луча от оси волновода. Минимизируя выражение (17) , получим соотно­
шения для п(хуу)у обеспечивающие минимум среднему квадрату укло­
нения. Для функционала (18) требуется найти п(ху у), минимизирующий 
вероятность выхода из области d. Минимизация соотношений (16) — (18) 
осуществляется при условии, что у удовлетворяет уравнению (1) или 
приближенному уравиепию (5 ) . Условный экстремум можно искать, 
используя функционал Ферма. При учете свойств среды в окрестности 
*/=0 и использовании разложений (2) функция п(х) зависит только от х. 
С точки зрения оптимального синтеза п(х), входящий в уравнение (12 ) , 
имеет смысл управляющего воздействия, у (х) — смысл состояния системы, 
v{x) —смысл случайной помехи. Если у(х) наблюдается с ошибкой, не­
обходимо получить алгоритм оптимальной оценки у(х)у а п(х) находить, 
применяя стохастический вариант динамического программирования [ 9 ] . 
Перепишем уравнение (12) в виде 

(19) F = - - l u + Y ^ - v , У = 1 п у , и - ( I n и ) ' . 
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Пусть У измеряется со случайной ошибкой §} которую считаем чист > 
случайной фупкцией: <£>=0, <£(# )£ (# ' ) >=RS(x— .с ' ) , тогда измеряемая 
величина Z будет 

(20) Z=Y+\. 

Причем мы считаем < v ( x ) | ( x / ) > = 0 для всех х, х'>х*. 
Алгоритм оптимального выбора функции В, минимизирующей крите­

рий качества 

X i г А 1 \ 
(21) ^ Л У 2 ( х , ) + | [ — У*(х)+ВиЦхЦс1ху, • 

где Х{ — конечная точка интервала (#*, х{), на котором осуществляется 
оптимальный сиптез, определяется соотношением 

(22) u(x) = ±-W(x)?(x\x). 
lb 

Здесь Y(х\х) =Л/[У(х)\Z(x) ] — оценка У ( х ) , минимизирующая ошийку 
оценки, Л, А у В — размерные коэффициенты. 

(23) w=-Lw*-4~, 

(24) ?=K(x)[Z-Y}-~u, К(х) = Р(х\х)11-Чх), 

(25) Р = ­ Д ­ 1 Р 2 + а ь Р(х\х) =(Y(x)—Y (х\х))*>. 

Граничные условия для уравнений (23) —(25) имеют вид 

(2G) ?{x.\x.)=0, P(x.\x.)=P(x.)=<Yz{x.)>, 
W(xt)=A. 

Критерий качества (21) определяет совместный минимум но логариф­

му квадрата отклонения в заданной конечной точке и интегрально па 
всем интервале (#•, xt). Определяя из (22) и(х) и учитывая формулу 
(19) , находим п(х), оптимальное в смысле критерия (21 ) . Если измере­

ние Y осуществляется точно, то Y=Z, 9(х\х) =<Y(x)>, соответствующие 
изменения в уравнениях (22) —(26) очевидны. Решения уравнепий 
(23) —(26) получаются в эллиптических интегралах [ 1 0 ] , решаемых 
численно. 

Таким образом, при выполнении критерия стохастичности К>і для 
. г>х . можно переходить к вероятностному описанию, что эквивалентно 
использованию стохастического уравнения (12) . Устойчивость или не­
устойчивость луча существенно определяются конкретным видом функции 
п(х), которая может рассматриваться как функция управления лучом по 
заданному критерию качества. Синтез волновода с оптимальными свой­
ствами осуществляется на основе алгоритма (22) —(25) . 
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