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РЕШ ЕН И Е ОДНОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Л . А .  ХВОЩИНСКАЯ

А mixed problem for an elastic plate is reduced to the nonhomogeneous vector-matrix 
Riernarm boindary value problem with piece-wise constant matrix and three singular points. 
Canonical matrix is constructed to solve the problem in closed form.

Рассмотрим задачу, которая возникает при решении одной задачи о штампе. Найти функ­
ции Fi{z] и F2{z ), аналитические в верхней и нижней полуплоскостях соответственно, не­
прерывно продолжимых на ж \  { - а }  U {а}, а  > О, по условиям

Imi^i(T) =  R eP 2(â ); —оо < х  < —а,
lmFi{x)  = —R eF 2(x), а  < х  < -Ьоо, 
ReFi(a;) = f \  {x), - оо  < х < а,
1т^2(.х) =  / 2(.т), —о: < X  < -foo.

(1)

Решение ищется в классе функций, ограниченных при г 
Применив известные формулы

± а .  Z —> ос .

K e F = ^ - [ F  + F),  I m F = i ( F - F ) ,

приходим к трем системам уравнений, которым удовлетворяют функции Fj (г) и F2{z) на 
интервалах (—оо ,—а), (—а , а), ( а , -t-oo):

f Fi{x) -  Fi{x)  = iF2{x) + iF 2{x ),

IF i(a;) -b Fi{x)  =  2 /i(x ),
\ f 2 {x ) -  F 2(x ) =  2i f 2{x),

| F i (x) - F i ( x )  =  - iF 2 { x ) - i F 2 { x ) ,  
[F2 { x ) - F 2{x) = 2if2{x),

Далее введем две новые неизвестные вектор-функции

—оо < X < —а,

-а < х < а,

а < X < -foo.

(2)

Ф+ =  {Fi {z) ,F2{z)),  ф - ( 2) =  {Fr{z),F2{z)),

аналитические в верхней и нижней полуплоскостях соответственно. Функции Ф+(2:) и Ф“ (г) 
удовлетворяют условию симметрии Ф"*‘(г) =  Ф~(^). С помощью этих функций перепишем

©  Л. А. Х вощ и н ская , 2000.



Решение одной задачи теории упругости 137

системы (2) в виде

Ф+ (х) -  (х) гФз (ж) +  гФ^(ж),
Ф+{х) + Ф ' , { х ) = 2 Ш ,

' ф и х )  + Ф , { х ) = 2 М х ) ,
=  2г/2(ж),

(2;) -
Ф^(х) -  Ф^(х) =  2г/2(х),

-оо < X < —а,

-а < X < а,

а < X < +СХЭ,

(3)

или в виде

1
1 о ;* ) ф + ( х ) = ( Д  М ф - ( х ) + 2 ^  ^

ф + ( ^ ] Ф  (x) +  2 fО 1 ) ^  \ ~ i h i x ]

г!2[х]

-оо < X < - а ,

-а < X < а,

а  <  X  <  +О С .

(4)

Упростив системы (4), приходим к неоднородной краевой задаче Римана с кусочно-постоян­
ной матрицей и тремя особыми точками —а, а,оо:

Ф Д  j   ̂ î ) + 2/ 1(3:)

Ф'Чз:) = К  j Ф"(х) -Ь 2/ 2(ж) f  I

Введем еще две новые неизвестные вектор-функции:

Ф+(г) =  Ф+(^), J

Тогда краевые условия (5) переходят в условия

-схэ < X < —а,

-а < X < а,

а < X < -f txD.

(5)

ф-{г). (6)

Ф+(ж) == [ Д  j  Ф (ж) + 2/1 (ж) I

Ф+(ж) Ф" (ж) +  2 / 1(3:) \
-2i f2{x) j  ’

Ч ) +  2/ 2(х) f J

-00 <  ж < —а,

-а < X < а,

а  < X < -f схс.

(7)

Найдем каноническую матрицу Фо(г) задачи (7). Для этого рассмотрим однородную кра­
евую задачу, соответствующую задаче (7):

Ф+(ж)

Ф+(ж)

1 о
.-2* - Ч

' - 1  -2 Т  
О 1 ,

Ф (ж), —сю < ж < —а, 

Ф'“ (ж), а  < X < -foe.
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Сделаем замену переменной по формулам

Z — а

г + (У. t =
X — а  

X +  а

и обозначим
ф(г) =  ф( 1 + ?

1 - ^
=  Ф(а;) =  Ф ( а

1 +  i 
‘l ' -  t

n { t ) . (8)

Приходим к краевой задаче Римана с кусочно-постоянной матрицей и тремя особыми точ 
ками:

n+{t) = AiQ-{t) ,  Q < t < l ,
L <  t < -f-oc,

-1  - 2 A  ,  / 1  0 \
0 1 ) ' \ - 2 i  - a ) '

(9)

где Ai  :

При решении задачи (9) воспользуемся схемой, изложенной в [1].
Находим характеристические числа ak,f3k {к — 1,2,3) матриц А^^,  АхА^^, А 2 , которые 

соответственно равны

j a i  = l, I «2 =  2\/2 -  3, Газ — -1,
1/?1 -  -1 , [02 = -2 ^ 2  -  3 -  1/аг, [0з = I-

Выбирая ветвь логарифма из условия In д =  In \z\ +  iaxg z, О ^  arg г < 2тг, определяем 

числа /э/с =  —  In а*,, cr/t =  —  I n /З̂  (/с =  1,2,3):
2т

рх =  О, 

1

2тгг

1
Рз -  2 ’

(73 =  0.

А =  Щ р к  +  О-*) =  2.
А:=1

Индекс я  и частные индексы ях ,Я2 краевой задачи (9) равны

хг =  — Д =  —2, щ  =  

Далее находим параметры

1 - Д
=  - 1 ,  Я 2 - =  - 1.

1 1 1  1
а = рх+ Р2 + РзЛ- я х ^  -  + -  Л- —  1п(х/2 -  1) -  1 ^  : 1п(у^. - 1),

I 2. ттг 7п
1 1  1

6 =  Pi -I- р2 +  (73 +  >С2 +  1 =  -  Н---- г 1п(\/2 - 1) =  а -h
г ш '  2

с =  l - f  р1 -  СТ1 =  1.

Каноническая матрица задачи (9) имеет вид

где С — некоторая матрица, приводящая матрицу Ai к нормальной жордановой форме; 
■а1(0 )П2(^) " фундаментальная система решений гипергеометрического уравнения в окрест­
ности точки  ̂ =  о [2], т. е.

их (О =  F{a, 6; с; ^ = р [ а , а +  1; ^ [(1 +  +  (̂  -  \ГО -2а
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а{2а + 1)

{0  = е - ^ П а - с + 1 , Ь - с + 1 : 2 - с - 0  -  V ( F [ a + - , a  + \ - , - :^ )  =

(1 -  +  i , a  +  1; I  c )]  -  ^  [(1 -  ~  (1 +

^i (0  =  (1 ~  0  K (0  +  ^u'i (o ] =  I  [(1 -  v ? ) ( i  +  \ / ё) +  (1 +  \ / ё)(1 -  ч/ ! ) -" ';  ■

м а  -  (1 -  о  + С4 (0 ] =\[(^ + ч/^)(1 -  ч/ С)'-"“ -  (1 -  V^)(1 +  V ?) ■'“] ■

Матрица С  определяется следующим образом. 
Находим любые фиксированные матри 

нормальной жордановой форме, например,
Находим любые фиксированные матрицы С] и С2, приводящие матрицы Л 1, AiA'2  ̂ к

f ) '  +  l - v / 2 / '

а также матрицу

5  =  ( S i j )  =  С ^ ^ С 2 =
, /̂ 1 -  ч/2 ^ ~ ^ Д  

1 +  %/2 1 -  \/2

Найдем число

S21 Г(1 -  ц)Г(1 -  Ь)Г(с) _  Г(1 -  а)Г(1/2 -  а)Г(1/2) . ^
^ S11 Г { с -а )Г (с -6 )Г (2 -с )  Г(1/2 -  о,)Г(-а)Г(.3/2)

Тогда

c  =  “ ) = c . ( J  I , .

Следовательно,
1 о 
о 2а

(1 +  +  (1 -  а [ { 1 -  0 (1  +  +  (1 +  VT)(1 -  '

где введены обозначения

1
- ч / Г Ч С - ! ‘̂ г(С) ^/?w 2(0^ А  «

^^2(0 vT<22i(0/ \0  А  ’

2 V1 - V ? ;  2 \ l  + ^ Д n i - ч А У  n i  +  v A /  ■

Возвращаясь но формулам (8) к переменной z, получим каноническую матрицу '^>o{z) 
краевой задачи (7)

где

Фо(0

/
yi{z) = Ш1 

У2{г) = и>2

1
z  +  a ^ ^  {\ / z  Ч- аг/2 (^ )  V ^ ~ ^ y i ( z ) J  [ О  a j  ’

---- [z — \ / Ẑ  — О? )“ + (z + \ fz^  ~ 'c?Y  ■
z  л- а )  2а“ L '

== ~  -  а2 )“ -  (z +  sjz^ ~о1^ )“ .
Z +  а  / 2 â  ̂ L J

\/г  + ау\{г) y/z ~ a y 2{zj\  (1 а (10)
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Каноническую матрицу Фо(г<) задачи (5) можно найти по формулам (6):

-1 0^
Ф+(г) =  Ф+(л) ФоН,  Ф о И О 1 "ОФо^и).

Поскольку

с , 1 V2
-г  о

1 О

то получаем

Фо (?) =  Cl

о y i { z ) ^ y \ { z ) ,  у2{г) = -у2{г),

\/z +  а yi{z) у2{г)\ ( - \  o '
- s / z  +  а у2{г) y j z - а  yi(z) О а (11)

Нетрудно заметить, что равенство Фо'(г) =  Фд (-г) не выполняется, т. е, функции Фо(-г) 
не удовлетворяют условию симметрии. Однако этому условию будут удовлетворять функции

Х+{г) = ^- (ф^{г)  + Ф ^ ) ,  Х -(^ )  =  1 ( фо ( ^ )  +  а д ) .

На основании формул (10) и (И ) получаем

X -W  =  ^ L = [ ' ^ » W  ■

Решение неоднородной задачи (5) найдем по формулам:

■f со

Ф+{z)=■-:^X+{z)  I  Х+ {х У ^ С {х )—  =
2тп J X  — Z ■

4-00

1 [  (w n{x ,
2ттг J \  О

Z) - i < v M x , z ) \
W22\X,Z) J ' x - Z

где

^11 =  Y

W22  =

j x  +  a  уг(^) _  lx +  a  (z — \ / z ‘̂ — o? )“ — (z +  \/z'  ̂ — )“
z +  a  у2{х) z  +  a  у  -  У — о? Y  -  (x +  \Jx'  ̂ ~  c? )“

X +  a. yi{z) j x  +  a  [z — у/z'  ̂ — У  )“ + [z +  Vz'  ̂ — )“
 ̂-|- a yi{x) V z +  a  [x — \Jx? — g?  )“ + (t +  л/т  ̂ — )“ ’

гоп{х,г)
X +  a

a
W 22{ x , z ) \ A  +  \  j 2 

G{x)

a
z  +  a

9i ( y

гии{х,г)  1 +  W2
X — a

I _____
X +  a

, Ч y f i { x ) ,  - o c < x < a ,  j - 2/a(a;), - o o  < x  < - a ,
=  < Q2\x) ~  <

1 - 2/ 2(t ), a  < д < + 00, l - 2/ 2(a;), - a  <  ж < +oo.

Тогда

r . ( z ) = ® a . )  =  i  / B i + f + M d ^ + i  [
■Ki j  X — z  m  j x — z
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“Ь

-f-OO +00
J_ f  Wl2{x,z)f2{x) _  J_ f  Wu{x,z)f2{x)
Ш  J X — Z Ш  J

—a oc
X ~  z

dx^

4-oc
Р2М  =  а д  = ~ 1  /  1  f  ! » k £ ) № i d x .

7Г У X -  Z Ж J X — z
--00 —ot

Так как частные индексы н \ , Я 2 задачи (5) отрицательны, то задача (1) имеет единственное 
решение при выполнении двух условий разрешимости:

•f ОО
G{'x) dx — О

или —а +0О
а

У2(-Т)
f 2 (x)dx =  о,

+

—ОО —ОО
Ч-сю
Г л/а: +  a

J У2{х)

J x  +  а  . , , / ,  L x  ~ а , ,
/i(x )  ( 1 + л/ 2 — :—  1 dx +

X +  о;

f2 { x ) { l  +  j 2
Ч-ОО

^ х ~ а  
X +  а
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