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НАХОЖДЕНИЕ АКЦЕССОРНЫХ ПАРАМЕТРОВ 
ПРИ РЕШЕНИИ НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

л . А. ХвОЩИНСКАЯ

The Riemann problem for four singular points is reduced to the vector-matrix boundary 
value problem with piecewise constaflt matrix. Accessor parameters are calculated.

Настоящая работа является продолжением работ [1, 2] и связана с решением проблемы 
Римана для двух функций и четырех особых точек.

Пусть П1, 02, аз -  произвольные различные точки комплексной плоскости С. Проведем че
рез точки oi, 02, аз, оо кусочно-гладкий контур L. Рассмотрим краевую задачу; найти вектор- 
функцию Ф(г:) =  (Ф1,Ф2), аналитическую в C\L, непрерывно продо.яжимую на L, за исключе
нием, быть может, точек o i, 02, 03, предельные значения которой справа и слева от контура L 
удовлетворяют краевым условиям

Ф^(t) =  AkФ {t), f €  (ofcTafc+i), fc =  1 ,2 ,3 , 04 =  00, (1)

где А] , Л2, Аз -  постоянные невырожденные матрицы второго порядка. Решение задачи ищем 
в классе функций, интегрируемых при z {к =  1,2,3) r почти ограниченных при 2 —> оо
(в этом классе задача разрешима).

Обозначим характеристические числа матриц I4  =  Afc_iA^^ {к =  ТД, Ао =  А4 =  Е) через 
ак, (Зк- Введем обозначения

Рк =  -1  < R e p k  <0; Ofc =  - ^ Ы Р к ,  -1  <Reofc <0,2тгг 2тгг

^  — Yl(Pk +  <̂ к), А  целое, - 7  <  Д <  О,
it=i

р =  е +
2 - Д

(Т — Р4 -|- (74 — е -|- 1 -  д
где г Р4, если Re (р4 — 0-4) <  О, 

СГ4, если Re (/94 — (74) >  0.

В работе [2] показано, что каноническая матрица X (z)  зада*чи (1) является решением регу
лярной системы дифференциальных уравнений (ДУ)

где Uk Дк

dz

iVk +  Рк) iVk +  (̂ к)

dX  _  ^  и  к

к=1 Z - а к (2)

Шк(Ь ак) а>к 
{ак -  Ь) Шк Щ +  рк + о-к 

q]uJk-, q R  Ь -  неизвестные (акцессорные) параметры.

П (®fc )
3=1, lAk ,

) Ok — [p(̂ k{(̂ k 5)
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Система (2) сводится к ДУ класса Фукса с пятью особыми точками ai, аа, аз, 6, оо :

w" + Ё 1 Рк 
Z - а ^ Z — Ь у'+ z - b

П (^ -  « а)
к=1

я +  ^
[ { z - b f  z - b \ ^  

iflk Ojj)

П {ak -  b)
fe=i

E t̂ k -b (̂ k
^  Ofc -

3 3 :

fc=l
у =  0. (3)

В окрестности каждой особой точки решение ДУ (3) имеет два линейно независимых ре
шения вида

оо оо
Uk(z) =  {г-акУ>^ -  ( к̂Т> '^k{z) =  ( z - a k f ’̂  J2 ~ ( к̂Г> если рк У (Тк (к =  1 ,2,3),

п—О п=0

1 ^
' ^k{z) =  7—т ln(z -  a k ) u k { z )  -t- Wk{z) ,  если pk =  Ok, щ { г )  = V  2тгг z>'

00 (4)Cn
(4)

n=0

oo j(4) 
U 'Ui(z) =  ---  если P4 Ф- <74, или V4 {z) =  - r —: Inz • 114(2) +  1U4(2), если P4 =  C74ya z—/ уп 2тг12" “  2 ra=0

Wk(z) -  регулярная функция.
В окрестности точки z =  Ь ДУ (3) имеет два линейно независимых решения вида

щ {г) —С0 +  c i (2 -  6) -Ь +  Cn{z - Ь У  +  . . . ,
Vb{z) =  d2{z -  ЬУ +  ds{z -Ь У  +  . . . +  dn(z -  ЬУ +  . . . , (5)

т. е. Z =  Ь является регулярной особой точкой.
Из теории ДУ класса Фукса известно, что в окрестности каждой особой точки z — ак 

решения ДУ связаны между собой линейными соотношениями:

f “f  П  = лА “‘+ Д ).V Vk{z) )  Vk+l{z) )

где Afc =  постоянные невырожденные матрицы, элементы которых можно найти по
формулам

Afe
_  /  Uk{zo) U^Zq) \ /  Ufe+i(2o) u'̂+i{zo)

V Vk{zo) v'̂(zo) I I Vk+l(zo) l̂ fc+i(̂ o) (6)

2o -  некоторая фиксированная точка.
Запишем формулы для нахождения параметров q и Ь.
Обозначим Dk {к — 1,4) произвольные фиксированные матрицы, приводящие матрицы 

Vk =  Ak-^iA^^ к нормальной жордановой форме, Sk =  (Ду^ )̂ =  D^^Dk+i {к =  1,3).
Для определения параметров q,b в [2] составлена система двух трансцендентных уравнений

,{к) -,(к)
detAfc _
det5fc y g s j f

1, если a k ~  (5k,
2, если ак ф Рк,

, к =  1,2,

2, если ак+1 =  Рк+ъ 
1, если ак+1 ф Рк+1 -

(7)

Однако конечные формулы для параметров q я Ь так и не были получены. Выведем теперь 
эти формулы.
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Вернемся к системе (2). Характеристические числа матриц равны <т̂  (А: =  1,3) и сов

падают с характеристическими числами матриц - —:1п14. Характеристические числа матриц 
1 1

U1 +  U2 +  U2, тл. - —: In ViH2^3 — ц— также совпадают и равны —р, 1 — ст. Следовательно, 2тгг 2тгг

C/fc ~  ^  In Ffc {к =. 1, 2,3), Ui +  U2 +  U2 ^  In H1H2V3.

А что можно сказать о матрицах U\ +  U2 , U\ +  Us, U2 +  U3?
Обозначим характеристические числа матрицы V1V2 через ai2 , Р12, матрицы 14V3 через « 13, 

/?13, матрицы 1414 через агз, /?23-
1 1

Так как с1е1(1414) =  det I4  det I4 , то In(ai2/?i2) =  тгп ln(ai/?ia2/32)-  ̂ 2̂тгг 2тгг
Обозначая pi2 =  - — In« 12, n'i2 =  - —:ln /3i2, получим при соответствуюш,ем выборе ветвей 

2т 2т
логарифмов равенство p i2 +  (Т12 =  pi +  о"! +  рг +  <Т2 =  <r(?7i +  7/2)- Здесь и в дальнейшем через 
сг{Х) обозначаем след матрицы X .

Аналогично, обозначив pfcs =  - —: 1па^з, ст̂ з =  - —: Ф/З^з, к =  1,2, получаем равенства2т 2т

Р13 +  lTl3 =  ( {̂Ul Ч- Us), Р23 +  (723 =  cr{U2 +  U's),

где ветви логарифмов выбираются из условий р^з +  (Ткз =  Рк +  о'к +  Рз +  0 's, к =  1,2. 
Непосредственные вычисления показывают, что

D{Ui -f U2) =  -(p ir  -  772)̂  + {o{Ui)r - o(U2)){rrii -  /72) + (D{Ui)r -f D(U2)){1 + r), (8)

где r = u>2 0,2

LOi a-i
(ai -  аз) (02 -  b) 
(«2 -  as) {02 -  b)

. Поскольку

ГЩ -  T72 =  (poi(ai - b ) - q ) -
U>1

I ( L4 Ч 1 p(ai -  6)(o2 -  6) + p(pa2 П2 - b ) - q ) ~  = --------------— -------- ,
u>2 (ai -  b){a2 -  as) (9)

TO определитель матрицы Ui + U2 (так же как и определители матриц U\ -|- Us, U2 +  Us) зависит 
от параметров р и 6. Если потребовать выполнение условий

-D(C/i Н-t/2) = Pi2<7i2, D{U2 + Us) = Р2302З1 D{U\ + Us)'= pisois, (Ю)

TO подобными становятся следующие матрицы:

4-J72 ~  In 1414) + Сз ~  lnl414) С/2 +  t̂ 3 ~ lnl414•

Пoкaжeм, что система (10) разрешима относительно р и 6.
Учитывая формулы (8) и (9), запишем первое уравнение системы (10) в виде

(p(ai -  Ь){й2 -Ь) + р)̂  +  [a{Ui){ai - аз)(о2 -Ь) + o{U2)(a2 - as){ai - b)]{p{ai - 6)(аг -  6) 4- р)-Ь

■l-[D{Ui){ai ~ аз)(о2 - Ь) + D{U2){a2 - аз)(ах -  6)](ai -  02)(аз -  6)-|-

+ (о 1 -  аз)(й2 -  as){ai -  Ь){а2 -  b)pi20u =  0. (11)

Преобразовывая последнее уравнение и обозначая bk = а̂  — Ь {к = 1,3), получим квадратное 
уравнение вида

(12)
где

р +  miq -Ь П1 =  о,

т-1 =  (1 +  р -  a)bib2 -  o{Ui)b2bs -  o{U2)bibs -  o{Us)bib2,
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П1 =  pbib2[pbib2 +  a{Ui){a-[ — 013)62 +  or(C/2)(oi2 ~  03)61] +  D [U i){ai — O2)(oii — 013)6263+

+D{U 2 ){a2 — ai)[a2 — 03)6163 +  Pi20i2(o3 — Oi)(a3 — 02)6162- (13)

Второе и третье уравнения системы (10) преобразуются соответственно в уравнения вида

р̂  +  Щ0 +  П2 =  О, (14)

+  msq +  П3 =  0, (14')

в которых формулы для m2, 02 и т з ,  пз получаются из формул (13) путем круговой замены 
индексов 1,2,3 на индексы 2,3,1 и 3,1,2.

Вычитая уравнения (12) и (14), получим формулу

П1 -  П2 
mi — m2

1

=  (02 -  6)(оз -  b)Ri +  (oi -  6)(аз -  b)R2 +  (oi -  6)(о2 -  6)Дз, (15)

где Rk -  — ----------[(р(о -  1 +  pfc +  Ofc) +  pfeOfe -  Tfc)], Ti =  P23023, T2 =  P13O13, П =  ристп,
1 +  p — a

причем
i?l +  R2 +  — ~P- (16)

Уравнение (14') является следствием уравнений (12) и (14).
Подставив выражение для q из формулы (15) в (11) и использовав соотношение (16), полу

чим квадратное уравнение для определения параметра 6 :

{Ri(a2 — 6)(аз — a i)  +  i?2(o2 ~  6)(аз — 012))^ +  (o'(6^i)(oi ■” оз)(а2 — 6) +  cr{U2)(a2 — а з )(а 1 — 6 ))х  

X (i? i(a2 — 6)(аз — a i )  +  i?2(oi2 ~  6)(оз — 02)) +  D{Ui){ai  — a2) (o i — аз)(о2 ~  6)(аз — 6 )+

+D{U2){a2 -  ai){a2 -  аз)(о1 -  6)(аз -  6) +  ^120-12(03 -  ai)(o3 -  02)(ai -  6)(о2 -  6) =  0. (17)

Введем обозначения: Gk — Rl+cr{Uk)Rk+D{Uk) =  iRk+Pk){Rk+<^k), Rk ~  G i+ G 2 +Gz~Gk, 
к =  1,2,3, gi =  (ai -  as)'^Gi, Q2 =  («2 -  аз)^С2 , /з  =  (« i - « з ) ( а 2 -а з )^ з -  

Величины Gk, Rk {к =  1,2,3) связаны между собой соотношениями

Gi +  G2 + -Рз =  Сз, Gi + G3 +  P’2 = G2, G2 +  G3 +  Fi = Gi ,
Ri + R 2 =  - 2G3, P’1 +  Рз =  - 2G2, P’2 +  F3 =  - 2Gi.

(18)

После преобразований уравнение (17) можно записать в виде

(Р1 +  92 +  /з)6^ -  {2а291 + 2aig2 +  (ai + а2)/з)6 +  ajgi +  а?̂ 2 + +aia2/3 =  0. (19)

С помош,ью формул (18) уравнение (19) можно переписать в форме, симметричной относитель
но ai, Н2, Пз-

Дискриминант квадратного уравнения (19) равен D  — (20251 +  2а\д2 +  (oi +  аг)/з)^ — 4(^1 +  
+  9 2 +  /з) ( 0 2 5 1  +  «l№ +  «102/3) =  («1 -  «2 )^(/з -  45152) =  («1 -  «2)^(«1 -  «з) ^ ( 0 2  ~ «з)^(Р’з ~
-  4G1G2) =  (0 1  -  02)2(01 -  о з)2 (о2 -  о з ) 2 м 2 , где К Р  =  F |  -  4G1G2 =  F | -  4G1G3 =  p’f  -
-  4G2G3 =  Gf +  G i +  G i -  2G1G2 -  2G1G3 -  2G2G3 =  - P iP ’2 -  P’iP ’3 -  F2p’2- Таким образом,

 ̂— « 2(01 ~ Qз)^Ql + Ql(«2 ~ «3)^G2 +  (oi — «з)(«2 ~ «з)((«1 + « 2)Рз + («2 ~ «l)A f)/2
(«1 — « 3)2^1 +  (02 — 03)^G2 +  (oi — 0з)(02 — Оз)Тз

Числитель и знаменатель последней дроби можно представить в виде квадратного трехчлена 

(«1 «з)  ̂ разложить на линейные множители и сократить. Тогдаотносительно
(о1 -  02)'

6 =
2G i 02(oi — 03) +  Ol(p3 — М )(о 2 — 03) 

2G i(oi — 03) +  (P’s — М )(о 2 — 03)
(20)
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01 -  6 =  (ai - 02)(o i -  аз) 

а з - Ь  =  - ( а з  -  Oi)(a3 -  аг)

2Gi
G ’

2Gi +  F3

аг -  6 =  (аг -  ai){a2 -  аз) 

М
G

(аз -  ai)(o3 -  аг)

F3 - M  
G ’ 

^2 +  М
G

где G =  2G i(ai -  аз) +  (F3 -  М )(о 2 -  аз). 
Из последних формул следует, что

01 — 6 ai — аз 2Gi аз — Ь оз — й2 F2 +  М й2
02 — 6 02 — оз F3 — М  ’ 01 — 6 01 — 02 2Gi ’ аз — Ь

Поскольку F f  -  м 2 =  4G2G3, Fâ  -  М^ ^  4G1G3, F |  -  4G1G2 и

02 — Ol F3 — М
03 — oi F2 +  М

F3 -  М  2G2

справедливы соотношения, связывающие точки oi, 02, 03 и 6 : 

01 — 6 Ol — оз 2Gi F3 +  М  аз — Ь 03 — 02

F2 +  M  F i - M ’

2G3 F2 +  М

то

02 — 6 02 — О3 F3 — М  2G2 ' 0 1 —6 Ol — 02

02 — 6 02 — Ol 2G2 Fi +  М

F2 - М 2Gi

0 3  — 6 0 3  — Ol Fi — M  2G3
Покажем, что формулы (15) и (20) дают решения системы (7).

Предположим, что р\ф сг\̂  рзф а2 , т.е. матрицы и AiA^^ приводятся к диагональной 
жордановой форме. Тогда первое уравнение системы (7) имеет вид

^11 2̂2 
Ai2 А21

0(1) с(1) >̂ 22
с(1) с(1) *̂ 12 *̂ 21

или
\(1) \ (1) ''22
''12 ''21

0̂ 12 +  Р\2 — 0̂ 102 — А ^2
«12 +  Pi2 — а\0'2 — Р1Р2

(21)

Если матрицы и А1Л2  ̂ не приводятся одним преобразованием подобия к треугольному 
виду, то ни числитель, ни знаменатель дробей (21) не обращается в нуль. Кроме того, правая 
и левая части (21) не равны единице в силу невырожденности матриц Ai и 5 i.

При вычислении элементов матрицы Л =  (^Ij^) воспользуемся формулой (6). Нетрудно
проверить, что рекуррентные формулы для коэффициентов с̂ ^\ dn'̂  содержат в знаменателе 
только Pi и (Ti, но не содержат чисел р2) а-2> Рз> «З! Pi o'- Формулы для коэффициентов функций 
U2, V2 содержат в знаменателе р2> « 2, но не содержат pi, <t i, рз, сгз, р, <т и т.д. Поэтому функция 
f{PhO'i,p2iCr2 ,p3 iCr3 iPiO') =  А11̂ А^У/(А^2̂ Л21̂ ) является целой функцией относительно рз, 0-3, р, 
а, не принимает трех значений: О, 1, оо, а следовательно, не зависит от рз, 0-3, р, а.

Положим рз =  (J3 =  0. Тогда pi +  cti 4- рг +  «2 4- Р +  а =  1 или р\2 4- <712 4- р 4- сг =  1. Возьмем 
р =  —Р12) <7 =  1 — <712 и найдем

Кз (7 (р(а — 1) — Pi2<712 4- рз<7з 4- р(<7з 4- Рз)) =  0, G3 =  {R3 4- Рз){^з 4- 0-3) =  О,
1 +  Р

F3 =  - ( G i +  G2) M^ =  F i -  2G1G2 =  (Gi -  G2)", М  =  Gi -  G2,

Ь — ^^ i^2(ai — аз) 4- a i(a2 — аз)(—Ĝ i — G2 — Gi 4- G2) 
2Gi(ai — аз) 4- (—Gi — G2 — Gi 4- G2)(a2 — аз)

a2(ai -  Q3) -  ai(a2 -  03) _  (ai -  аг)аз
(ai -  аз) — (o2 — аз) 

Уравнение (3) переходит в уравнение

Т

ai — а2

у" +
Р1 -  С71 1 -  Р2 <72

ai Z — й 2

аЗ)

у'+

0 .

+  (Р12(0П -  1) +  ^V Z — ау Z — й2 {z -  ai){z  -  аг)
=  0,
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решением которого являются гипергеометрические функции. Но для гипергеометрических 
функций равенство (21) выполняется тождественно. Схема доказательства не меняется, если 
хотя бы одна из матриц AiA^^ приводится к треугольной жордановой форме.

Аналогично доказывается, что формулы (15) и (20) для q и Ь дают решение второго урав
нения системы (7).

Таким образом, формулы (15) и (20) позволяют вычислить все параметры ДУ (3). Из ре
шений этого уравнения составим матрицу

Х (л ) У1 Ух 
У2 У2

( 1 pz
Z ~ Ь

{z -  ai){z -  a2){z -  аз) (22)

где Ух
У2

Dk Uk
Vk

в окрестности точки z ~  Пк {к =  1, А): Dk =  DkTk, Тк = 1к О
. о 6к

если Лк Ф fik-, Тк =  {  ̂ 1 , если ак =  Рк,  ̂ элементы матриц Тк легко определяются из
\ ок 7к J

системы уравнений Г^А^ =  SkTk+x {к =  1,3).
Покажем, что матрица (22) является канонической матрицей задачи (1). Подставим разло

жение (5) в ДУ (3):

3 3 /   ̂ 1
Y [ { z  -  Ь +  Ь ~  ак){2с2 -Ь 6сз(г -  6) -Ь ...) -1- Д  (г -  И - Ь -  afc) 1 ^  — 
fc=l к=х \к=х

Рк ’̂ к 
: -  йк

X (с1 +  2 c2{z  -  Ь) +  . . . )  + {z  -  Ь)
( z - ь у + +  p(T +  f 2

dk

fc=i z -йк.
(со +  c\{z — Ь) -f-. . . )  — 0.

Получим соотношение — П|=1 (  ̂~  ®fc)ci +  QCq =  0 =Ф> с\ =  Сод/П|=1 (^ ~  ®fc)- После этого 
непосредственная проверка показывает, что функции второго столбца матрицы X ( z )  регулярны 
в точке Z =  Ь и det А’(г;) ф 0.

Кроме того, порядки pi и р 2 столбцов матрицы X { z )  соответственно равны

Pi =  min{Rep, Recr}, р2 ~  max{Re р. Re сг} — 1,

т.е. Pi -Н Р2 =  Пе (р +  <т — 1), что совпадает с порядком определителя матрицы X{z) .  
Следовательно, матрица X{z)  является канонической матрицей задачи (1) [3].
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