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В работе доказаны два утверждения о корнях (Х1, <Х2, ССЪ целочисленных много
членов Р третьей степени. Оказывается, что существуют кубы со стороной CXQ~X, 
в которых нет корней Р. С другой стороны, можно найти С2 > 0 , что в любом кубе со 
стороной большей C2Q~l не менее C3Q точек (ссх, (Х2, ССЪ ) . 

Зависимость корней многочленов от коэффициентов многочлена является 
одной из классических задач математики. В настоящей статье мы исследуем 

проблему плотности векторов а = (а1,а2,(х3) в М 3 , где а1:,а2,а3 - действи
тельные корни многочлена 

Р(х) = аъхъ +а2х2 + ахх + а0 є Z[x]. (1) 

Эта задача имеет прямое отношение к построению эффективных регуляр
ных систем векторов с алгебраическими координатами. Понятие регулярной 
системы введено в [1]. Это понятие близко к понятию равномерного распреде
ления и дает количественную картину для всюду плотных множеств. Напри
мер, в [1] доказано, что действительные алгебраические числа образуют регу
лярную систему, что позволило получить точную нижнюю оценку размерности 
Хаусдорфа множества действительных чисел, с заданным порядком приближа
емых алгебраическими числами. В 1999 г. В.В. Бересневич [2] доказал более 
сильную версию регулярности распределения алгебраических чисел, и доказал 
полный аналог теоремы Хинчина [3] для многочленов. 

В монографии [4] отмечается, что единственным неэффективным услови
ем при построении регулярных систем является зависимость высоты алгебраи
ческих чисел от длины интервалов, объемов кубов, в которых они лежат. Эта 
задача была решена только в случае многочленов первой и второй степени [2], [4]. 
Недавно появилось решение и для п = 3 [5]. Однако, даже для них указанная в 
[2], [4] зависимость не является наилучшей, и в работе [5] показано, что лога
рифмический множитель можно опустить. 
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В данной работе будут доказаны две теоремы о распределении векторов с 
алгебраическими координатами. 

Пусть Е = [0,1) 3 -единичный куб. Обозначим через Н = Н(Р) — тахо<;у<з I aj I 

высоту многочлена (1), а через Н{а) высоту алгебраического числа а, опре

деляемую как высоту минимального многочлена для а . Введем класс много

членов, связанный с достаточно большим натуральным числом Q > Q0: 

Ц (Q) = {Ре ад: deg Р = 3 , # ( /> ) * Q) • (2) 

Через сх = сх (п), с2 = с2 (п),... будем обозначать постоянные величины, за

висящие от п, не зависящие от Ни Q. При достаточно малом 8 є R + определим 

множество 

М5 := {х = (х1,х2,х3) є E : \ X j - х . |< S, і & j}. (3) 

Будем считать, что кубы Т = 1хх12х1ъ со стороной cxQ~M, 0 < ju < 1, 

взяты из множества 

Bxcz(E\Ms). (4) 

Теорема 1. Существуют кубы Т а Вхсо стороной c2Q~l, которые не со

держат векторов а с координатами, являющимися корнями многочлена 

р*ц<т. 

Теорема 2. При любом 0 < /л < и достаточно большой величине съ в 

каждом кубе Т, где /лТ = c\Q~l>x, есть не менее c'3Q4juT векторов а, коорди

наты которых являются корнями Р є V3(Q) при условии Н(Р) > cAQ. 
Доказательство теорем основывается на следующих леммах. 

Лемма 1 ([6]) Пусть | Р(х) \< Q~w, w > 0 , и ах - ближайший к х корень 
полинома Р(х). Тогда справедливы неравенства 

| х - а, \< 3Q~W | Р'(х) Г1 для Р'(х) * 0, 

\х-а,\< 4Q~W | Ґ Для Р'(а,) * 0. ( 5 ) 

Лемма 2. Для того, чтобы полином Р є Щх\ степени deg Р — п имел ог
раниченные по модулю корни (не стремящиеся по модулю к +оо, при Н —> со) 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

\ап\>сАН, 
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где 0 < с 4 < 1 и ап - старший коэффициент многочлена Р. 

В лемме 2 в [6] доказана только достаточность. Докажем необходимость. 

Пусть ах,а2,...,ап - корни многочлена Р(х) = ап(х — ах)(х — а2)...(х — ап). 

Если корни \(Xj \<с5, то запишем Р в виде 

Р(х) = ап(хп -S,(а)х-1 +...±SJ{a)xn~j +... ± (а)х + Sn(а)), 

где Sj(a) - у'-ая элементарная симметрическая функция от корней Р, на

пример, £ , (а) = аї+а2+... + ап и Sn(а) = аха2 ...ап. Пусть высота Н(Р) у 

многочлена Р достигается при коэффициенте а, т. е. | anSn_j(a) |= Н. Так как из 

вида Sn_j(a) и условия | at \< с5 следует | Sn_j(a) \< С}

псп

ъ~} < Т max{c 5 , c 5

w } , 

то | ап \> 2~пНI т а х { с 5 , с 5 " } . 
Доказательство теоремы 1. Построим куб Т, внутри которого нет корней 

многочлена Р є V3(Q). Рассмотрим куб Тс центром в точке ("̂ > J'"̂ ") и Р е^~ 

ром с-,0 . Числа —, — и — являются корнями многочлена 
2 4 3 2 

Рг (х) = 24(х - ^)(х - ^)(х - -і) є Щх\. Возьмем многочлен Р2 є V3 (Q) сре-

ди корней которого нет чисел —, — и —. Все корни многочлена г2 удовлетво

ряют неравенству | « у |< 1, так как лежат в Г с £ . Все модули разностей 

| at -Р, |< 1, 1 < i,j < 3 , /? є {—;-;—}• Один из корней ах удовлетворяет нера-
7 4 3 2 

венствуїа, - — \<—с2 б " 1 , второй | а2 -^|< ^2Q~\ третий І # 3 " Т ^ Т ciQ *. 
2 2 3 2 4 z 

Рассмотрим результант целочисленных многочленов Р, и Р2, и оценим его мо
дуль снизу единицей. Имеем 

и|Д(/»,Р 2)|=24 3 |в 31 3 П 
1^3 

1 
•-OL. <24'\a3\32-3c3

2Q-3<2uc3

2. (6) 
s + \ 

Если с 2 < 2~ 4 , то неравенство (6) противоречиво, что доказывает существо

вание куба со стороной 2~AQ-1, в котором нет векторов а . Теорема 1 доказана. 
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Доказательство теоремы 2. Рассмотрим систему неравенств 

)P(Xl)\<SQ-y\ 

<\P(x2)\<ZQ-m, (7) 

J P(x3)\<SQ-m, 

где P є V3 (Q). Используя принцип ящиков Дирихле, нетрудно доказать, 

что она разрешима в каждой точке х є Т. Для производных Р'(х^ очевидно 

справедлива оценка | P\xt) |< 9Q < 24Q. Для того, чтобы применить к систе

ме (7) лемму 1 необходимо получить оценку снизу для производных P'(t) в 

точках х = (х19х2,х3) или а = (а19а29(х3). Если будут выполняться оценки 

| P'icXi) \> S0Q для любого 1 < і < 3 , где S0 є R + , то из леммы 1 мы можем зак

лючить, что \xi—ai \< 25Sq1Q~4/3 И внутри Г окажется вектор а • Покажем, что 

если хотя бы одна из оценок снизу для | P'icti) |> S0Q не выполняется, то мы 

сможем выбрать такую малую величину £ 0 , что система неравенств (7) вместе 

с новыми условиями 

| Р\ах) \< <Щ | Р'(а2) \< 2 4 а | Р\ах) \< 24Q (8) 

разрешима только на множестве В2аТ, /лВ2 < • 

Из условий (7) следует, что каждый корень (Xj полинома третьей степени 

Р є V3(Q) близок к своей координате Xj точки х . Поскольку по условию (3) 

переменные разделены, то разделены и корни (Xj, что можно записать в виде 

\ a i - a j \ > - , 1 < / , у < 3 , / > у . (9) 
2 

Если аг - старший коэффициент Р, то можно считать а3 > 0 и используя (9), 
получить 

| P'Oi) |=| а3{ах-а2){ах-а3) \> 2~2S2a3. (10) 

Из первого неравенства (8) и (10) имеем 

a3<22SQ5~2Q. ( Н ) 

Отметим, что неравенство (10) выполняется для | Р'(а2) \ и | Р\ос3) \. При фик
сированном полиноме Р е V3 (Q) с помощью леммы 1 и (10) оценим меру сг(Р) 
решений системы неравенств (7): 
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I х,-а, | < 2 5 Q ~ m 2 2 S ~ 2 a 3

l = 2іS'2a~lQ-y\\<і<3. (12) 

Для произведения М = Y\i-\ I xi ~ ai І и з (12) получим оценку 

M<22lS~6a-3Q-\ (13) 

Оценку (13) надо просуммировать по всем полиномам Р, для которых выполня

ется система неравенств (7), (8) и вектор х є Т. Обозначим через dt середину 

интервала / . . Тогда любую точку из 1( можно записать в виде 

* , = 4 + г , с 3 е ^ о < Ы < | . (И) 

Подставим х7 из (14) в (7) и проведем упрощения. Получаем 

\P{dl)\<cba3Q~^ 1 < / < 3 , (15) 
согласно лемме 2 и (11). Преобразуем (15) в систему уравнений 

= 1рьа&Г\ | Я, |< 1,1 < / < 3 . (16) 

Зафиксируем коэффициент аъ полинома PeV3(Q) и полином 

Рх (t) = a3t3 + a2t2 +axt + aQ eV3 (Q), для которого выполняются (14) и (16). Тог

да для Px(f) и любого другого полинома P2(t) = a3t3 + a'2t2 + a[t + a'0e V3(Q), 

для которого верно равенство (16), имеем 

\P2(dt)-Px(dt)\ = \(a'2-a2)d2+(a[-a1)di+(a'0-a0)\ 

< X;c6a3Q-\ | Л / | < 2 , 1 < / < 3 . < 1 7 ) 

Разрешим (17) относительно каждой из разностей а'к—ак, 0 < & < 2 • По
лучим 

\a'k-ak\<c7a3Q-M. 

Это означает, что все многочлены Р2 должны иметь коэффициенты а'к, 

О < к < 2, отличающиеся от коэффициентов ак не более чем на 2c7a3Q~M. Их 

общее число не превосходит S = 23c3alQ~3p. Тогда мера всех х , для которых 

выполняется система неравенств (7), (8) не превосходит по (13) величины SMYL 

SM < 224c3a3

3Q-3fia3

3Q-lS-6 = 224c3

3c3S-6Q'ljuT. (18) 
Просуммируем оценку (18) по всем а3 из (11). Получим оценку 

226S05-*c?c3juT, 
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которую за счет выбора SQ можно сделать меньше ~ ЦТ. Теорема 2 доказана, 

так как на дополнении этого множества до Т все производные имеют макси
мальный порядок. 
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Summary 
The distribution of the roots of the integer polynomials of third degree in the small cubes 

is investigated. 


