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МАТРИЧНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ БЛОКОВ 
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СИСТОЛИЧЕСКОГО ТИПА

А .А .Т и у н ч и к

А matrix model for uniting decomposed dependence graphs is proposed. The model allows 
one to solve the following problems: to detect similar dependence graphs; to construct unlimited 
dependence graphs for iterative algorithms on the base of a vmique graph model; to construct 
unlimited dependence graphs for iterative algorithms on the base of a pair of graph models; 
to detect dependence graphs that can be used for it; to check an existence of a temporal 
coordination of united graphs.

Введение

Систолические процессоры -  высокоэффективные специализированные многопроцессорные 
устройства, хорошо приспособленные для СБИС или F P G A  реализации и используюшце пре- 
имуш;ества параллельной и конвейерной обработки информации. В настоящее время в [1-4] раз­
работаны процедуры проектирования систолических процессоров для реализации алгоритмов, 
представленных как единое целое. К  основным этапам проектирования относятся: представле­
ние реализуемого алгоритма в специальном виде, построение графовой модели, отображение 
этой модели на вычислительную стрзжтуру. Однако в ряде случаев построение графовой мо­
дели затруднительно в силу большой сложности или громоздкости реализуемого алгоритма. В 
этом случае целесообразно разбить исходный алгоритм на подалгоритмы и построить единую 
графовую модель из графов, представляюпщх эти подалгоритмы.

В работе [5] рассмотрено построение единой графовой модели для последовательного пере­
множения произвольного числа матриц. Единая модель построена на основе формализованной 
пространственной стыковки графовых моделей для отдельных умножений, однако задача вы­
бора подходящих графовых моделей отдельных подалгритмов решалась на основе перебора 
различных возможных комбинаций. В работе [6] рассмотрен более обпщй способ воссоедине­
ния графовых моделей в единую структуру, однако формализованная процедура нахождения 
оператора пространственного совмещения была предложена только для одномерного приме­
ра. Целью этой работы является разработка матричного аппарата представления структур 
обрабатываемых данных, которая позволяет: находить во множестве графовых моделей для 
реализации одного и того же алгоритма подобные; устанавливать существование аффинных 
операторов пространственной стыковки и быстро получать их матрицы для построения слож­
ных алгоритмов на основе как единственной графовой модели, так и двух различных графовых 
моделей; формализованно устанавливать существование единого временного планирования для 
вычислительного устройства, реализующего весь алгоритм.
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1. Основные понятия

Граф зависимостей (ГЗ ) является графовой моделью алгоритма. Построение ГЗ основано 
на представлении исходного алгоритма однородными рекуррентными уравнениями [7]

X i( v )  =  Fi(xi(v ~(pj;i),X2 (v ~ ( p x i ) , - ^ . , X p ( v p e N ,  v e V c Z ^ y  (1)

где xi,X2 , ■ ■ ■ ,Xp -  переменные алгоритма, v -  m -мерный вектор (точка m -мерной цело­
численной решетки ); Fi -  функция р переменных , жг, •. •, Жр, а > ̂ Х2 > • ■ • > ̂ Pxp ~ 
m -мерные векторы. Предполагается, что векторы V’®! > V’xa > • • • являются локальными, т.е. 
компоненты векторов принадлежат множеству {О, 1, —1}. Область V  называется областью 
вычислений.

Алгоритм (1) может быть представлен ГЗ, вершины которого идентифицируются с точ­
ками г> G F, а дуги -  с векторами (p î, fx i ? • • • > Ч̂хр • Множество вершин графа совпадает с 
областью вычислений V. Множество дуг Е С V х V  характеризуется множеством векторов

{̂ Рхх̂ Ч̂ ХЦ • • • Î X̂p}-
Вектор соответствуюпщй дуге для пересылки данного ж* из вершины v\ в вершину 

« 2, определяется координатами ipxi =  (г>2 —wi)- Если (п — G V, то вектор называется 
вектором зависимости. Если (п — p^i) ^ V, то точка v называется точкой ввода; если (v -f 

^ У, то точка V называется точкой вывода. Предполагается, что длина и направление 
соответствуюш;его вектора ввода или вывода рх{ не определены.

Предполагается, что ГЗ  является строго направленным, т.е. суш;ествует такой целочислен­
ный вектор т, т G Z "*, который образует острые углы со всеми векторами зависимостей pxi '

{r,<Pxi)>0 , 1 < г < р , (2)
где (•,■) обозначает скалярное произведение. Вектор г  называется направляюпщм векто­
ром ГЗ.

Пространственное отображение ГЗ на вычислительную структуру определяется обычно ли­
нейным оператором П  : ( г =  0 , 1 или 2 ) [1-6 ]. Использование линейных операторов
специального вида автоматически сохраняет исходную локальность векторов зависимости, что 
обеспечивает получение массивов с локальными межсоединениями. Таким образом, проектиро­
вание систолических процессоров (не имеющих глобальных межсоединений) предпочтительно 
осуществлять на основе ГЗ, представляюпщх собой отдельные подалгоритмы и имеювцих толь­
ко локальные дуги как внутри отдельных блоков, так и между этими блоками.

Необходимо отметить, что если ГЗ не ограничен или его размеры в направлениях, зада­
ваемых некоторыми векторами неизвестны заранее (и могут даже определяться
параметрами, генерируемыми в ходе реализации вычислительного процесса), то необходимо, 
чтобы подпространство, порождаемое векторами ф,С2) - • •» входило в ядро оператора П. Та­
кое отображение позволяет проектировать конечные систолические процессоры для реализации 
произвольного числа итерационных шагов алгоритма.

2. Матричное представление

Пусть заданный алгоритм состоит из отдельных информационно связанных подалгоритмов 
вида (1). Каждый подалгоритм представлен ГЗ, причем выходные промежуточные результаты 
одного ГЗ должны использоваться как начальные входные данные для последующих вычис­
лений. Пространственное размещение вершин вывода может существенно отличаться от про­
странственного размещения вершин ввода. В силу этого возникает задача пространственного 
соединения и согласования отдельных блоков.

Типичный случай передачи данных -  передача векторов, матриц и других упорядоченных 
структур. Естественно предположить, что и элементы структур, и соответствуюпще верши­
ны вводагвывода упорядочены в пространстве и образуют некоторые регулярные стрзчстуры.
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Пусть области вводагвывода являются (т ~  1) -мерными прямоугольными параллелепипеда­
ми, Пусть входные (выходные) вершины для элементов структуры S размеще­
ны в точках (i/po, i/pj, i/pj, . . . , где {pO)Pi>P2> • • • )P m -i} ~ некоторая пер>естановка чисел 
{ 0 , 1, 2 , . . . , m — 1 } ,  uq =  соу b'fe =  Cfe ±  ifc) 1 ^  /с <  m  -  1, a cq,ci, C2, . . . ,  Cm-i -  некоторые 
константы. Упорядоченные таким образом области ввода и вывода будем называть регулярно 
структурированньпии областями ввода ( I  -областями) и регулярно структурированными обла -̂ 
стями вывода ( О-областями) соответственно. Предполагается, что эти области используются 
для передачи одних и тех же наборов данных; следовательно, их размеры должны быть рав- 
ными*

Описание областей ввода и вывода должно устанавливать соответствие между элементами 
ввода или вывода и точками пространства, где и происходит ввод или вывод этих элементов. 
Как правило, описание областей ввода и вывода дается в очень сложной форме. Это затруд­
няет разработку формализованных средств пространственного преобразования этих областей. 
С другой стороны, число различных вариантов пространственного размещения I  -областей и 
О-областей экспоненциально возрастает с ростом размерности пространства Z ^ , что суще­
ственно затрудняет решение задачи стыковки методом перебора.

Д ля  решения задачи формализованного пространственного соединения ГЗ  будем использо­
вать следующее матричное представление областей ввода-вывода. Пусть вектор dk € Z”*, 1 ^  
<  fe <  т  — 1, имеет компоненты (О, О,. . . ,  О, ± 1 , 0,. . . ,0 ) ,  где знак ненулевой Vp̂, -й компоненты 
вектора dfe совпадает со знаком компоненты i>k =  ±  i)̂ , а вектор do € Z”* имеет компо­
ненты (о, о , . . . ,  о, ± 1 , о , . . . ,  0), где знак ненулевой -й компоненты должен быть определен 
следующим образом: do направлен внутрь области вычислений в случае области входа; в про­
тивном случае do направлен наружу. Чтобы описать I  - или О-область, сформируем матрицу 
D  =  (dg, d f , . . . ,  dg,_x), которая сгенерирована вектор-столбцами dg, • •., Таким обра­
зом, любая I -  или О-область однозначно определена матрицей D. Очевидно, все векторы 
dg,df, . . .  yd^-i отличны от нуля и ортогональны. Следовательно, матрица D  невырождена, и 
существует обратная матрица D~^ такая, что DD~^ =  D~^D =  Е. Более того, так как векто­
ры dg, d j , . , . ,  d ^ _ i  единичны, то столбцы матрицы D  образуют ортонормированную систему, 
а сама матрица D является ортогональной и, следовательно,

Через D i и D q будем обозначать матрицы, определяюпще 1-тз О -области соответственно. 
Через Ф обозначим матрицу, сформированную вектор-столбцами ... у(р̂ .̂ Отметим,
что матрица Ф может не быть квадратной.

О п р е д е л е н и е .  Совокупность матриц D i ,D q и Ф ГЗ  G будем называть матричным 
представлением ГЗ  G и обозначать M {D j ,D q,^ ).

3. Нахождение подобных графов зависимостей

О п р е д е л е н и е .  ГЗ  с матричными представлениями х,Фх) и М {D j 2̂у Dq 2 ,^ 2)
будем называть подобньши, если существует такой линейный оператор Р , что FD/,i =

^Do,i =  Do ,2 у ГФх =  Фг-
Подобные ГЗ появляются в силу многообразия возможных вариантов подачи и пересылки 

начальных данных по ГЗ. Являясь, по существу (с точностью до линейного преобразования), 
одним и тем же ГЗ, подобные ГЗ для реализации одного и того же алгоритма усложняют задачу 
нахождения стьжуемых подграфов, увеличивая число возможных комбинаций. Таким образом, 
предварительное нахождение и устранение из рассмотрения подобньпс ГЗ может существенно 
Згпростить решение задачи нахождения стьжуемых подграфов.

Отметим, что в силу невырожденности матриц П/д, Do,iy jD/,2 и Dq^ матрица операто­
ра Р  может быть однозначна найдена по этим матрицам, однако это же нельзя утверждать 
относительно Фх и Ф2 : в зависимости от их размерности могут быть как ситуации, когда 
оператор Р  не существует, так и ситуации, когда он определяется не единственным образом. 
Из сказанного выше вытекает истинность следующей леммы.
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Л  е мм а 1. Д случае невырожденности матриц Фх и Фг для подобия ГЗ М {Dj^i, Dq i , Фх)

и M {D i 2̂ ,D q 2 ,^ 2) необходимо и достаточно, чтобы D j 2Dj\  =  Dq 2Dq\ =  Ф2Ф1
Отметим, что если получено п исходных ГЗ, то для нахождения всех подобных ГЗ в этом

множестве требуется Sn
_  n (n  — 1)

сравнений. Однако процедуру перебора можно существен­

но упростить, если использовать следующие необходимые условия подобия.
Лемма 2. Для подобгм ГЗ х,Фх) и 0 2 1 ^ 2) необходимо, чтобы ли­

бо D ji D1,2У ^ 0,1  — ^ 0 ,2» Фх = Ф2, либо Л/ х Ф 1̂,21 ^0,1  ̂ ^0,2 ® случае
невырожденности матриц Фх и Ф2 Фх Фг-

Л е м м а  3. Для подобия ГЗ М (Л / д ,1>од1Фх) н ^ { ^ 1,2 1 ^ 0  2 ,^ 2) необходимо, чтобы 
d etD , 2 detD0  2 6.e tD j2 d e tD ^ ,

det £ )j X det Л ^ д
- — - — j  гл > ® ® случае невырожденности матриц Фх и Фг
det Dj j  det Dq j
_  det Ф2

det Фх
Истинность этих лемм следует из единственности оператора F.
Процедура применения леммы 2 является вычислительно легкой, поскольку не требует вы­

числений, а сводится только к сравнению трех пар матриц. С другой стороны, процедуру приме­
нения леммы 2 можно дополнительно ускорить, если предварительно вычислить определители 
всех матриц (эти определители легко вычислимы в силу специальной структуры матриц, кроме 
того, они понадобятся также и при реализации процедуры леммы 3), так как из неравенства 
определителей следует и неравенство самих сравниваемых матриц (поэлементному сравнению 
подлежат только матрицы с одинаковыми определителями).

4. Пространственная стыковка отдельных ГЗ

ГЗ можно рассматривать как геометрический объект, на который можно действовать ли­
нейными или аффинными операторами. Два ГЗ будем называть пространственно состыко­
ванными, если соединение любой пары соответствующих друг другу вершин ввода и вывода 
определяется одним и тем же вектором с координатами из множества {О, 1, —1}. Стыковка 
обеспечивает систолический способ воссоздания декомпозированного алгоритма. Нашей целью 
является разработка средств пространственной стыковки за счет изменения взаимного распо­
ложения вершин ввода и вывода.

Пусть А  -  аффинный оператор, А  : Z"* —> Z ^ , Ах  =  ЬжЧ-1, где L  -  линейный оператор, 
1 -  вектор переноса, х е  Z ”*. Линейные операторы и соответствуюпще им матрицы различать 
в обозначениях не будем. Граф G может быть преобразован оператором А  в граф AG : пре­
образование может включать вращение и отражение L  и перенос 1. Знаком “ * ” в матричном 
представлении графа зависимостей будем обозначать произвольную матрицу (D/, или 
Ф), вид которой не имеет значения для дальнейшего изложения. Пусть С?х и G2 -  ГЗ  с О - и 
7 -областями и матричными представлениями M {*,D 0 ,* ) и соответственно. Ин­
формация из Gi должна перетачиваться к пространственно присоединенному с ним графу 
A (j 2- Очевидно, если существует линейный оператор L  такой, что О-область Gi совпадает 
с /-областью L G 2, т.е. L D j — Do, то всегда можно найти соответствующий вектор 1, чтобы 
обеспечить пространственное соединение.

Т е о р е м а  1. Любой ГЗ с матричным представлением M {* ,D 0 ,* ) может быть про­
странственно соединен с любым ГЗ с матричным представлением Такое со­
единение может быть выполнено единственным способом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть линейное преобразование L  обеспечивает пространственную 
стыковку /-области, описываемой матрицей Dj, к О-области, описываемой матрицей Do, 
т.е. L D i — Do- Матрица Do  обратима, следовательно, L  определяется единственным обра­
зом как

L =  D o D j\  (3)

Итак, преобразование А  может бьггь определено для любых / - и О -области.
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Матригцл Do и D j порождаются линейно независимыми единичными векторами, следова­
тельно, произведение (3) определяет некоторое вращение гиперкуба на угол тг/2 или тг либо 
отражение относительно гиперплоскости, проходящей через одну из его граней. Оператор L  
должен сохранять внутреннюю структуру исходного ГЗ, т.е. сохранять локальность векторов 
зависимости и размещение областей ввода и вывода на границе области вычислений. Выпол­
нение этих требований следует из геометрического смысла вращений и отражений. Теорема 
доказана.

Отметим, что изменение знака вектора do в Do или D j на противоположный соответству­
ет получению внзггренней стьпсовки [8]: пересылаемые данные “отражаются” от границы ГЗ и 
возвращаются в исходную область вычислений.

Рассмотрим случай, когда исходный алгоритм разбит на множество идентичных подалго­
ритмов и требуется осуществить пространственную стыковку большого количества идентич­
ных ГЗ. Сзчпествуют два подхода к решению задачи стыковки множества идентичных ГЗ: 
1) построить ряд различных ГЗ  для реализации одного и того же подалгоритма и попытаться 
выбрать из них такие, которые могут быть состыкованы естественным образом; 2 ) построить 
один ГЗ и попытаться найти алгебраические средства для таких преобразований этого ГЗ, 
которые удовлетворяли бы всем требованиям стыковки. Первый подход подробно исследован 
в [5]. Основным его недостатком в общем случае является высокая трудоемкость процедур 
построения и исследования различных графовых реализаций подалгоритмов. Рассмотрим воз­
можности второго подхода.

Пусть • • • )CrQ -  идентичные ГЗ, которые представляют Q подалгоритмов. Пусть
А „  -  аффинный оператор, А.„ : Z” * -)• Z ^ , А„ж  =  Н - , где -  линейный оператор, 1„ 
-  вектор переноса, х е  Z7” . Тогда граф G „ может быть преобразован операторами А „  в граф 
AnGn (различные графы Сг„ могут быть преобразованы различными операторами А „  ).

Линейные операторы L „  могут изменять пространственное размещение векторов зависимо­
стей, что приводит к появлению большого числа типов вершин. В связи с этим обретает акту­
альность проектирование регулярной однородной цепи преобразованньк ГЗ. Д ля  построения 
такой цепи нежелательно использование большого числа различных операторюв. Рассмотрим 
случай применения единственного оператора А .

Построение цепи пространственно связанных ГЗ с использованием единственного оператора 
А  осуществляется следуюпщм образом. Первый ГЗ Gi остается неподвижным, второй ГЗ G2 

должен быть присоединен посредством оператора А . Предполагается, что третий ГЗ  G3 мог 
быть заранее связан с G2 оператором А ; следовательно, присоединение Gi к G2 означает, 
что на Gs действует оператор А^. Таким образом можно продолжать процедуру и получить 
цепь пространственно связанных ГЗ G i , AG 2 , A^Ga, A^G 4, . . . ,A^~^Gq , где n -я степень 
оператора А  рассматривается как п последовательных преобразований оператором А  :

А ” я: =  (L  -Ь 1)” а: =  L ( L ( L . .. L ( L  а: -Ь 1) -И  +  ... +1 )  +  1) +  1 =

п п

=  -Н +  L ” -^!  -t-. .. Ч- L^l -I- L^l +  L1 -ь 1.

Таким образом, аффинное преобразование оператором А ”  сводится к линейному преобрэг 
зованию L ”  и параллельному переносу, задаваемому вектором Ч- Ч-. . .  Ч- L1 Ч-1.
Чтобы ограничить число различных операторов L ,  , L^ , . .. будем предполагать,
что существует число Л такое, что

L^ =  E, Л ^ 1 ,  (4)

и А мало (обычно А =  1 или 2 ). Цепь ГЗ G i , A G 2 , A ^G a , A^G 4 , . ..  при =  Е  будем 
называть -цепью.

Рассмотрим следующие задачи: 1) возможно ли объединить декомпозированный алгоритм 
(создать L ^ -цепь) на основе единственного ГЗ с матричным представлением М (£ )/ ,£ )о ,Ф ), 
если А ^  2, и 2) если это так, то какими свойствами должны обладать матрицы, входящие в 
это матричное представление?



Матричное представление блоков декомпозированных алгоритмов 145

Из теоремы 1 следует, что существует линейный оператор L q/, обеспечивающий простран­
ственную стыковку области ввода данных следующего ГЗ с областью вывода результатов ис­
ходного ГЗ, и линейный оператор L jo ,  обеспечивающий пространственную стьжовку области 
вывода предыдущего ГЗ с областью ввода исходного ГЗ. Так как все ГЗ идентичны, то все 
возможности пространственной стыковки могут быть установлены на основании исследования 
I -  и О-областей одного ГЗ.

Т е о р е м а  2. -цепь при А <  2 может быть построена тогда и только тогда, когда 
Do{D i)-^  =  D i{D o )-^ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть D i и Dq -  матрицы описания / -и  О-области соответственно. 
Тогда L joD j =  Do и L o iDq — Dj,

Lor -  D iiD oY (5)

L io  =  D o {D i)-\  (6)

Для построения -цепи должен использоваться один оператор. Таким образом, L/o должен 
быть равен L o j ,  а Do(Di)~^  =  Dr(Do)~^. С другой стороны, если Do{Di)~^ =  Dj(Do)~^, 
то Lfo — Lor- Теорема доказана.

Т е о р е м а  3. Любая составленная из п ГЗ -цепь при Л ^  2 может быть заключена 
в цилиндр, радиус которого не зависит от п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля  доказательства этой теоремы достаточно показать, что любая 
-цепь при А ^  2 распространяется в направлении некоторого фиксированного вектора 
Действительно, если А =  1, то L  =  Е, и вся цепь может быть построена путем параллель­

ных переносов на вектор 1. Вектор ^ =  1 должен входить в ядро оператора отображения всей 
цепи, при этом будет полз^ен конечный систолический процессор для реализации произволь­
ного числа шагов.

Пусть А =  2. Так как =  Е, то для четного п

А ” ж =  Ех  -ь L1 + 1  + .. +  Ы  + 1 -ь L1 -ь 1 =  Еж ч- - ( Ы  +1 ),

П

а для нечетного п

А ” ж =  L® И- 1 -Ь Ы -Ь . . . - Ь Ы -ь 1  =  Ьж +  (Ы  -f 1) 4-1.

Таким образом, L'^ -цепь распространяется в направлении вектора L1 +  1; вектор ^ =  L1 -f-1 
должен входить в ядро оператора отображения. Теорема доказана.

При построении -цепи при А =  2 используются не только исходные ГЗ, но и ГЗ, пре­
образованные линейным оператором L. В преобразованных ГЗ изменяется пространственное 
размещение векторов зависимости, что приводит к появлению новых типов вершин и, формаль­
но, новых ГЗ. Это позволяет рассмотреть еще один способ построения цепи состыкованных ГЗ, 
основанный на использовании двух различных исходных ГЗ.

Пусть даны ГЗ  с матричным представлением М (П д ,П ^ ^ ,Ф 1) и ГЗ  с матричным пред­
ставлением Пусть пространственная стьжовка /-области второго ГЗ к О -
области первого осуществляется оператором Ъо г̂ ,̂ а /-области первого ГЗ к О-области 
второго -  оператором Lo2h- 'Hik как последовательное применение этих операторов к по­
следующим ГЗ  эквивалентно применению произведения операторов, то во избежание появле­
ния большого числа типов новых ГЗ естественно потребовать, чтобы вьшолнялось равенство 

L o i/2^ 02/i =  Е-
Через -цепь обозначим цепь, построенную из ГЗ с матричными представлениями 

и M (D i2 ,Do2 ,^ 2) на основе применения двух аффинных операторов 
Aoj/ i ; Z ^ , A o 2hX =  L o2/i ® +  1o2Ji и A o i j j  : IT  ̂ -л IT ', A o i j jX  =  Loi/2® +  ^ 1/2»
где L 02 I1 и L o i/2 -  линейные операторы, lo2/i и I0 1J2 ~ векторы переноса, ж € Z”*;
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=  ^Oih^Oih ~  Дрз^ими словами, L ^ -цепь строится параллельным перено­
сом пар построенных состыкованных ГЗ с матричными представлениями и
M (D /j ,Z?Oj ,$ 2)- Такая процедура построения не противоречит требованию малого числа раз­
личных типов ГЗ (это число по-прежнему равно двум).

Т е о р е м а  4. L * -цепь из ГЗ с матричными представлениями M (D jj ,  jDo i>^ i ) и 
M (D i,,D oa ,^ 2) может быть построена тогда и только тогда, когда

D o,{D i,)-^D odD i,)-^  =  -Е. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 1 следует, что существуют линейные операторы hoth 
и Loi/ j, осуществляющие пространственную стыковку ГЗ с матричными представлениями

boj/j =  Doa(jD/i)“ ,̂ (8)

Lo,i , = D oAD t,)-'^. (9)

Так как для построения Ь*-цепи требуется, чтобы Loiti^Oih — ^Oih^^Chh =  Е, то с учетом 
равенств (8) и (9) получаем соотношение (7).

С другой стороны, из соотношения (7) следует существование операторов Loj/, и 
отвечаюпщх требованию Loj/iLoi/a =  ^ 0 ih"^02h =  Е . Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Для существования Ъ^-цепи из ГЗ с матричными представлениями

M {D [^ ,D o i,^ i) и M {D jj,D o2,^ 2) необходимо, чтобы
det Doi det Doi

1.
detD/j detD/j

В заключение отметим, что при исследовании возможностей пространственной стьшовки на 
основе анализа матричных представлений ГЗ матрица Ф не используется.

5. Временнбе согласование объединенного ГЗ

Временнбй режим работы проектируемого систолического процессора определяется функ­
цией i(b ) =  (т, ь ) — m in(r, ь ) -f t o , где г  -  направляюпщй вектор ГЗ, to -  целочисленная vev
неотрицательная константа. Нахождение непротиворечивого временнбго режима работы систо­
лического устройства сводится к нахождению такого целочисленного вектора т, для  которого

{T,<pxi)>0, (10)

для любого вектора зависимости 1 <  г <  р. Очевидно, что существование вектора т, удо­
влетворяющего условию ( 10), равносильно существованию целочисленного решения т  системы 
линейных неравенств Ф т >  0 .

Т е о р е м а  5. Единая таймирующая функция для -цепи при А ^  2 существует тогда 
и только тогда, когда существует целочисленное решение т системы линейных неравенств

В т  > 0 ,  г д е В = (  )  -

Истинность теоремы 5 следует из того, что направляюпщй вектор всего множества про­
странственно состыкованных ГЗ должен являться целочисленным решением систем неравенств 
Ф т >  о, Ь Ф т  >  о, Ь^Ф т >  о, Ь®Фт >  о . . . ,  причем =  Е, Ъ — DjDq .̂

Аналогично устанавливается истинность и следующей ниже теоремы о существовании тай- 
мирующей функции для L * -цепи.

Т е о р е м а  6 . Единая таймирующая функция для Ъ^-цепи из ГЗ с матричными пред­
ставлениями ВоцФг) и D0 2 , Ф2) существует тогда и только тогда, когда
существует целочисленное решение т системы линейных неравенств В т  >  0 , где В  =

=  ( )
V )  '
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6. Пример

Рассмотрим построение систолического алгоритма для перемножения последовательности 
N  X iV -матриц

Г=^Аг - -Аз -А2-А1. ( 11)

Эта процедура естественным образом представляется как последовательность умножений мат> 
рицы на матрицу: Xi  =  Аг • A i , Хг =  Аз • X i , Хз =  А4 • Хз, ■ • ■, -Xj-i =  Ai • Х /_2 . Через

Y  =  A X (12)

обозначим некоторое промежзггочное умножение матрицы на матрицу. Воспользуемся одной 
из систолических реализаций [5] операции (12).

Пусть даны матрицы А =  (щр) и X  — (xpj), 1 <  г,у,р <  N. Элементы матрицы Y  =  {Vij), 
1 ^  ^  JV", формируются в соответствии с соотношениями уу =  Ylp=i^ip^py Реализация
такого вычисления может быть представлена рекуррентными уравнениями

y{i,3 ,k) =  a{i,j -  l,k )x {i -  l , j ,k)  +  y{i,j,k ~ 1),

=  a { i , j x ( i j , k ) - x { i ~ l , j , k ) ,  1 ^ i , j , k  ^ N,
(13)

где ввод данных описывается присвоениями x(0,j,k)  =  x^j, a(i,0,k) — y(i,j,Q) =  О, 
вывод осуществляется как уу =  Рекуррентные уравнения (13) позволяют построить
ГЗ  реализации ( 12): вершины ГЗ размещены в кубической области вычислений { ( i , j ,k)  : 1 ^  
^  i , j ,k <  IV}. Векторами зависимости являются векторы у>х — (1, О, 0), ipa =  (0, 1, 0)

/ 1  о 0 \
и ipy =  (о, о, 1). Таким образом, Ф =  I 0 1 0 1 . Направляющим вектором этого ГЗ

V о о 1 /
является вектор г  =  (п ,  тз, тз), где t i >  1, >  1, тз ^  1.

Дадим матричное описание областей ввода и вывода. Векторами do, d\ и с?2 области ввода 
являются векторы =  ( 1, 0 , 0), d{ =  {0, 0, I )  и d̂  =  (0 , 1, 0) соответственно. Аналогично

/ 1 0  0

=  (о, о, 1), c?f =  (1, о, 0) и =  ( 1̂ 0)- Таким образом, П/  =  I 0 0 1 | ,
V о 1 о

/ 0 1 0  
По  =  I о о 1 

\  1 о о
В работе [5] получено также и множество других рекуррентных уравнений для реализации 

итерационного шага (12). Приведем матричное описание ГЗ, представляющих эти алгоритмы. 
ГЗ, представляющий *-й алгоритм, будем обозначать Г З » , 1 <  г <  16. Соответствуюпще ему 
матрицы будем обозначать Di^i, Do,% и Ф̂ . Эти матрицы имеют следуюпщй вид: П/д =

(1 о о \
о о 1 I , Di^3 =  П/_4 =  Dr,и =  D j ,i2 =

0 1 0 /
/ 1  о 0 \

D i,b  — Т>/,6 =  D i ,\3 =  П /,14 =  I о о 1 I , П /,7 =  П /,8 =  D r ,n  =■ D i,xe —
\ 0  - 1  о /

/ о  1 0 \
Do,\ — Do,2 =  Dq,3 =  Dq,a =  Do,b — Do,e =  Do,r =  Dq,% — I 0 0 1 1 , Dq,9 =  Do,xe =

\ l  0 0 /
0 1 0 \ / 1 0  0

=  Do,XX =  Do,x2 =  Do,xz =  Do,xa ~ Do,xb ~ Do,xe ==| 0 0 1 | , Ф 1 =  Ф б = | 0 1 0
- 1 0  0 /  V 0 0 1
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Фг =  ^ 6  =

Ф13 =

Ф12

Фг

=  Ф14

Ф4 =  Фв =

Фп =  Ф16 =

Фд =

О 
О

Определители этих матриц легко вычислимы: det-D/д =

=  detD/,2 =  d etI>/,7 =  detD/^e =  detD /д =  detDj,io =  detD/,i5 =  detD/^g =  det D o ,9 = 
= det Do,10 =  det Do,n =  det Do,12 =  det Do,13 =  det Do,14 =  det Do,i5 =  det Do,ie = det Ф2 = 
=  detФз = detФ6 — detФ7 =  detФfl = detФl2 = detФlз =  detФг6 =  —1 , detDj,3 =  detD/,4 = 
=  det D/,5 = det D/,g =  det D/,u = det D/,i2 =  det D/дз = det D/,i4 =  det Do,i =  det Do,2 =  
=  det Do,3 = det D o ,4 =  det Do,s =  det Do,e =  det Dq,7 ~ det Do,s = det Ф1 =  det Ф4 =  det Ф5 = 
=: det Фд =  detФlo =  det Фц =  det Ф14 =  det Ф15 =  1.

Нахождение подобных ГЗ в данном случае требует 5i6 =  120 операций преобразования 
и сравнения трех пар матриц. Рассмотрим применение процедуры быстрого нахождения по­
добных ГЗ на примере нахождения ГЗ, подобных графу зависимостей Г З 1. В силу леммы 2 

подобными ему могут быть только Г З ц ,  Г З 12, Г З 13, Г З и ,  Г З 1Б, ГЗхе. В силу леммы 3 
подобньпли ГЗ 1 из этого множества могут быть только ГЗ 12 и ГЗ 13. Непосредственной про­
веркой выполнения условий леммы 1 убеждаемся в том, что только Г З 13 подобен Г З 1. Анзг 
логичным путем устанавливаем, что парами подобных ГЗ являются ГЗ i и ГЗ  13, ГЗ  2 и ГЗ 14, 
ГЗ з  И Г З 15, Г З 4 иГЗхб,  Г З 5 иГЗ д ,  ГЗб  и Г З ю ,  Г З 7 и Г З ц ,  ГЗд И Г З 12. Процесс нахо­
ждения пар подобных ГЗ отражен в таблице. Так как в правой колонке таблицы встречаются 
все ГЗ i, 9 ^  г <  16, то дальнейшая проверка смысла не имеет.

Нахождение подобных ГЗ на основании лемм 1-3.

Номера про­
веряемых ГЗ

Номера ГЗ, удовлетво- 
ряюпщх условию 

леммы 2

Номера ГЗ, удовлетво- 
ряюгцих условиям 

лемм 2 и 3

Номера подобных ГЗ 
(ГЗ, удовлетворяющих 

условию леммы 1)
1 11, 12, 13, 14, 15, 16 12, 13 13
2 11, 12, 13, 14, 15, 16 11, 14 14
3 9, 10, 13, 14, 15, 16 10, 15 15
4 9, 10, 13, 14, 15, 16 9, 16 16
5 9, 10, 11, 12, 15, 16 9, 16 9
6 9, 10, 11, 12, 15, 16 10, 15 10

7 9, 10, 11, 12, 13, 14 11, 14 11

8 9, 10, 11, 12, 13, 14 12, 13 12

При реализации всего алгоритма (11), определяемой соотношениями (12), результаты вы­
числений yij должны использоваться в качестве входных данных Xkj для  следуюгцего jtmho- 
жения матриц. Вершины для входных значений х у  размеш;ены в точках (1 ,у,г), вершины 
вывода расположены в точках { i , j ,N) .  Рассмотрим возможность построения L ^ -цепи при 
Л <  2 для реализации (11) на основе единственного ГЗ.

Так как среди 16 исходных ГЗ выявлено 8 пар подобных, то можно ограничиться рассмот­
рением только первых восьми ГЗ»,  1 г <  8 . Более того, так как матрица Ф не оказыва­
ет влияния на возможность суш;ествования пространственной стыковки, то из рассмотрения 
можно временно исключить Г З 2, Г З 4, ГЗ е и ГЗд (эти ГЗ имеют те же возможности для 
пространственной стыковки, что и ГЗ 1, Г З 3, Г З 5 И Г З 7 соответственно).

В соответствии с теоремой 2 -цепь при А ^  2 может быть построена только на основе 
ГЗ 1 (или ГЗ 2 и подобных им ГЗ 13 и ГЗ 14) и ГЗ 7 (или ГЗ g и подобных им ГЗ  п  и ГЗ  12 )■
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Действительно, для ГЗ  i D qDJ^ =  DjDq  ̂ =

однако для ГЗ з

дляГЗб DoDY^ =

для ГЗ  7 D qD j  ̂ — DjDq- 1

- 1D i Dq и

=

Все допустимые варианты пространственного построения -цепи при Л <  2 (на основе 
ГЗ  1, ГЗ  7, ГЗ  2 и ГЗ 8 ) допускают единое таймирование в соответствии с теоремой 5.

Рассмотрим возможность построения L* -цепи. В силу следствия из теоремы 4 существуют 
две возможности построения L ^ -цепи: либо на основе ГЗх (или Г З з )  и Г З 7 (или ГЗ д ) ,  
либо на основе Г З 3 (или Г З 4 )  и Т З б  (или Г З е ) .  Проверка выполнения условий теоремы 4 
показывает, что прюстранственное построение -цепи возможно только на основе ГЗ  з (или 
ГЗ 4 ) и ГЗ б (или ГЗ  6 )■ Проверка выполнения условий теоремы б показывает, что для L* -цепи 
на основе ГЗ 3 и ГЗ  5 и для  -цепи на основе ГЗ 4 и ГЗ е возможно и единое таймирование.

Таким образом, матричное представление областей ввода и вывода обеспечило быстрое нахо­
ждение подобных графов зависимостей из 16 первоначально полученных, пол5гчение аффинных 
операторюв для построения состыкованных графов зависимостей на основе как единственно­
го ГЗ, так и на основе двух различных ГЗ, а также нахождение единого временного режима 
работы всей вычислительной структуры.
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