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Исследование колебаний двигателя трактора при выполнении 

технологических работ с помощью имитационных методов моде-
лирования позволяет получить результаты, подтверждающие нели-
нейность регуляторной характеристики двигателя [1], [3]. 
В статье мы с помощью математической модели колебательно-

го процесса работающего двигателя получим закон вынужденных 
колебаний системы. 
Рассмотрим систему, в которой на балке, свободно лежат на 

двух опорах, установлен двигатель, маховик которого насажен на 
вал с небольшим эксцетриситетом ε, и на вал действует центро-
бежная сила, расшатывающая систему. Чтобы описать  закон вы-
нужденных колебаний системы с влиянием сопротивления среды 
рассмотрим рис. 1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1 
 

Центробежная сила 2
ц 1 .F m ω ε=   

где 1m  – масса маховика, ω – угловая скорость маховика 
Допустим, что на массу m  машины, стоящей на упругих опо-

рах (рис. 1), действует внешняя периодическая сила ( )F t , изме-
няющая во времени. 
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Вертикальная составляющая центробежной силы, вызывающая 
поперечные колебания балки, рaвна тогда ц sinF tω . 
Без учета сопротивления среды в любое мгновение груз нахо-

дится под действием трех взаимно уравновешенных сил: силы 

инерции – 
2

2 ,d xm
dt

 силы упругости балки – kx и вертикальной со-

ставляющей возмущающей возмущающей силы ц sinF tω . Здесь k – 
коэффициент жесткости балки (в н/м, кГ/см и т. п.). 
Проектируя действующие силы на вертикальную ось, получаем 

уравнение движения 
2

ц 2sin 0,d xF t m
dt

ω − =  
2

ц2 sind xm kx F t
dt

ω+ =  

2

2 sin ,d x k F t
dt m

ω+ =   где ц .
F

F
m

=  

 

Обозначая 2 ,kn
m

=  дифференциальное уравнение задачи запи-

сываем в виде  
2

2
2 sin ,d x n x F t

dt
ω+ =                                 (1) 

Характеристическое уравнение соответствующего однородного 
уравнения  

2 2 0nχ + =             имеет корни              1,2 .inχ = ±  

Общее решение однородного уравнения 
1 2cos sin .x C nt C nt= +%  

Частное решение ищем в виде 
* cos sin .x A t B tω ω= +  

Так как  
*( ) sin cosx A t B tω ω ω ω= − +&  

* 2 2( ) sin cosx A t B tω ω ω ω= − +&&    

То после подстановки в уравнение (1) получим 
  ( ) ( )2 2 2 2cos sin sin ,A n t B n t F tω ω ω ω ω− + − =  
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откуда, приравнивая коэффициенты при соответствующих чле-
нах, составим систему:  

( )
( )

2 2

2 2

0,A n

B n F

ω

ω

 − =


− =

 

В результате решения этой системы  

2 20, FA B
n ω

= =
−

 

 
Общее решение неоднородного дифференциального уравнения 

(1) принимает вид 

1 2 2 2
sincos sin F tx C nt C nt

n
ω
ω

= + +
−

 

Рассматривая влияние сопротивления среды с учетом того, что 
сопротивление среды пропорционально скорости, т. е. ,dxk

dt
 где 

2k h=  – коэффициент пропорциональности, то дифференциальное 
уравнение (1) принимает вид  

2
2

2 2 sind x dxh n x F t
dt dt

ω+ + =                                (2)  

Характеристическое уравнение соответствующего однородного 
уравнения  

2 22 0h nχ χ+ + =  
имеет корни  

2 2
1,2 h h nχ = − ± −  

Тогда при h < n  

( )1 2cos sin ,htx e C qt C qt−= +%     где 2 2 2.q h n− = −  
Частное решение ищем в виде  * cos sin .x A t B tω ω= +  
В результате проведения аналогичных вычислений, как для 

решения (1), получаем общее решение неоднородного уравнения 
(2), т.е. закон вынужденных колебаний системы с работающим 
двигателем  [2]. 
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( )
( )

( )
( )

1 2 22 2 2 2

2 2

22 2 2 2

2cos sin cos
4

sin
4

ht Fhx e C qt C qt t
n h

F n
t

n h

ω
ω

ω ω

ω
ω

ω ω

−= + − +
− +

−
+

− +

 
                (3) 

При заданных начальных условиях уравнение (3) задает кон-
кретное положение системы. Исследование (3) устанавливает кри-
тические точки и экстремальные значения х. 
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Важнейшим направлением развития сельского хозяйства Рес-

публики Беларусь является повышение эффективности производ-
ства и экономия всех видов ресурсов. Так на протяжении послед-
них 10 лет РБ производит порядка 7 млн. тонн зерна, а в 2021 году 
было убрано более 6 млн. тонн, из них свыше 50 % убирают на фу-
ражные цели. Этим обусловлено необходимость создание энерго-
сберегающих технологий и оборудования при одновременном 
снижении их металлоемкости.  

Измельчающие машины в зависимости от технологических за-
дач и механических свойств продуктов измельчения классифици-
руются по видам воздействия рабочих органов на материал: сжатие 
и сдвиг; сжатие и истирание; удар; удар и истирание; истирание и 
удар; сжатие. 
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