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Аннотация: Представлены результаты исследований белорусской школы по проблеме дви-
жения тел. Обосновано, что Pioneer anomaly является реликтовым ускорением пробного те-
ла в Солнечной системе. Показано, что при учете гравитационного поля среды треугольно-
го лагранжевого решения в ограниченной задаче трех тел не существует. Оно существует 
только в симметричном случае, когда массы тяжелых тел равны. Рассмотрена ограниченная 
задача трех тел в случае одной звезды при учете светового давления. Изучена степень 
влияния светового давления на форму орбиты движения. 
Abstract: Presented the results of Belarusian school’s research of the body motion problem. It has 
been shown, that with allowance of the gravity field of the gaseous dust medium the lagrangian 
triangular solution in the restricted three-body problem does not exist. It exists only in the sym-
metric case, when masses of heavy bodies are equal. Considered the restricted three-body problem 
in case of one star with allowance for light pressure. Studied the influence degree of light pressure 
on the shape of the orbital motion. 
Ключевые слова: общая теория относительности, постньютоновское приближение, пробле-
ма Pioneer Anomaly, смещение перигелиев, пробное тело, гравитационное поле, точка либ-
рации, точка фотолибрации. 
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В связи с тем, что межпланетная среда (реликтовая материя) Солнечной систе-
мы – газопылевые облака, кометы, пояса астероидов и т.д. создает заметное дополни-
тельное гравитационное поле, белорусская школа по проблеме движения тел сформу-
лировала и решила ряд задач по движению тел при учете гравитационного поля среды 
в постньютоновском приближении общей теории относительности. 

Согласно астрономическим данным последних лет распределение плотности 
среды   в Солнечной системе в первом приближении можно считать сферически 
симметричным и хорошо описываемым трехзвенной или четырехзвенной моделью 
[1], [2]. В этом случае в постньютоновском приближении общей теории относитель-
ности проинтегрированы уравнения Эйнштейна и уравнения геодезических линий, 
что позволило получить ряд интересных результатов, из которых отметим четыре. 

1. Обратное смешение перигелиев орбит у внешних планет Солнечной системы 
в соответствии с найденным с точностью до вековых членов уравнением их орбит в 
полярных координатах ,r  (четырехзвенная модель, 4,1k ): 

    peru H
k /1cos1/1 0   , (1) 
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где p и e  – параметр и эксцентриситет вращающегося эллипса; mbp k
H
k /3 , m  – 

масса планеты, kb  – функция плотности среды в соответствующей зоне; 
pcm 2

0 /3   – релятивистская поправка, приводящая к знаменитому прямому сме-
щению перигелия Меркурия;   – релятивистская поправка к смещению перигелия 
за счет учета гравитационного поля среды, которая на несколько порядков меньше 

H
k  и 0 , и ею можно пренебречь. 

Численные оценки в Солнечной системе показывают, что в (1) для внутренних 
планет Солнечной системы 00   H

k , т.е. смещение перигелиев прямое (как у 

Меркурия), а для внешних планет Солнечной системы 00   H
k , т.е. смеще-

ние перигелиев должно быть обратным. 
2. Решена проблема Pioneer Anomaly. На основе экспериментальных данных, 

полученных в астрономии в основном за последние два десятилетия, построена модель 
распределения плотности материи Солнечной системы. Авторами выдвинута и обосно-
вана гипотеза: постоянным источником Pioneer anomaly является реликтовое ускорение, 
порождаемое реликтовым гравитационным полем, создаваемым реликтовой межпланет-
ной средой Солнечной системы, т.е. материей, оставшейся после образования Солнца и 
планет со спутниками. Основную роль при этом играет не гравитационное поле газопы-
левой составляющей среды, а гравитационное поле комет и астероидов, принадлежащих 
семейству Юпитера, поясу Эджеверса-Койпера, облакам Хиллса и Оорта, метеоритному 
веществу. Зарегистрированное космическими кораблями Pioneer 10 и Pioneer 11 на рас-
стояниях (20-70)a.e. дополнительное ускорение   81033,174,8 pa  см·с–2 создается 
гравитационным полем реликтовой материи (см. [2], (17)), а существование pa  явля-
ется экспериментальным подтверждением предложенной нами теории. 

3. Исследована задача трех тел, движущихся в среде [3]. Траектория пробного 
тела в частном треугольном решении ограниченной задачи трех тел в присутствии га-
зопылевой среды описывается выражением 1010 /1/1)( uruuru  , где 1u  вы-
ражается формулой 

  23
2
2

2
11231 )/(sincos BBBBBBBu   , (2) 

где 321 ,, BBB  постоянные величины (см. [3], (17), (18)). Вид функции 1u  указывает на 
периодические синусоидальные изменения расстояния от центра масс системы двух 
массивных тел a  и b  до третьего пробного тела при том, что в отсутствии газопыле-
вой среды указанное расстояние остается неизменным. Угол  , составляемый ради-
ус-вектором пробного тела с неподвижной осью Ox1 барицентрической системы от-
счета, 0  . Для численной оценки полученного результата принимаем следую-

щие порядки входящих в выражение (2) величин: плотность   порядка 32210  смг , 
расстояния 000 ,, rba порядка 1017 м (10 световых лет), массы тяжелых тел 

ba mm , порядка 1031 кг, скорости тел cba ,, порядка 104 м/c. В этом случае порядок 
величины 1u , вычисляемой по формуле (2), определяется порядком отношения 

)cos/())(cos(/ 0
2

0
4

00000023  rbarabBB  , равным 10-21 м-1, т.е. можно считать, 
что 1u  - величина указанного порядка. Тогда 1r  будет иметь порядок 1013 м. При мно-
гократном увеличении масс am  и bm  тяготеющих тел этот результат не изменяется. 
Если для оценки результата выбрать расстояния от центра масс до тел cba ,, , и, сле-
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довательно, расстояния между ними в 10 раз большие, то получим «добавку» 1u  по-
рядка 10-18 м-1. В таком случае смещение пробного тела от точки Лагранжа, т.е. вели-
чина 1r , возрастет до величины порядка 1018 м. 

Показано, что учет гравитационного поля среды разрушает треугольную ла-
гранжеву конфигурацию. 

Получен закон ухода пробного тела из треугольной лагранжевой точки либра-
ции при учете гравитационного поля среды. Доказано [3], что помещенное с нулевой 
скоростью в треугольную лагранжеву точку либрации (в 4L  или 5L ) пробное тело 
при учете гравитационного поля среды уходит из нее, т.е. лагранжевых точек равно-
весия не существует. Должны существовать другие точки равновесия, удаленные от 

4L , 5L  на расстояния, зависящие от величины плотности среды  . 
4. Рассмотрена ограниченная задача трех тел в случае одной звезды при учете светово-

го давления. Изучена степень влияния светового давления на форму орбиты движения. 
Получена система дифференциальных уравнений, которая точно проинтегри-

рована в случаях: а) треугольных точек фотолибрации; б) коллинеарных точек фото-
либрации. Доказано, что существует бесконечное количество точек фотолибрации, 
которые во вращающейся системе координат заполняют две дуги окружности в слу-
чае треугольных решений и три отрезка в случае коллинеарных решений. Найдены 
уравнения, из которых определяются координаты точек фотолибрации. 
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Аннотация: Рассматривается осесимметричная задача об определении положения равнове-
сия мягкой оболочки вращения. Обобщенная постановка задачи сформулирована в виде ва-
риационного неравенства с псевдомонотонным оператором в банаховом пространстве. Для 
решения вариационного неравенства предложен итерационный метод. Этот метод реализо-
ван численно. Результаты численных экспериментов подтвердили эффективность предло-
женного итерационного метода. 
Abstract: We consider one axisymmetric problem of the equilibrium position of a soft rotation 
shell. Generalized statement of this problem is formulated in the form of variational inequality 
with a pseudo-monotone operator in Banach space. To solve this variational inequality, we sug-
gest the iterative method. This method was realized numerically. The numerical experiments made 
for the model problems confirmed the efficiency of the iterative method. 
Ключевые слова: Математическое моделирование, мягкая оболочка, положение равновесия, 
псевдомонотонный оператор, итерационный метод, численный эксперимент. 
Keywords: Mathematical simulation, soft shell, equilibrium position, pseudo-monotone operator, 
iterative method, numerical experiment. 

Introduction. We consider an axisymmetric problem of the equilibrium position of a soft 
rotation shell. The latter is formed by two interlacing families of threads. One family has a cir-


